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Uvod 
 

Ġirenje zaraznih bolesti je oduvek predstavljalo neki vid pretnje po ljudsko zdravlje. 

Oļekivano, to je izazivalo ozbiljne probleme za opstanak ljudskog biĺa, posebno 

kada je u pitanju  njihov ekonomski i druġtveni razvoj. Borba sa zaraznim bolestima 

ima veoma dugu istoriju i veoma velika dostignuĺa po tom pitanju su postignuta. Na 

primer, velikie boginje su sada konaļno iskorenjene posle uspeġne svetske 

vakcinacije. Postoje i mnoge druge infektivne bolesti, kao ġto je difterija, male 

boginje, veliki kaġalj i tetanus, koje mogu biti ozbiljne i fatalne, ali su u mnogim 

zemljama uveliko pod znatnom kontrolom. 

 

Istraģivanje o zaraznim bolestima uz pomoĺ deterministiļkih matematiļkih modela 

poļelo je u 20.veku, kada je dr Ros, kasnije nagraĽen Nobelovom nagradom za 

medicinu zbog svog znaļajnog doprinosa u istraģivanju, iskoristio u svom modelu 

diferencijalne jednaļine za opisivanje prenosa malarije izmeĽu ljudskih biĺa i 

komaraca. Zatim su Kermak i Mek Kendrik formulisali nadasve ļuven i 

prepoznatljiv ñSusceptible-Infective-Recoveredò model, tzv. SIR model (osetljiv-

inficiran-oporavljen), kako bi izuļavali izbijanje ñCrne Smrtiò u Londonu i izbijanje 

kuge u Mumbaju. Kasnije su formulisali i model ñSusceptible- Infected- 

Susceptibleò, tzv. SIS model (osetljiv- inficiran - osetljiv), na osnovu kog su i 

formalno uveli koncept ñpragovaò pomoĺu kojih merimo ġirenje neke bolesti u datoj 

populaciji, ġto je predstavljalo osnovu teorije dinamike epidemije.   

 

Istraģivanja u oblasti infektivnih oboljenja mogu se u najopġtijem sluļaju podelitii na 

opisna, analitiļka, eksperimentalna i teorijska. Dinamika epidemije je vaģan 

teorijski pristup u istraģivanju dinamike prenosa zaraznih bolesti. Ona formuliġe 

matematiļke modele koji opisuju mehanizme za prenos bolesti i dinamiku 

infektivnih agenasa. Ti matematiļki modeli se zasnivaju na dinamici populacije, 

ponaġanju prenosa bolesti, odlikama infektivnih agenasa, kao i na vezi sa drugim 

druġtvenim i fizioloġkim faktorima. Kroz kvantitativnu i kvalitativnu analizu, analizu 
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senzibiliteta i numeriļke simulacije, matematiļki modeli mogu da nam pruģe dobar 

uvid u to kako se zarazne bolesti ġire, da nam otkriju principe koji reguliġu samu 

dinamiku prenosa bolesti i identifikuju vaģne i osetljive parametre, kako bi nam 

pruģili ġto pouzdanija predviĽanja i smernice, kao i korisne strategije za prevenciju i 

kontrolu. Dakle, kvantitativna i kvalitativna istraģivanja, kao i analiza senzibiliteta 

primenjena na parametre modela, mogu da nam pomognu u daljim istraģivanjima 

kako bismo sproveli ġto realnija istraģivanja i dobili ġto pouzdanija dugoroļna 

predviĽanja na polju studija i eksperimenata. Ġtaviġe, kombinacija dinamike 

epidemije, epidemioloġke teorije, biostatistike i kompjuterskih izraļunavanja ĺe 

znaļajno doprineti unapreĽivanju naġeg znanja o procesima i oblastima kojima ĺu se 

baviti u ovom radu.  

 Modeliranje zaraznih bolesti pokazalo je bogat i dinamiļan oblik ponaġanja. Iz 

perspektive mehanizama za prenos, ti modeli ukljuļuju pregrġt razliļitih faktora, dok 

iz matematiļke perspektive strukture modela, videĺemo da je veĺina deterministiļkih  

modela bazirana na obiļnim diferencijalnim jednaļinama, parcijalnim 

diferencijalnim jednaļinama prvog i drugog reda, diferencijalnim jednaļinama sa 

kaġnjnjem,  itd.  koje su koriġĺene za starosnu strukturu, prostornu strukturu i mnoge 

druge modele. Dakle, sama analiza deterministiļkih matematiļkih modela je 

usmerena na dobro-postavljene modele i njihova reġenja, upornost same bolesti, 

postojanje i stabilnost stabilnih reġenja  koje odlikuje ļinjenica  da li se bolesti ġire ili 

postaju endemska pojava,  kao i postojanje i stabilnost periodiļnih reġenja kojima 

opisujemo oscilacije u prenosu bolesti i pojavu bifurkacije, tj.haotiļnog ponaġanja. 

 

Posebnu paģnju u svom radu ĺu posvetiti analizi klasiļnog matematiļkog modela u 

populacionoj biologiji, poznatiji kao stohastiļki SIS model. On sluģi preteģno kao 

model namenjen za izraļunavanje ġirenja infekcije i zaraze koje dovode do pada  

imuniteta. TakoĽe se pojavljuje kao poseban sluļaj procesa kontakta koji objaġnjava 

prostorne uticaje.  

 

Ļinjenica da je ovaj model zastupljen i izvan oblasti populacione biologije ļini ga 

pravim kandidatom za srģ i suġtinu ovog rada. Dakle, imamo ga i u oblastima poput 

ġirenja tehniļke inovacije, teorije hemijskih reakcijaé  
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Deterministiļka verzija SIS modela uzima formu nelinearne diferencijalne jednaļine 

koja moģe biti reġena eksplicitno, takoĽe se pojavljuje i fenomen bifurkacije 

(haotiļnog ponaġanja) koji odgovara veoma moĺnom kvalitativnom rezultatu praga, 

koji smo veĺ gore pomenuli. Dalje, ovaj stohastiļki model poprima oblik ñbirth-

deathò procesa, tj. procesa raĽanja i umiranja, sa diskretnim prostornim stanjem i 

konstantnim vremenom. Obzirom da se osvrĺemo na epidemiju, definisaĺu i stanje 

procesa koje nam daje broj zaraģenih (inficiranih) osoba, kao funkciju vremena, pri 

ļemu je populacija od N jedinki konstantna i uzima celobrojne vrednosti, polazeĺi od 

nule. Model uzima u obzir dve promene, odnosno dva stanja do kojih moģe doĺi u 

jednom stanju- infekcija i oporavak. Osobine modela moģemo izvesti iz linearnog 

sistema diferencijalnih jednaļina, koje se joġ zovu i Kolmogorove jednaļine, gde  je 

broj promenljivih jednak ukupnom broju stanja u jednom regionu kojima se bavimo, 

a to je u naġem sluļaju N+1.  

Za dalji rad bi bilo od znaļaja ako bismo uzeli u obzir deterministiļku verziju ovog 

modela do koje moģemo doĺi na dva naļina. Prvi naļin tumaļi stope prenosa  

deterministiļki, ġto nas dovodi do nelinearnih diferencijalnih jednaļina za 

odreĽivanje proporcionalnog broja inficiranih osoba, gde reġenje dobijamo u funkciji 

vremena koja je diferencijabilna, pa samim tim i neprekidna. Drugi naļin jeste da 

ovaj deterministiļki model aproksimiramo pomoĺu stohastiļkog, i time ga svedemo 

na iste diferencijalne jednaļine, puġtajuĺi populaciju N da teģi ka beskonaļnosti. 

Problem u ovom sluļaju jeste taj ġto nam se N u potpunosti izgubi u deterministiļkoj 

verziji.  

 

Vaģna ļinjenica na koju treba posebno obratiti paģnju jeste ta da se i stohastiļki i 

deterministiļki model kvalitativno slaģu u vezi sa fenomenom izumiranja. Kao ġto 

smo napomenuli, deterministiļka verzija SIS modela ima prag koji u ovom sluļaju 

tumaļimo na sledeĺi naļin: ukoliko se broj zaraģenih osoba populacije nalazi ispod 

praga, ta populacija ĺe izumreti, dok ako je taj broj iznad praga, populacija ĺe trajati 

neograniļeno. Treba joġ naglasiti da prag definiġemo kao jednu taļku, tj.parametar u 

prostoru, pa kad kaģemo da je populacija iznad ili ispod praga mislimo da je 

odreĽeni parametar iznad ili ispod svog skupa vrednosti. Za razliku od njega, 

stohastiļki model se zasniva na stanoviġtu da, bez obzira gde se nalazi populacija u 

odnosu na prag, kako vreme prolazi, populacija ĺe na kraju izumreti. Jasno, ovde 
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postoji problem definisanja ñvremena izumiranjaò, ġto ĺe naġ model pokuġati da 

poistoveti sa pragom iz deterministiļke verzije.  

 

Dakle, pandan za stabilno-stacionarno reġenje deterministiļkog modela se ne slaģe sa 

stabilno-stacionarnim reġenjem stohastiļkog modela, nego je to tzv. 

kvazistacionarna raspodela, odnosno uslovljeno ñneizumiranjeò. Ono se dostiģe 

kada se izumiranje javlja i u veĺini sluļajeva, pre nego doĽe do samog izumiranja 

uopġte, kvazistacionarna raspodela je  konstantna. Jedan od razloga zaġto je ona bitna  

jeste da je promenljiva u zavisnosti od stanja. Drugi razlog jeste da nam ona ustvari 

daje podatke o preostalom vremenu do izumiranja odreĽene populacije. Obzirom da 

je gustina naseljenosti razliļita od stanja do stanja, nemoguĺe je pronaĺi eksplicitni 

izraz za nju, stoga ĺemo se voditi nalaģenjem najboljih moguĺih aproksimacija. 
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1. Stohastiļki proces u pozadini 
 

U ovom poglavlju opisujemo neke stohastiļke procese koji su od izuzetne vaģnosti 

za izuļavanje SIS modela. S poļetka ĺemo se baviti procesima koji se odnose na 

mnogo ġiru klasu stohastiļkih procesa od konkretnog modela, ļije vrednosti ĺe nam 

dobro doĺi za kvazistacionarnost, a pred sam kraj ĺemo se fokusirati konkretno na 

SIS. Dakle, u prvom odeljku ĺemo formulisati jednostavan proces raĽanja, ļije je 

izvoĽenje zasnovano na tri osnovne pretpostavke, a zatim ĺemo razmotriti kako 

odreĽene vrednosti sredine i kovarijanse utiļu na sam proces. TakoĽe ĺemo pruģiti 

numeriļku ilustraciju za odreĽene vrednosti parametara. Drugi proces koji navodimo 

i definiġemo jeste proces raĽanja i umiranja za stanje ograniļenog ili neograniļenog 

prostora, kao i za sluļaj kada poreklo apsorbuje stanje, obzirom da je ovaj proces 

jedan od najvaģnijih. Formulacija je zasnovana na skupu vrednosti i promena stopa 

nataliteta ὦ i mortaliteta Ὠ, zatim na ļinjenici da ĺe se izumiranje dogoditi u 

konaļnom vremenskom periodu i da ĺe raspodela stanja za neke vrednosti 

parametara ostati dugo vremena skoro konstantna pre nego ġto nastupi izumiranje. 

Napomenimo da se ova ñskoro konstantnaò raspodela odnosi na kvazistacionarnu 

raspodelu, koja se ne moģe utvrditi eksplicitno. Priloģiĺemo i numeriļku ilustraciju 

primera. U treĺem odeljku ĺemo se osvrnuti i na stohastiļki proces rasta, koji se 

oslanja na proces raĽanja i umiranja. Razmatraĺemo sluļajeve kada je populacija 

jednaka nuli ili kada dostiģe sam kapacitet nosivosti. U dodatku na kraju rada ĺemo 

navesti i kod za generisanje modela u programskom modelu MATLAB. Za kraj, u 

ļetvrtom odeljenju ĺemo opisati i niġta manje znaļajnu, kvazistacionarnu raspodelu. 

 

Definicija 2.1  Stohastiļki proces je familija sluļajnih promenljivih ὢȟὸɴ Ὕ, gde 

je T parametarski skup ili skup parametara stohastiļkih procesa.  

Koristimo sledeĺu oznaku:  

ὴ ὸ ὖὢ ὲ . 

 



0ÒÉÍÅÎÁ ÎÅËÉÈ ÓÔÏÈÁÓÔÉéËÉÈ ÍÏÄÅÌÁ Õ ÅÐÉÄÅÍÉÏÌÏÇÉÊÉ 
 

6 
 

U definiciji stohastiļkog procesa smo rekli da je to familija sluļajnih promenljivih, 

gde je T parametarski skup. U sluļaju kada je on prebrojiv, stohastiļki proces 

zovemo nizom ili lancem sluļajnih promenljivih. 

 

Posmatramo proces ὢȟὲ πȟρȟςȟȣ  sa konaļnim ili prebrojivim skupom 

vrednosti, gde ĺe skup vrednosti (skup svih moguĺih stanja) biti Ὓ ὼȟὼȟȣ . 

 

Definicija 2.2 Niz sluļajnih promenljivih sa istim skupom stanja ὼȟὼȟȣ  se zove 

lanac Markova, ako za proizvoljno ὶɴ ᴓȟὲ Ὧ Ὧ Ễ Ὧ vaģi tzv. 

markovsko svojstvo: 

ὖὢ ὼȿὢ ὼ ȟȣȟὢ ὼ ὖὢ ὼȿὢ ὼ , 

tj. verovatnoĺa da se proces (sistem) naĽe u stanju ὼ u trenutku n zavisi samo od 

stanja u sadaġnjem trenutku Ὧ, a ne od stanja u proġlim trenucima ὯȟȣȟὯ.  

 

Kod ovih lanaca postoje tzv.verovatnoĺe prelaza. Verovatnoĺa prelaza iz i-tog u j-to 

stanje u jednom koraku je: 

ὴȟ
ȟ ὖὢ ὼȿὢ ὼ , 

i moģe da zavisi od vremenskog trenutka ili da budu uvek iste (ne zavise od n). Ako 

navedene verovatnoĺe ne zavise od n kaģemo da je lanac homogen, koji ĺemo 

podrazumevati u daljem radu. 

Matrica prelaza za jedan korak je: 

ὖ ὴ
ȟ

ὴ ὴ ȣ

ὴ ὴ ȣ
Ệ

 

i uvek je kvadratna, a sume po vrstama su jednake jedinici. 

Verovatnoĺa prelaza iz i-to u j-to stanje u n koraka je: 
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ὴȟὲ ὖὢ ὼȿὢ ὼ . 

Matrica prelaza za n koraka je: 

ὖ ὴȟὲ ȟ
. 

U lancima Markova postoje razna stanja, meĽutim naveġĺemo samo ono koje 

korisitmo u radu. 

Definicija 2.3 Stanje ὼ je apsorbujuĺe ako je ὴ π (odnosno, ako iz j-tog stanja 

uĽemo u bilo koje drugo stanje je nula, ako uĽemo u j-to stanje skoro sigurno 

ostajemo u njemu). 

 

Obzirom da ih primenjujemo u ovom radu, definisaĺemo joġ i sluļajno kretanje 

(Random walk) i Braunovo kretanje. 

Neka je X(t) poloģaj ļestice u trenutku t, gde je t= nϽЎt (koraci veliļine Ўt). Broj 

koraka koje naļinimo u jednu stranu, Ὓ, definiġemo: 

ὛḧВ ὢ. 

Sada je poloģaj ļestice X(t) u trenutku t dat sa: 

ὢὸ ὛϽЎὼ ὲ Ὓ Ўὼ ςὛ ὲЎὼ. 

Vaģi ὢὸȡﬞ πȟὸὨ. Bez gubljenja opġtosti pretpostaviĺemo da je d=1 i 

definisaĺemo Braunovo kretanje. 

Definicija 2.5 Stohastiļki proces ὡȟὸ π je Braunovo kretanje (Vinerov proces) 

ako zadovoljava sledeĺe uslove: 

1) ὡ π; 

2) Priraġtaji su nezavisni: za sve π ὸ ὸ Ễ ὸ Ễ vaģi da su 

ὡ ȟὡ ὡ ȟȣȟὡ ὡ  

nezavisne sluļajne promenljive; 

3) Za proizvoljan priraġtaj vaģi ὡ ὡȡﬞ πȟὸ ίȟὸ ί. 
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1.1 Jednostavan proces raĽanja 

 

Postoje tri pretpostavke na kojima je zasnovano izvoĽenje jednostavnog procesa 

raĽanja: 

1. Nema pojedinaca koji umiru, 

2. Ne postoje interakcije meĽu pojedincima, 

3. Stopa nataliteta b je ista za sve pojedince. 

 

 

Dakle, neka je n(t) veliļina populacije u trenutku t. U malom vremenskom intervalu 

æt porast ukupnog broja stanovnika zbog jednog pojedinca jeste ɚæt, dok je 

poveĺanje ukupne veliļine populacije zbog svih pojedinaca ὦЎὸὲὸ. Dobijamo: 

 

ὲὸ Ўὸ ὲὸ ὦЎὸὲὸ 

Ukoliko je poļetan broj stanovnika ὲπ ὥ, onda je reġenje ove obiļne 

diferencijalne jednaļine (ODJ) dato sa: 

 

ὲὸ ὥὩ . 

Veliļina populacije u trenutku t je predviĽena sa apsolutnom sigurnoġĺu kada su 

poļetna vrednost a i stopa nataliteta b poznate. 

 

U jednostavnom procesu raĽanja ὢ, obzirom da je jedini dogaĽaj koji ovde 

razmatramo raĽanje, sredina i varijansa se mogu dobiti direktno iz inverzne 

verovatnoĺe binomne raspodele: 

 

‘ ὥὩ  

„ ὥὩ Ὡ ρ. 
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Napomenimo da je u ovom primeru sredina jednaka reġenju deterministiļkog 

modela, dok varijansa raste kako raste i vreme. Specijalne vrednosti sredine i 

varijanse, dobijene pomoĺu navedenih formula, u sluļaju kada je ὥ ρȟὦ ρ su 

date u sledeĺoj tabeli: 

    t Ⱨ◄ Ɑ◄ Ɑ◄ n(t) 

0 
1 
2 
3 
 

1 
2.72 
7.39 
20.09 

0 
4.67 
47.21 
383.34 

 

0 
2.16 
6.87 
19.58 

1 
2.72 
7.39 
20.09 

 

Tabela 1.1.1 Sredina ‘, varijansa „ , standardna devijacija „,i reġenje ODJ N(t) za jednostavan 

proces roĽenja za t=0,1,2,3 kada su ὥ ρȟὦ ρ.  

Numeriļka simulacija ovog procesa prikazana je na slici 1.1.1, tj. vidimo tri 

stohastiļke realizacije u sluļaju kada su ὥ ρȟὦ ρ i ὴ π ρ, zatim prikazana je 

i odgovarajuĺa eksponencijalna kriva rasta, kao i ὲὸ Ὡ. 

 

 

Slika 1.1.1 Tri stohastiļke realizacije jednostavnog procesa raĽanja kada je 

ὥ ρȟὦ ρ i ὢ ρ. Isprekidanom linijom je prikazana eksponencijalna kriva rasta ὲὸ Ὡ. 

Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology, 

Second Edition-Shapman and Hall 
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Tabela 1.1.2 navodi sluļajeve kada se raĽanje javlja (do veliļine populacije od 50 

stanovnika) iz dva razliļita ostvarenja za jednostavan proces raĽanja. Na osnovu 

ovih podataka vidimo da je vreme izmeĽu roĽenih mnogo veĺe u sluļaju kada je 

mali broj stanovnika. Kako raste broj stanovnika, do raĽanja dolazi mnogo ļeġĺe. 

 

Vreme stohastiļkih realizacija u odreĽeno vreme t, ὢ ὲ, zavisi od verovatnoĺe 

ὴ ὸ. 

 

 

Ako je ὴ ὸ π, onda postoji moguĺnost da stohastiļka realizacija ima vrednost n 

u trenutku t, na primer za t=0,1,2,3 raspodele verovatnoĺa ὴ ὸȟὴ ὸȟὴ ὸȟὴ ὸ 

pokazuju da je moguĺe dostiĺi celobrojne vrednosti za n u trenutku  t=0,1,2 ili 3.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela 1.1.2 Za dve stohastiļke realizacije, vreme u kom dolazi do raĽanja u jednostavnom procesu 

raĽanja sa stopom nataliteta b=1 i ὥ ρ.  

 

Realizacija 1 Realizacija 2 

Veliļina n(t) Vreme 

dogaĽaja t 

Veliļina n(t) Vreme 

dogaĽaja t 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

ể 
50 

0 

0.138 

0.407 

0.575 

0.755 

0.766 

0.943 

1.173 

1.463 

1.511 

ể 
2.890 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

ể 
50 

0 

1.764 

2.174 

2.269 

2.390 

2.664 

2.839 

2.909 

3.044 

3.095 

ể 
4.678 
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1.2 Proces raĽanja i umiranja 

 

 

Neka je ὢ  veliļina populacije u trenutku n, gde prostor stanja moģe biti ili konaļan 

ili beskonaļan, odnosno {0,1,...,N} ili {0,1,2,...}. Dalje, N predstavlja maksimalnu 

veliļinu populacije u konaļnom sluļaju. Verovatnoĺe raĽanja i umiranja su redom 

oznaļene sa ὦ i Ὠ. Dodatno, ὦ π Ὠ ȟὦ π, i Ὠ π, za i=1,2,é , osim u 

konaļnom sluļaju, gde je ὦ π. Pretpostavimo da je vremenski interval ὲȟὲ ρ, 

dovoljno mali tako da se tokom njega javlja najviġe jedan dogaĽaj, ili raĽanje ili 

umiranje. Pretpostaviĺemo da su verovatnoĺe prelaza date sa: 

                                               

                                                    ὴ  ὖὢ Ὦȿὢ Ὥ 

                                                           

ὦȟ                    ᾀὥ Ὦ Ὥ ρ
Ὠȟ                  ᾀὥ Ὦ Ὥ ρ

ρ ὦ Ὠ ȟ       ᾀὥ Ὦ Ὥ
πȟ       ᾀὥ Ὦ Ὥ ρȟὭȟὭ ρ

 

 

za i=1,2,é , ὴ ρ, i ὴ π za jÍ0.  

 

U sluļaju kada imamo konaļan prostor stanja, gde je N maksimalna veliļina 

populacije, imamo da vaģi: 

 

ὴ ȟ ὦ π. 
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Matrica prelaza P za konaļan lanac Markova ima sledeĺi oblik: 

 

 

 

 

Generalno, za konaļan ili beskonaļan prostor stanja, pretpostavljamo da vaģi: 

 

                                                       ÓÕÐ
ᶰ ȟȟȣ

ὦ Ὠ ρ , 

tako da je P zapravo stohastiļka matrica. 

U svakom vremenskom intervalu ὲȟὲ ρ, veliļina populacije ili se poveĺava za 

jedan, smanjuje za jedan, ili ostaje iste veliļine. Ovo je razumna pretpostavka samo 

ako je vremenski korak dovoljno mali. 

Postoje dve klase, {0} i {1,2,é,N} u konaļnom sluļaju. Lako je uoļiti da se nula 

ļesto ponavlja, dok su sva ostala stanja prelazna. TakoĽe postoji i jedinstvena 

stacionarna raspodela verovatnoĺe, ˊ, Pˊ=ˊ, gde je “ ρ, i “ π, za i=1,2,... U 

sluļaju konaļnog lanca Markova, moģe se utvrditi da se eventualno izumiranje 

populacije javlja iz bilo kog poļetnog stanja, odnosno da vaģi: 

 

ÌÉÍ
ÐO
ὖὢ π ÌÉÍÐ Î

ÐO

ρ . 
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1.2.1 Oļekivano vreme preostalo do izumiranja 

 

O oļekivanom vremenu preostalom do izumiranja populacije ĺemo neġto viġe reĺi u 

jednom od naredinh poglavlja, s tim da ĺemo navesti i aproksimacije u odnosu na 

vrednost osnovnog broja (stope) reprodukcije.  

Ovde ĺemo navesti neke najbitnije ļinjenice kako bismo upotpunili znaļaj samog 

procesa. Naime, neka je † oznaka za oļekivano vreme preostalo do izumiranja za 

populaciju sa poļetnom veliļinom k, a Ὠ verovatnoĺa umiranja sa istom veliļinom. 

Onda je † π, i sledeĺa relacija vaģi za †ȟὯ ρȟςȟȣ : 

 

† ὦ ρ † Ὠ ρ † ρ ὦ Ὠ ρ †  .                 (1.2.11) 

 

Ako je maksimalna veliļina populacije konaļna, onda za k=N vaģi da je: 

† Ὠ ρ † ρ Ὠ ρ † . 

 

Diferencijalna jednaļina moģe biti prikazana na sledeĺi naļin: 

Ὠ† ὦ Ὠ † ὦ† ρȟË ρȟςȟȣ  .                        (1.2.12) 

 

Ako je k=N, onda vaģi: 

Ὠ† Ὠ† ρ,  

 

s tim da vidimo da koeficijenti ovih diferencijalnih jednaļina nisu konstantni. Kako 

god, kada je maksimalna veliļina populacije konaļna, onda metodu za izraļunavanje 

primenjujemo da pronaĽemo Ű. 
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 Dakle,  

† Ὅ Ὕ Ὂ ,                                       (1.2.13) 

gde je F fundamentalna matrica, a sa tr smo oznaļili operaciju transponovanja. 

Nisbet i Gurnej su izveli analitiļki izraz za † koji navodimo u sledeĺoj teoremi. 

 

Teorema 1.2.1 Pretpostavimo da je ὢ  proces raĽanja i umiranja sa ὢ

ά ρ, zadovoljavajuĺi uslove ὦ π Ὠȟὦ π za i=1,2,é,N-1, i Ὠ π za 

i=1,2,é,N. Oļekivano vreme preostalo do izumiranja populacije je tada: 

 

†

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ ρ

Ὠ

ὦỄὦ

ὨỄὨ
 ȟ                   ά ρ

†
ὨỄὨ

ὦỄὦ

ὦỄὦ

ὨỄὨ
ȟ   ά ςȟȣȟὔ

                     ρȢςȢρτ 

 

Dokaz . Za k=1,2,é,N-1 jednaļine (1.2.12) se reġavaju rekurzivno za †ȟȣȟ†, da 

bismo dobili formulu:  

† †
ὨỄὨ

ὦỄὦ
†

ρ

Ὠ

ὦỄὦ

ὨỄὨ
 ȟ                     ρȢςȢρυ    

 

za m=2,...,N. Druga suma je nula kada je k< 2. Tada primenjujemo relaciju za k=N, 

† † , 
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i izjednaļavanjem dve vrednosti za †, dobijamo sledeĺu formulu za †: 

†
ρ

Ὠ

ὦỄὦ

ὨỄὨ
 Ȣ 

 

Zamenom † u (1.2.15), formula iz (1.2.14) sledi. 

                                                                                                                                           

 ʉ

 

 

Primer 1.2.1 Pretpostavimo da je maksimalna veliļina populacije N=20 u procesu 

raĽanja i umiranja, gde je ὦḳὦὭ, za i=1,2,é,19, zatim ὨḳὨὭ, za i=1,2,é,20, gde 

su b i d konstante. U sluļaju kada je b > d  imamo rast populacije, a kada je b < d, 

veliļina populacije je u opadanju.  

Razmatramo tri sluļaja: 

1) b=0.02 < 0.03=d, 

2) b=0.025 =d, i  

3) b=0.03 > 0.02=d. 

 

Oļekivano vreme preostalo do istrebljenja populacije, iliti njenog izumiranja, †

†ȟȣȟ†  je grafiļki predstavljeno na slici 1.2.1, za svaki od ova tri sluļaja. Tri 

trajektorije za proces raĽanja i umiranja, kao i za proces jednostavnog raĽanja (koji 

takoĽe u ovom primeru moģemo uzeti u obzir) su predstavljene i za sluļaj  b=0.025 

=d (kada su stope raĽanja i umiranja izjednaļene). 
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Slika 1.2.1 Oļekivano vreme preostalo do izumiranja populacije Ű kada je maksimalna veliļina 

populacije N=20, i b=0.02 < 0.03=d, b=0.025 =d, kao i sluļaj 

b= 0.03 > 0.02 =d.  Imamo i tri trajektorije za sluļaj kada je b=0.025 =d, a ὢ ρπ. 
 

 

 

 

1.3 Stohastiļki proces rasta populacije 

 

Zbog formulisanja ovog procesa napravili smo pretpostavke na osnovu verovatnoĺa 

raĽanja i umiranja, ὦ i Ὠ, tako da dobijemo odgovarajuĺu formu. Naime, ako bismo 

pretpostavili ovde da je y(t) veliļina populacije u trenutku t, onda je stopa promene 

y(t) data sa: 

 

ὶǿώρ ȟ   ώπ ώ π . 
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Desna strana ove diferencijalne jednaļine jeste kvadratna funkcija od y i jednaka je 

razlici stope nataliteta i mortaliteta (raĽanja i umiranja). Parametar  ὶǿ predstavlja 

unutraġnju stopu rasta, i K je i dalje kapacitet nosivosti. TakoĽe je opġte poznato 

jedinstveno reġenje y(t) ove diferencijalne jednaļine, koje zadovoljava ÌÉÍ
ÐO
ώὸ ὑ. 

To zapravo znaļi da veliļina populacije dostiģe kapacitet nosivosti. 

 

Dakle, za stohastiļki proces rasta pretpostavljamo sledeĺe: 

                                                      

ὦ Ὠ ὶὭρ ὭȾὑ  ,                                          (1.3.1) 

 

za i=0,1,2,é,N, gde je  ὶ ὶǿЎὸȟὔ ὑ, i vremenski interval Ўὸ je izabran dovoljno 

mali tako da zadovoljava ÍÁØ
ᶰ ȟȣȟ

 ὦ Ὠ ρ (vremenski interval æt je zapravo 

interval od ὲȟὲ ). Iz jednaļine (1.3.1) sledi da je verovatnoĺa raĽanja jednaka 

verovatnoĺi umiranja kada je veliļina populacije jednaka nuli (i=0), ili kada je 

veliļina populacije jednaka kapacitetu nosivosti (i=K). Usled relacije (1.3.1), 

razumno je pretpostaviti da su ὦ i Ὠ ili linearne ili kvadratne funkcije po i. 

 

Sada razmatramo dva sluļaja za verovatnoĺe raĽanja i umiranja: 

 

(a)  ὦ ὶὭ ȟ   Ὠ ὶ  ȟ    Ὥ πȟρȟςȟȣȟςὑ, 

(b)   ὦ
ὶὭȟ     Ὥ πȟρȟȣȟὔ ρ
πȟ                          Ὥ ὔ

          i     Ὠ ὶ  ȟ    Ὥ πȟρȟςȟȣȟὔ. 

 

 

U sluļaju (a), maksimalna veliļina populacije je N=2K. TakoĽe, verovatnoĺa raĽanja 

raste kada je veliļina populacije manja od K, i opada kada je veliļina populacije veĺa 
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od K, dok je verovatnoĺa umiranja rastuĺa funkcija veliļine populacije. U sluļaju 

(b), obe verovatnoĺe, i raĽanja i umiranja, jesu rastuĺe funkcije veliļine populacije. 

Na slici 1.3.1 imamo tri trajektorije koje grafiļki prikazuju reġenje jednaļine u 

sluļaju (b). 

 

 

 

Slika 1.3.1 Tri trajektorije koje porede deterministiko reġenje i stohastiļko reġenje diferencijalne 

jednaļine u sluļaju (b), gde je ὢ υ, ὦ ὶὭȟὨ ὶὭȾὑ, r=0.004, ὶǿ ρ, K=50, æt=0.004 i N=100. 

Vreme je izraģeno u poveĺanjima æt, 2000 poveĺanja. Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to 

Stohastic Processes with Application to Biology, Second Edition-Shapman and Hall 

 

 

Primer 1.3.1 Naveġĺemo primer za sluļajeve (a) i (b), uz izraļunato oļekivano 

vreme preostalo do izumiranja populacije. Neka je r=0.015, kapacitet nosivosti 

K=10, i veliļina populacije N=20. Grafici za izraļunato oļekivano vreme preostalo 

do izumiranja populacije u sluļaju (a) i (b) su ilustrovani na slici 1.3.2. Moģemo 

jasno uoļiti kako mnogo duģe populacija opstaje u sluļaju (a). 

 



0ÒÉÍÅÎÁ ÎÅËÉÈ ÓÔÏÈÁÓÔÉéËÉÈ ÍÏÄÅÌÁ Õ ÅÐÉÄÅÍÉÏÌÏÇÉÊÉ 
 

19 
 

 

Slika 1.3.2 Oļekivano vreme preostalo do izumiranja populacije kada stope raĽanja i umiranja 

zadovoljavaju sluļajeve (a) i (b), uz parametre r=0.015, K=10, N=20. Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An 

Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology, Second Edition-Shapman and Hall 

 

Uoļimo neke vaģnije karakterisitke procesa na ovom primeru. Kao prvo, vidimo da 

granica stohastiļke veliļine populacije ne dostiģe kapacitet nosivosti. Deġava se da je 

stanje izumiranja apsorbujuĺe stanje, a ne kapacitet nosivosti. Dalje, na slici 1.3.1 

vidimo da za veĺe veliļine populacije, N=100 i kapacitet nosivosti K=50, trajektorije 

variraju oko K. TakoĽe, u primeru 1.3.1, ako je maskimalna veliļina populacije 

udvostruļena na N=40 i K=20 (r=0.0075), oļekivano vreme preostalo do izumiranja 

populacije se poveĺava na χȢχ ρπ u sluļaju (a), a u sluļaju (b) na  σȢφ ρπ. Pre 

izumiranja (koje moģe potrajati dugo vremena), raspodela verovatnoĺa je pribliģno 

stacionarna za dug period vremena (kvazistacionarna raspodela). Ovo moģemo videti 

sa slike 1.3.3, gde je raspodela verovatnoĺe ὴὲ ὴ ὲȟὴ ὲȟȣȟὴ ὲ   

nacrtana kao funkcija vremena n=0,1,é,1000. Pribliģna stacionarna raspodela je 

dostignuta za n=500.  

 

Jedinstvena stacionarna raspodela odgovara procesu raĽanja i umiranja, kao i 

stohastiļkom procesu rasta, “ ρȟπȟπȟȣȟπ . Kako god, ako je vreme preostalo do 

izumiranja dovoljno dugo, ovaj proces dostiģe kvazistacionarnu raspodelu 

verovatnoĺa, raspodelu zasnovanu na neizumiranju. Za veliko K i N, vidimo na slici 

1.3.3 da je sredina ove kvazistacionarne raspodele blizu K. 
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Slika 1.3.3 Raspodela verovatnoĺe za stohastiļki proces rasta u sluļaju (a) i (b), kada je r=0.015, 

K=10, N=20 i ὢ ρ. Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with 

Application to Biology, Second Edition-Shapman and Hall 

 

Za generisanje raspodele verovatnoĺe ovog procesa postoji i kod programskog 

paketa MATLAB, koji navodimo u dodatku na kraju rada (prilog 1). 

 

 

 

1.4 Kvazistacionarna raspodela verovatnoĺa 

 

Kada je oļekivano vreme do apsorpcije veliko, razumljivo je ġto ispitujemo 

dinamiku procesa koji se odvija pre apsorpcije. Neka  ὢ Ð  predstavlja proces 

raĽanja i umiranja, kojim smo se bavili u prethodnom delu rada, sa verovatnoĺom 

ὴὲ ὖὢ Ὥ ȟὭ πȟρȟςȟȣȟὔ.  

Definiġemo uslovnu verovatnoĺu, 

                                           ήὲ ὖὢ Ὥȿὢ πȟὮ πȟρȟςȟȣȟὔ  

                                                        , za i=1,2,é,N. 
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Raspodela ήὲ ή ὲȟȣȟή ὲ , gde smo sa tr oznaļili operaciju 

transponovanja, definiġe se kao raspodela verovatnoĺa upravo zbog sledeĺeg: 

 

В ήὲ
В

ρ. 

 

Verovatnoĺa ήὲ je uslovljena brojem stanovnika i u trenutku n ne dostiģe nulu 

(uslovno neizumiranje). Dalje, neka nam je data ὗ Ð , gde je ὗ  sluļajna 

promenljiva za veliļinu populacije u trenutku n, uslov za neizumiranje, ήὲ

ὖὗ Ὥ. Stacionarna raspodela verovatnoĺe za ovaj proces se oznaļava sa ήᶻȠ ήᶻ 

dakle, predstavlja kvazistacionarnu raspodelu verovatnoĺe, ili se naziva joġ i 

kvaziekvilibrijum raspodele verovatnoĺe. 

Jednaļine koje dalje izvodimo za ήὲ su zasnovane na onim jednaļinama koje smo 

izvodili za ὴὲ. TakoĽe ĺemo videti da ήᶻ moģemo izraļunati iskljuļivo 

indirektnom metodom.  

Dakle, jednaļine koje slede za ήὲ ρ izvedene su iz identiteta ὴὲ ρ

ὖὴὲ, gde smo matricu prelaza P definisali ranije za proces raĽanja i umiranja. 

 

 Iz definicije za ή, imamo: 

ήὲ ρ
ὴὲ ρ

ρ ὴ ὲ ρ
 

                                                 
ὴὲ ρ

ρ ὴ ὲ

ρ ὴ ὲ

ρ ὴ ὲ ρ
 

                                                            
ὴὲ ρ

ρ ὴ ὲ

ρ ὴ ὲ

ρ ὴ ὲ Ὠὴ ὲ
 

 

 ili  
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ήὲ ρ ρ Ὠή ὲ   . 

 

Primenjujuĺi identitet 

 

                          ὴὲ ρ ὦ ὴ ὲ ρ ὦ Ὠ ὴὲ Ὠ ὴ ὲ,  

 

dobijamo sledeĺe jednaļine: 

 

ήὲ ρ ρ Ὠή ὲ ὦ ή ὲ ρ ὦ Ὠ ήὲ Ὠ ή ὲ        

(1.4.1) 

 

za i=1,2,é, N, ὦ π, i ήὲ π za Ὥɵ ρȟςȟȣȟὔ .  

 

Diferencijalna jednaļina za ή je sliļna diferencijalnoj jednaļini za ὴ, izuzev 

dodatnog faktora koji dobijamo mnoģenjem sa ήὲ ρ. Analitiļko reġenje za 

stacionarno reġenje ήᶻ ne moģemo dobiti direktno iz ovih jednaļina, obzirom da 

koeficijent zavisi od n, ali ga moģemo dobiti numeriļkim putem iterativnom 

metodom. 

Da bismo aproksimirali kvazistacionarnu raspodelu verovatnoĺa ήᶻ procesa ὗ Ð , 

pretpostaviĺemo da je Ὠ π. Ekvivalentno tome, kada se veliļina broja stanovnika 

smanji na jedinicu, verovatnoĺa umiranja jednaka je nuli. Ako je pak, tokom dugog 

vremenskog perioda, verovatnoĺa da proces ostane u stanju jedan veoma mala, onda 

je ovo razumna pretpostavka.  

 

Uzimajuĺi je u obzir, jednaļina (1.4.1) postaje: 
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ήὲ ρ ὦ ή ὲ ρ ὦ Ὠ ήὲ Ὠ ή ὲ   , 

 

gde za Ὥ ρȟȣȟὔ ρ vaģi: 

 

ή ὲ ρ ρ ὦ ή ὲ Ὠή ὲ, 

 

 kao i  

 

ή ὲ ρ ὦ ή ὲ ρ Ὠ ή ὲ. 

 

Nova matrica prelaza odgovarajuĺe aproksimacije je: 

 

 

 

gde je ὖ podmatrica matrice P, kojoj smo obrisali prvu kolonu i prvi red i stavili da 

je Ὠ π.  

Proces ὗ Ð , gde je ήὲ ρ ὖήὲ, jeste ergodiļan i ima jedinstvenu 

stacionarnu raspodelu verovatnoĺe ήᶻ, ὖήᶻ ήᶻ, gde je ήᶻ ήᶻὲȟȣȟήᶻὲ , 

definisanu kao: 
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ήᶻ ὲ
ϽϽϽ

ϽϽϽ
ήᶻ ,    i               В ήᶻ ρ .                       (1.4.2) 

 

 

Primer 1.4.1 Aproksimacija kvazistacionarne raspodele verovatnoĺe ήᶻ je uporeĽena 

sa kvazistacionarnom raspodelom verovatnoĺe ήᶻ kada je r=0.015, kapacitet 

nosivosti K=10, i veliļina populacije N=20, u sluļajevima (a) i (b) na slici 1.4.1. 

Kvazistacionarna raspodela ήᶻ je dobijena iterativnom metodom primenom 

jednaļine (1.4.1). Obe raspodele imaju dobro slaganje sa veliļinom populacije N=20, 

ali kada je N=10 i K=5 onda se ove dve raspodele razlikuju, i to naroļito za 

vrednosti blizu nule (slika 1.4.1, (c)). 

 

Sredine i standardne devijacije kvazistacionarne raspodele ήᶻ, ilustrovane na slici 

1.4.1 pod (a) i (b), jesu sledeĺe: 

(a) ‘ᶻ ωȢτσυ ȟ„ᶻ ςȢσπω 

(b) ‘ᶻ ψȢψτψ ȟ„ᶻ σȢρχρ 
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Slika 1.4.1 Kvazistacionarna raspodela verovatnoĺe ήᶻ (puna linija), i aproksimirana kvazistacionarna 

raspodela verovatnoĺe ήᶻ (znak dijamanta), kada je r=0.015, K=10 i N=20 u sluļajevima (a) i (b). U 

(c) je r=0.015, K=5, N=10, gde je ὦ ὶὭȟὨ ὶὭȾὑ. Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to 

Stohastic Processes with Application to Biology, Second Edition-Shapman and Hall 

 

 

 

 

Neke od razlika izmeĽu stohastiļkog i deterministiļkog modela smo prikazali 

pomoĺu prethodnih primera. Procena oļekivanog vremena preostalog do izumiranja 

populacije, †, kao i verovatnoĺa izumiranja populacije, ÌÉÍ
ÐO
ὴ ὲ ρ, su veoma 

vaģne u stohastiļkoj teoriji, dok u deterministiļkoj praktiļno nemaju nikakvog udela. 

Za velike veliļine populacije, K i za veliko N, kao i dovoljno velike poļetne uslove, 

deterministiļki model je u mnogo boljoj korelaciji sa stohastiļkim modelom, nego 

kada su K i N mali. Ova priļa je ilustrovana na slici 1.4.2.  
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Slika 1.4.2 Stohastiļka raspodela verovatnoĺa za n=0,é,2000 i reġenje diferencijalne jednaļine 

stohastiļkog procesa rasta su uporeĽene za sledeĺe poļetne vrednosti i parametre: r=0.004, ὶǿ

ρȟЎὸ πȢππτȟ 

ὑ υπȟὔ ρππȟώπ υ ὢ  (gornje dve figure). TakoĽe smo uporedili sredine ova dva modela 

(donja figura).  

Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology, 

Second Edition-Shapman and Hall 
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2. Formulacija SIS modela 
 

Model kojim ĺemo se baviti zove se stohastiļki SIS model u epidemiji. Naime, naziv 

SIS potiļe od toga ġto podloģne (osetljive) osobe (S) postaju zaraģene ili inficirane 

(I), ali ne razviju imunitet nakon oporavka, veĺ mogu odmah ponovo da se zaraze, 

SŸIŸS. Taj ópritajeniô period nije ukljuļen u model, stoga pojedinci koji se 

inficiraju su takoĽe zarazni, tj.oni mogu preneti infekciju drugima. TakoĽe 

pretpostavljamo da nema vertikalnog prenosa bolesti, ġto zapravo znaļi da bolest nije 

preneta od majke na njeno neroĽeno dete, odnosno da nema pojedinaca koji su 

roĽeni zaraģeni, novoroĽenļad pripadaju osetljivoj klasi. 

 

Ukupna veliļina populacije ostaje konstantna sve vreme, obzirom da je broj roĽenih 

jednak broju umrlih, S+I=N. Dijagram na slici 2. ilustruje prelaze izmeĽu dva stanja, 

S i I. 

 

 

Slika 2. Dijagram koji ilustruje SIS model u epidemiji. Podloģni pojedinac postaje inficiran sa 

verovatnoĺom ɓI/N i inficirani pojedinac se oporavlja sa verovatnoĺom ɔ (pune linije). Verovatnoĺe 

raĽanja i umiranja su jednake b (isprekidane linije). 

 

 

Neka je vremenski interval ὲȟὲ ρ dovoljno mali, tako da se najviġe jedan 

dogaĽaj u njemu desi. Dakle, ili podloģan pojedinac postane inficiran, podloģan 

pojedinac se raĽa (odgovarajuĺi pojedinac umire, podloģan ili zaraģen), ili se 

inficirana osoba oporavi. Podloģan pojedinac postaje inficiran sa verovatnoĺom ɓI/N. 
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Konstanta ɓ je broj kontakata ostvarenih od strane jedne inficirane osobe (i 

podloģne), koji rezultiraju infekcijom tokom vremenskog intervala ὲȟὲ ρ. Samo 

ɓS/N ovih kontakata mogu rezultovati novom infekcijom, i ukupan broj novih 

infekcija ļini ļitavu klasu inficiranih individua predstavljenih odnosom ɓSI/N. 

Osetljive i inficirane osobe se rode ili umru sa verovatnoĺom b, dok se inficirane 

osobe oporave sa verovatnoĺom ɔ. 

 

 

2.1 Deterministiļki model 

 

Razmatramo dinamiku deterministiļkog SIS modela u epidemiji. Neka Ὓ i Ὅ 

oznaļavaju broj osetljivih i podloģnih  pojedinaca, kao i broj inficiranih pojedinaca u 

trenutku n. Dinamika  Ὓ i Ὅ tokom vremenskog intervala æt,  moģe da se modelira 

sistemom diferencijalnih jednaļina: 

 

Ὓ Ὓ Ὅὦ                                               (2.1.1) 

) )ρ Â ɾ,                                               (2.1.2) 

 

gde je n=0,1,2,é, zatim Ὓ πȟὍ π, i Ὓ Ὅ ὔ.  

 

Na primer, broj novih osetljivih pojedinaca u trenutku n+1 jednak je onim 

pojedincima koji nisu postali inficirani, Ὓ ρ ὍȾὔ , plus inficirane osobe koje su 

se oporavile, ɔὍ, plus novoroĽenļad iz klase inficiranih, ὦὍ. Broj novoroĽenļadi iz 

klase osetljivih jednak je broju podloģnih pojedinaca koji umru, ὦὛ, zato ġto smo 

pretpostavili da je ukupan broj stanovnika konstantan.  
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Parametri su pozitivni i ograniļeni iznad jedinice, 

 

π  ρ ȟ     π ὦ  ρ  . 

 

Moģe se uoļiti da je  Ὓ Ὅ ὔ. Dalje, dovoljno je razmatrati samo diferencijalnu 

jednaļinu za Ὅ. Zamenjujuĺi Ὓ sa ὔ Ὅ, dobijamo: 

 

 Ὅ Ὅ 
ὔ Ὅ

ὔ
ρ ὦ  

Ὅ ρ  ὦ                                          (2.1.3) 

 

Zbog pretpostavki koje smo uveli za parametre, kao i zbog poļetnih uslova, sledi da 

je π Ὅ ὔȟ sve vreme. Postoje dva konstantna reġenja Ὅ ὍӶ jednaļine (2.1.3). 

Ova reġenja su poznata pod nazivom stabilna reġenja, ili ekvilibrijumi, gde je Ὅ

Ὅ ὍӶ, i za nih je karakteristiļno da se ne menjaju sa vremenom.  

Dakle, naġi ekvilibrijumi su: 

 

ὍӶπ                     i             ὍӶὔ ρ    .                (2.1.4) 

 

Moģe se pokazati za model (2.1.3) da njegova dinamika zavisi od parametra Ὑ koji 

ĺemo sada definisati, poznat pod nazivom osnovni broj reprodukcije: 

 

Ὑ       .                                                 (2.1.5) 
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Parametar Ὑ ima epidemioloġko tumaļenje. Naime, ako je cela populacija podloģna 

i jedan zaraģeni i zarazni pojedinac se uvede u stanovniġtvo, tada Ὑ predstavlja 

proseļan broj uspeġnih kontakta (ɓ) tokom perioda infektivnosti (1/[ɓ+ɔ]) koji ĺe 

rezultirati novim zaraznim pojedincem. 

  

Ukoliko je Ὑ ρ onda jedna zaraģena osoba dovodi do viġe od jedne nove 

infekcije. Ako je pak Ὑ ρ, onda jedna zaraģena osoba dovodi do manje od jedne 

nove infekcije. Napomenimo i to da je drugi ekvilibrijum u (2.1.4) pozitivan samo 

ako je Ὑ ρ. Moģe se pokazati da, ako je Ὑ ρ, onda je ÌÉÍ
ÐO
Ὅ π, a ako je 

Ὑ ρ, onda je ÌÉÍ
ÐO
Ὅ ὔρ ρȾὙ , gde je granica za drugi ekvilibrijum data u 

(2.1.4). Magnituda od Ὑ odreĽuje da li epidemija i dalje postoji u populaciji, tj.da li 

postaje endemska infekcija. 

 

 

 

2.2 Stohastiļki model 

 

Neka diskretna sluļajna promenljiva Ὅ oznaļava broj obolelih (inficiranih) i 

infektivnih u trenutku n. Prostor stanja sluļajne promenljive Ὅ jeste skup 

πȟρȟςȟȣȟὔ . Matrica prelaza P je definisana, izveli smo i izraz za oļekivano 

trajanje epidemije †, kao i aproksimaciju za verovatnoĺu apsorpcije, ὥ 

(verovatnoĺa da epidemija izumire ), koja je data za veliku veliļinu populacije N. 

 

Pretpostavimo da je interval æt dovoljno mali, tako da tokom njegovog trajanja (æt je 

vremenski interval ὲȟὲ ρ) postoji najviġe jedna promena u sluļajnoj 

promenljivoj  Ὅ. Ako je Ὅ Ὥ, onda Ὅ  moģe da se promeni ili u i+1 ili i-1, ili da 

ostane u istom stanju i.  
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Verovatnoĺe prelaza u jednom koraku su: 

 

ὴ ȟ ὖὍ Ὥ ρȿὍ Ὥ
Ὥὔ Ὥ

ὔ
Ʉ 

ὴ ȟ ὖὍ Ὥ ρȿὍ Ὥ ὦ Ὥ 

ὴȟ ὖὍ ὭȿὍ Ὥ ρ
Ὥὔ Ὥ

ὔ
ὦ Ὥ

ρ Ʉ ὦ Ὥ 

 

 za i=1,2,é,N-1 i ὴ π ako je Ὦ Ὥ ρȟὭȟὭ ρ. TakoĽe vidimo da je ὴ ρ, 

odnosno da je nulto stanje apsorbujuĺe. Matrica prelaza P ima sledeĺi oblik: 

 

, 

 

gde je ÍÁØɄ ὦ Ὥ ρ. 

 

Iz matrice prelaza moģemo uoļiti da postoje dve klase, π i ρȟςȟȣȟὔ . Nulta klasa 

je apsorbujuĺa i preostala stanja su sva prelazna. Dakle, ÌÉÍ
ÐO
ὖὴπ ρȟπȟȣȟπ . 

Na kraju se apsorpcija javlja u nultom stanju, gde nema inficiranih osoba. Ovaj 

model je sliļan stohastiļkom procesu rasta za Ὑ ρ.  
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Neka je 

ὦ Ʉ Ὥρ ὭȾὔ  i Ὠ ὦ Ὥ . 

 

 Tada je 

ὦ Ὠ Ὥ ὦ  ὭȾὔ ὶЎὸὭρ ὭȾὑ , 

 

gde je ὶЎὸ  ὦ  π i ὑ ὔρ ρȾὙ .  

 

Vrednost koeficijenta nosivosti K predstavlja stabilni ekvilibrijum deterministiļkog 

modela, jednakost (2.1.4). Ako je Ὑ ρ, onda vaģi  ὦ Ὠ π i jedino u i=0 su 

ove dve stope (nataliteta i mortaliteta) jednake. Matricu prelaza P moģemo iskoristiti 

za izraļunavanje raspodele verovatnoĺe p(n), dok podmatricu koja odgovara 

prelaznim stanjima moģemo iskoristiti za pronalaģenje oļekivanog trajanja 

epidemije, † Ὂ, gde je F fundamentalna matrica, a sa Ͻtr smo oznaļili 

operaciju transponovanja. 

 

 

Primer 2.2.1 Pretpostavimo da je veliļina populacije N=100, kao i da su vrednosti 

parametara ɓ=0.01, b=0.0025=ɔ, i Ὑ ς. Slika 2.2.1 prikazuje grafik raspodele 

verovatnoĺe p(n) kada je Ὅ ρ, kao i oļekivano trajanje epidemije. 
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Slika 2.2.1 Raspodela verovatnoĺe p(n) za n=0,1,é,2000 kada je Ὅ ρ i oļekivano trajanje 
epidemije † predstavljeno kao funkcija poļetnog broja inficiranih pojedinaca, Ὅ Ὧ. Parametri za 

SIS model jesu ɓ=0.01, b=0.0025=ɔ, i Ὑ ς.   
Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology, 

Second Edition-Shapman and Hall 

 

 

 

Dakle, kao ġto je ilustrovano na slici 2.2.1, moģe proĺi mnogo vremena pre nego ġto 

se epidemija zavrġi, posebno u sluļaju velikog broja populacije N, kao i velikog 

poļetnog broja inficiranih pojedinaca, Ὅ Ὧ. U tom sluļaju, umesto epidemije, 

bolest postaje endemska.  

Ako je N dovoljno veliko i ako je k dovoljno malo, SIS model se moģe ponaġati 

sliļno kao polubeskonaļni model sluļajnog hoda (Random Walk), bilo da postoji 

apsorpcija sa verovatnoĺom ὥ, ili da veliļina epidemije postaje velika i ostaje velika 

dug period vremena (postaje endemska). 

 Verovatnoĺa apsorpcije ὥ moģe se koristiti za izraļunavanje verovatnoĺe da nema 

epidemije (kada vrednost ὴ ὲ Ὧέὲίὸὥὲὸὥ, prikazano na slici 2.2.1).  
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U sliļaju kada je x=0, verovatnoĺa apsorpcije za model polubeskonaļnog sluļajnog 

hoda je data sa: 

 

ήȾὴ ȟᾀὥ ή ὴ               i            ρȟᾀὥ ή ὴ, 

 

gde je q verovatnoĺa prelaza u levo (ὼȟὼ ρ),  p je verovatnoĺa prelaza u desno 

( ὼȟὼ ρ), i k je poļetna pozicija.  

U SIS modelu, verovatnoĺa prelaza u levo je data sa ὦ Ὧ, a verovatnoĺa prelaza 

u desno je data sa Ὧὔ ὯȾὔ.  

Za veliko N, 

 

. 

 

Iz modela polubeskonaļnog sluļajnog hoda sledi da je verovatnoĺa da bolest ne 

postane utvrĽena data poļetnom vrednoġĺu k inficiranih pojedinaca, jednaka 

ήȾὴ ρὙϳ .  

Sumirajuĺi sve, dobijamo: 

 

ὴ ὲ ρὙϳ ȟᾀὥ Ὑ ρ     i    ὴ ὲ ρȟᾀὥ Ὑ ρ . 

 

Na slici 2.2.1 imamo da je Ὅ ρ Ὧ i Ὑ ς, pa verovatnoĺa da bolest neĺe 

opstati je aproksimirana sa ρȾὙ ρȾς. TakoĽe vidimo da ὴ ὲ raste brzo do ½ i 

ostaje aproksimirana konstantom. Porast ὴ ὲ nakon dostizanja ½ je veoma spor, a 

proseļan broj puta u prelazima (koracima) dok traje apsorpcija je reda ρπ (slika 

2.2.1). Ako izrazimo vreme u sekundama, onda bi srednje vreme za zavrġetak 



0ÒÉÍÅÎÁ ÎÅËÉÈ ÓÔÏÈÁÓÔÉéËÉÈ ÍÏÄÅÌÁ Õ ÅÐÉÄÅÍÉÏÌÏÇÉÊÉ 
 

35 
 

epidemije iznosilo oko 800 godina, primenjujuĺi kvazistacionarnost kao razumnu 

aproksimaciju procesa.  

 

Izvedimo jednaļine za uslovnu raspodelu q(n), na naļin koji primenjujemo u 

stohastiļkom modelu.  

Neka je  

 

ήὲ ρ  . 

Odatle sledi: 

  

ήὲ ρ ρ ὦ ή ὲ  . 

 

Aproksimacija za stacionarnu raspodelu q(n) moģe se naĺi pod pretpostavkom da, 

kada je jedna osoba inficirana, ta osoba se ili ne oporavi ili ne porodi, odnosno nema 

reproduktivnu sposobnost.  

Pribliģna kvazistacionarna raspodela je izvedena u prethodnom poglavlju, meĽutim, 

o njoj neġto viġe malo kasnije. 
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3. Stohastiļka diferencijalna jednaļina (SDJ) 

za SIS model 
 

U predstojeĺem poglavlju definisaĺemo stohastiļke diferencijalne jednaļine (SDJ) za 

SIS model, korak po korak, kako bismo ļitaocu omoguĺili nesmetano praĺenje toka 

sadrģaja. 

 

 Koristimo sledeĺi zapis diferencijalne jednaļine: 

 

ὨὍὸ ὛὸὍὸ ‘ ὍὸὨὸ                                       (3.1) 

 

gde je ɔ stopa koja predstavlja broj osoba izleļenih nakon infekcije, a ὸȟὸ Ὠὸ 

predstavlja mali vremenski interval. Koristili smo joġ i oznaku za izvod po vremenu, 

ὨϽ, koja u ovom sluļaju govori da ģelimo da posmatramo intenzivne promene koje 

nastaju u ovom intervalu i koje smo upravo opisali jednaļinom (3.1).  

 

Najpre razmotrimo koeficijent prenosa bolesti ɓ u ovom deterministiļkom modelu. 

Definisaĺemo ga kao stopu po kojoj svaki pojedinac ima potencijalnu moguĺnost da 

kontaktom inficira drugog pojedinca i tako mu prenese bolest. Naravno, ako je drugi 

pojedinac podloģan infekciji. Tako dolazimo do broja novih inficiranih osoba u 

ovom intervalu: 

 

ὛὸὍὸὨὸ, 

 

a jedna zaraģena individua  ɓdt ļini potencijalno zarazne kontakte meĽusobno sa 

drugim individuama. Ukoliko bismo pretpostavili da neki faktor ģivotne sredine 
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deluje istovremeno na svakog pojedinca u populaciji, tada bismo promenljivu ɓ 

zapisali kao sluļajnu promenljivu , pa bi broj inficiranih osoba postao: 

 

ὨὸὨὸ„Ὠὄὸ, 

gde je ὄὸ standardno Braunovo kretanje. Zamenjujuĺi ɓdt u (3.1) sa 

ὨὸὨὸ„Ὠὄὸ, 

dobijamo: 

ὨὍὸ ὛὸὍὸὨὸ„Ὠὄὸ ‘ ὍὸὨὸ                (3.2) 

 

Znajuĺi da vaģi  Ὓὸ Ὅὸ ὔ, dobijamo SDJ za  Ὅὸ u obliku: 

ὨὍὸ Ὅὸ ὔ ‘  ὍὸὨὸ„ὔ ὍὸὨὄὸ     (3.3) 

 

Zbog narednog primera dokazaĺemo sledeĺu teoremu. 

 

Teorema 3.1  Ako je 

Ὑ ḧὙ ρ  i   „                     (3.4) 

onda za svaku poļetnu vrednost  Ὅπ Ὅᶰ πȟὔ, reġenje stohastiļke 

diferencijalne jednaļine SDJ (3.3) se ponaġa kao 

ὰὭά
ÐO
ίόὴὰέὫὍὸ ὔ ‘  πȢυ„ὔ π                    (3.5) 

tj. Ὅὸ eksponencijalno teģi ka nuli, skoro sigurno. Drugim reļima, bolest izumire sa 

verovatnoĺom jedan. 
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Dokaz . Pomoĺu Itove formule imamo da vaģi: 

             ÌÏÇὍὸ ÌÏÇὍ ᷿ὪὍί Ὠί᷿„ὔ Ὅί Ὠὄί,         (3.6) 

 

gde je Ὢȡᴙᴼᴙ definisana kao: 

                  Ὢὼ ὔ ‘  ὼ πȢυ„ ὔ ὼ .                                   (3.7) 

 

MeĽutim, pod uslovom (3.4) iz teoreme 3.1, imamo da je: 

 

ὪὍί ὔ ‘  πȢυ„ὔ  „ὔὍί πȢυ„Ὅί 

ὔ ‘  πȢυ„ὔ , 

 

za Ὅίᶰ πȟὔ . Dalje, iz (3.6) sledi: 

 

ÌÏÇὍὸ ÌÏÇὍ ὔ ‘  πȢυ„ὔ ὸ ᷿„ὔ Ὅί Ὠὄί.      (3.8) 

 

Ova nejednakost implicira: 

 

ὰὭά
ÐO
ίόὴὰέὫὍὸ ὔ ‘  πȢυ„ὔ ὰὭά

ÐO
ίόὴ᷿ „ὔ

Ὅί ὨὄίȟίȢίȢ (3.9) 
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Imamo da vaģi i: 

 

ὰὭά
ÐO
ίόὴ
ρ

ὸ
„ὔ Ὅί Ὠὄί πȟ    ίȢίȢ 

 

stoga smo iz (3.9) dobili ģeljeno tvrĽenje (3.5). 

 ʉ

  

 

 

Primer 3.1 Pretpostaviĺemo da je jedinica vremena jedan dan, da je veliļina 

populacije izraģena u jedinici jedan milion, ukoliko nije drugaļije navedeno. 

Pretpostaviĺemo sledeĺe parametre sistema: 

 

 πȢυ ȟ   ὔ ρππ ȟ   ‘ ςπ ȟ    ςυ ȟ   „ πȢπσυ 

 

Tada SDJ za SIS model (3.3) postaje: 

 

ὨὍὸ Ὅὸ υ πȢυὍὸὨὸπȢπσυρππὍὸὨὄὸ  .                    (3.10) 

 

 Oznaļavajuĺi narednu razliku sa Ὑ  i njenim izraļunavanjem, dobijamo da je:  

Ὑ
Ȣ

ρȢρρρπȢρσφρ, 
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i da je „ πȢππρςςυ πȢππυ, 

Moģemo zakljuļiti da, po malopre navedenoj teoremi 3.1, za svaku poļetnu vrednost 

Ὅπ Ὅᶰ πȟρππ, reġenje SDJ zadovoljava uslov: 

 

ÌÉÍ
ÐO
ÓÕÐÌÏÇὍὸ ρȢρςυ ȟ    ίὯέὶέ ίὭὫόὶὲέ . 

 

To bi zapravo znaļilo da broj inficiranih osoba Ὅὸ eksponencijalno teģi ka nuli sa 

verovatnoĺom jedan (skoro siguran dogaĽaj). 

 

Kompjuterske simulacije na slici 3.1 dobijamo pomoĺu EM metoda (Euler-

Maruyama). Podrģavaju dobijene rezultate i veoma jasno ilustruju izumiranje bolesti. 

 

Slika 3.1 Kompjuterska simulacija putanje I(t) za SDJ SIS modela (2.6), kao i odgovarajuĺeg SIS 

modela, dobijena EM metodom sa veliļinom koraka Ў πȢππρ, koristeĺi poļetne vrednosti: a) 

I(0)=90 , i b) I(0)=1. 

Preuzeto iz A.Gray, D.Greenhalgh, L.Hu, X.Mao, J.Pan A Stohastic Differential Equation SIS 

Epidemic Model, University of Strathclyde,Glasgow, Donghua University, Shanghai, China 
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Primer 3.2 Tri trajektorije za SDJ SIS modela prikazane su na slici 3.2. Pretpostavili 

smo da je stopa nataliteta ɚ=0.25, zatim stopa inficiranih osoba koje su se izleļile 

ɔ=0.25, ɓ=1 i veliļina populacije N=100. Poļetni uslov jeste I(0)=2, kao i osnovni 

odnos reprodukcije Ὑ ς. 

 

 

Slika 3.2 Trajektorije za SDJ SIS modela, sa gore navedenim parametrima. 

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models,Texas Tech 

University,USA 

 

 

Kod programskog paketa MATLAB  koji generalizuje ove tri trajektorije se nalazi u 

dodatku na kraju rada (prilog 2). 
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4. Modeli u epidemiji sa promenljivom 

veliļinom populacije 
 

Pretpostavimo da broj stanovnika N nije konstantan veĺ se menja u skladu sa nekim 

zakonom o rastu stanovniġtva. Da bismo formulisali model u epidemiji, ova 

pretpostavka mora biti dovedena u vezu sa stopom nataliteta i mortaliteta 

stanovniġtva koje zavise od veliļine populacije N. Zbog jednostavnosti, 

pretpostavimo da stopa nataliteta i mortaliteta imaju sledeĺi oblik: 

 

ɚ(N)=bN                      i                   ‘ὔ ὦ , 

 

gde je ʇ stopa nataliteta, a ʈ ÓÔÏÐÁ ÍÏÒÔÁÌÉÔÅÔÁ. Sad ukupna veliļina populacije 

zadovoljava stohastiļku diferencijalnu jednaļinu: 

 

‗ὔ ‘ὔ ὦὔρ , 

 

gde je K>0 kapacitet nosivosti. Postoji mnogo funkcionalnih oblika u kojima 

moģemo zapisati stope nataliteta i mortaliteta, a sam izbor bi trebao da zavisi od 

dinamike odreĽene populacije koju modeliramo.  

 

Na primer, kod ģivotinjskih oboljenja i virusnih zaraza u populaciji glodara, 

pretpostavljen je stohastiļki rast i onda izbor ove dve stope zavisi od toga da li su 

raĽanja i umiranja zavisna od gustine populacije. Veĺ kod ljudske populacije, 

pretpostavka rasta se ne moģe uzeti u obzir kao realna. 
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Slika 4.1 Oļekivano trajanje SIS epidemije sa veliļinom populacije N=25, Ὑ ρȢυ (b=1/3, ɔ=1/3 i 

ɓ=1), kao i Ὑ ς (b=1/4, ɔ=1/4 i ɓ=1). 

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models,Texas Tech 

University,USA 

 

 

Deterministiki SIS model u epidemiji formulisan je za populaciju zadovoljavajuĺi 

pritom navedenu diferencijalnu jednaļinu.  

Opet, zbog jednostavnosti, pretpostaviĺemo da nema smrti nastale prenosom bolesti, 

kao i da nema vertikalnog prenosa bolesti. Sva novoroĽenļad su osetljiva.  
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Uz ove pretpostavke, deterministiļki SIS model u epidemiji ima sledeĺi oblik: 

ὨὛ

Ὠὸ

Ὓ

ὔ
‗ὲ ‘ὔ



ὔ
ὛὍ ὦ Ὅ 

‘ὔ ὛὍὍ,                                                      (4.1) 

 

gde su S(0)>0 i I(0)>0.  

Jednostavno se pokazuje da reġenje ovog sisitema diferencijalnih jednaļina zavisi od 

osnovne stope reprodukcije Ὑ Ⱦὦ . 

 

Teorema 4.1  Neka su S(t) i I(t) reġenja modela (4.1). 

i) Ako je Ὑ ρ, onda je ὰὭά
ᴼ
ὛὸȟὍὸ ὑȟπ. 

ii)  Ako je Ὑ ρ, onda je ὰὭά
ᴼ
ὛὸȟὍὸ ὑȾὙȟὑρ ρȾὙ . 

 

Zbog toga ġto vaģi S(t)+I(t)=N(t), ovaj proces je dvofaktorski.  

 

Kao ġto smo mogli da pretpostavimo, promenljivost u samoj veliļini populacije 

rezultuje porastom promenljivosti u broju inficiranih osoba. Kao na primer, neka je 

koeficijent prenosa bolesti ɓ=1, stopa inficiranih koji su se izleļili ɔ=0.25=b, i 

koeficijent nosivosti K=100. Tada je osnovni koeficijent reprodukcije Ὑ 2.  

 

Na slici 4.2 smo uporedili stohastiļku diferencijalnu jednaļinu SIS modela sa 

konstantnom veliļinom populacije, N=100, sa stohastiļkom diferencijalnom 

jednaļinom za SIS model u epidemiji sa promenljivom veliļinom populacije, N(t). 

Jedna trajektorija je za SDJ model u epidemiji protiv navedenog deterministiļkog 

reġenja. 
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Slika 4.2 SDJ za SIS model u epidemiji (a) sa konstantnom veliļinom populacije, N=100, i (b) sa 

promenljivom veliļinom populacije, N(t). Vrednosti parametara su ɓ=1, ɔ=0.25=b, K=100 i Ὑ 2. 

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models,Texas Tech 

University,USA 
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5. Vreme preostalo do izumiranja (istrebljenja) 

populacije 
 

Kao ġto smo veĺ spomenuli, vreme do istrebljenja populacije jeste sluļajna 

promenljiva koju oznaļavamo sa †, i koja zavisi od poļetne raspodele. U sluļaju 

kada je poļetna raspodela p(0) jednaka kvazistacionarnoj raspodeli q, tada ovu 

sluļajnu promenljivu oznaļavamo sa †, a sa † kada je X(0)=n. Ukoliko dolazi do 

apsorpcije u trenutku t, onda je vreme preostalo do istrebljenja ʐ najviġe jednako t, 

dok je stanje procesa X(t) jednako nuli. Odavde zakljuļujemo da su dogaĽaji {† ὸ} 

i {ὢὸ π} ekvivalentni.  

 

Izraļunavanjem verovatnoĺa za ove dogaĽaje dobijamo: 

 

P{ † ὸ } = P{ ὢὸ π} = ὴ ὸ. 

 

Najpre izuļavamo †. Moģemo pokazati da raspodela procesa, koja za uslov ima 

neizumiranje, teģi ka kvazistacionarnoj raspodeli sa porastom vremena. Ovo se 

odnosi i na proizvoljne poļetne raspodele koje su definisane na skupu prelaznih 

stanja. Ukoliko proces traje duģe vremena, s tim da znamo da nije bilo apsorpcije, 

onda njegova raspodela zavisi od aproksimacija kvazistacionarne raspodele.  

 

Dalje, izvodimo formulu za verovatnoĺu stanja p: 

Ἰἢ
ȟ ὨήἸἢὸȟ        Ἰἢπ ή , 

                                

ġto u stvari znaļi da verovatnoĺa proizilazi iz svakog prelaznog stanja sa istom 

stopom.  
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Reġenje jednaļine je dato u sledeĺem obliku: 

 

Ἰἢὸ ▲Ὡ . 

 

Iz ove jednaļine moģemo izraļunati i ὴ ὸ, koje zadovoljava poļetni problem: 

 

ὴȟὸ Ὠὴ ὸ 

ὴ π π 

 

ļije je reġenje: 

   

ὴ ὸ ρ Ὡ  . 

 

Ova dva izraza u kombinaciji daju reġenje Kolmogorove jednaļine. Moģemo doĺi do 

jednostavnog reġenja, meĽutim ne i eksplicitnog, obzirom da nemamo nikakav 

eksplicitni izraz za verovatnoĺu ή.  

Iz kvazistacionarne raspodele moģemo doĺi do zakljuļka da †ima eksponencijalnu 

raspodelu sa oļekivanjem: 

 

Ὁ      , 

 

Stoga vidimo da je raspodela † potpuno odreĽena verovatnoĺom ή. Raspodela 

vremena do izumiranja † je, u odnosu na neku proizvoljnu poļetnu raspodelu, znatno 
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komplikovanija, a neki uvid u njeno ponaġanje moģemo utvrditi na osnovu 

oļekivanja. Naime, to obraĽuje proces raĽanja i umiranja i ovo oļekivanje se moģe 

eksplicitno odrediti kada je X(0)=n. 

 

                         

5.1 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja  za SIS model 

 

Kao ġto smo ranije rekli, vreme preostalo do izumiranja, ili  istrebljenja, †iz 

kvazistacionarnosti procesa raĽanja i umiranja sa konaļnim prostorom i sa 

apsorbujuĺim stanjem u osnovi, ima eksponencijalnu raspodelu sa oļekivanjem  

Ὁ ρȾὨή .  

TakoĽe smo rekli da je preostalo vreme do izumiranja iz stanja 1 jednako sa Ὁ

ρȾὨὴ . Aproksimacije ovih oļekivanja za SIS model se jednostavno odreĽuju.  

 

Preostalo vreme do izumiranja za n stanja moģemo izraziti na sledeĺi naļin: 

Ὁ Ὁ Ὓ  ȟ       ὲ 1ȟ2ȟȣȟὔ                         (5.1) 

 

gde je Ὓ   definisano sa Ὓ В ὶ ȟὰ πȟρȟὲ ρȟςȟȣȟὔ, za: 

 

ὶ
В

 ὰ πȟρȟὯ ρȟςȟȣȟὔ . 

 

U ovom poglavlju ĺemo predstaviti odvojeno aproksimacije za oļekivanja Ὁ  i Ὁ  

u sve tri parametarske oblasti, dok ĺemo aproksimaciju za   Ὁ ȟὲ ρȟ dati samo za 

parametarsku oblast u kojoj je Ὑ striktno iznad jedinice. 
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5.1.1  Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja kada je ╡  striktno iznad 

jedinice     

      

Navodimo aproksimacije za kvazistacionarnost oļekivanog vremena do izumiranja 

Ὁ , kao i oļekivanog vremena do izumiranja za n stanja Ὁ , u parametarskoj 

oblasti u kojoj je  Ὑ ρ. Aproksimacije za veliļine n-tog reda su ograniļene na n-

vrednosti koje su manjeg reda od N. TakoĽe ĺemo navesti pojednostavljene izraze za 

Ὁ , kada je n manjeg reda od Ѝὔ, i poseban sluļaj kada je n=1.  

 

Navedene rezultate objedinjujemo u sledeĺoj teoremi. 

 

Teorema 5.1.1  Oļekivano preostalo vreme do izumiranja u SIS modelu, u sluļaju 

kada je Ὑ ρ i ὔᴼЊ, se aproksimira na sledeĺi naļin, u sluļajevima kada vaģi 

poļetna kvazistacionarnost (Ὁ ) i kada za poļetnu vrednost imamo n inficiranih 

osoba (Ὁ ): 

Ὁ ͯ
Ѝ

Ѝ
 ȟὙ ρȟὔᴼЊ                                              (5.1.1)                                                          

Ὁ ͯ
Ѝ

Ѝ
ρ  ȟὙ ρȟὲ έὔȟρ ὲȟὔᴼЊ     (5.1.2)           

Ὁ ͯ
Ѝ

Ѝ
ρ  ȟὙ ρȟὲ έЍὔȟρ ὲȟὔᴼЊ         (5.1.3)             

Ὁ ͯ
Ѝ

Ѝ
  Ὑ ρȟὔᴼЊȢ                                              (5.1.4)                  

 

Dokaz. U teoremi vidmo da izraz (5.1.1) pokazuje da aproksimacija za oļekivano 

vreme preostalo do izumiranja populacije iz kvazistacionarnosti eksponencijalno 

raste sa N kada je Ὑ ρ , kako je  π za Ὑ ρ. TakoĽe je znaļajno istaĺi da je 

vreme preostalo do izumiranja za stanje n, †, sluļajna promenljiva ļiji poloģaj 
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(lokacija) slabo meri oļekivanje Ὁ , za male vrednosti n kada je Ὑ ρ . Razlog za 

ovakvo ponaġanje leģi u ļinjenici da je njegova raspodela bimodalna. Zapravo, † se 

moģe za male vrednosti n posmatrati kao kombinacija dve sluļajne promenljive sa 

izrazito razliļitim oļekivanjima. U sluļaju kada je n=1, proces ĺe ili dostiĺi 

apsorbujuĺe stanje 0 veoma brzo, sa verovatnoĺom ρȾὙ, ili  ĺe sa komplementarnom 

verovatnoĺom ρ ρȾὙ dostiĺi skup stanja gde kvazistacionarna raspodela opisuje 

svoje ponaġanje i gde je oļekivano vreme preostalo do izumiranja jednako †. 

Ignoriġuĺi vreme preostalo do izumiranja kada proces uzima prvi od ovih puteva, 

dolazimo do aproksimacije za Ὁ  pomoĺu verovatnoĺe ρ ρȾὙ, pomnoģene sa 

oļekivanim preostalim vremenom do izumiranja iz kvazistacionarnosti Ὁ . Moģemo 

lako uoļiti da je odnos dve aproksimacije (5.1.1) i (5.1.4) dat sa Ὁ ȾὉ ρͯ ρȾὙ, 

ġto je isto kao i gore. Ġto se tiļe aproksimacije date u (5.1.1), nju su izuļavali i izveli 

Barbour i Andersson. 

 Rezultat koji je izveo Barbour pokazuje da, ako sa Ὕ oznaļimo preostalo vreme do 

izumiranja, onda 

lim
ÐO
ὖὯὝ ὼ expὼȟ                              (5.1.5) 

gde je 

Ὧ 1
2

1

1

1
Ͻ 1 1

1 1

1Ⱦ1
1 1

1

Ⱦ

Ȣ        (5.1.6) 

 

Parametri  1ȟ2ȟӶ1 i Ӷ su povezani sa stopama prelaza ὦ i Ὠ  na sledeĺi naļin: 

 

ὦ 1ὲ Ӷ1
2

,           Ὠ 2ὲ Ӷ
2

                       (5.1.7) 

Sada moģemo parametre koje je uveo Barbour izraziti preko naġih: 

 

1 ὦ ȟ   2 Ὠ ȟӶ1 ὦ ȟӶ 0 Ȣ                              (5.1.8) 
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Zapravo, ovo nam samo govori da se Barbour viġe posvetio opġtem Verhulstovom 

modelu, gde stopa infekcije ὦ i stopa oporavka Ὠ  pokazuju gustinu zavisnosti.  

Prva tri faktora koja se pojavljuju sa desne strane (5.1.6) je lako oceniti za ove 

vrednosti Barbourovih parametara, dok za ļetvrti faktor moramo pronaĺi naļin da 

doĽemo do njegove vrednosti, u sluļaju kada ӶO 0. Direktnim ubacivanjem gore 

navedenih vrednosti parametara, osim Ӷ, dolazimo do zakljuļka da ļetvrti faktor 

moģemo zapisati i na sledeĺi naļin: 

 

1 Ⱦ

1 Ⱦ

Ⱦ

                                                 (5.1.9) 

 

Granica za ovaj faktor, kada ӶO 0, jednaka je sa 

expὔ ρ Ȣ                                           (5.1.10) 

 

Izraz za Ὧ  moģemo zapisati na joġ jedan naļin: 

 

Ὧ
2

expὔ ρ ‘ 0 1
2

0
expὔ ρ

1

0
         

(5.1.11) 

 

Barbourov rezultat za konaļno N i Ὑ0 ρ jeste da je raspodela za vreme preostalo 

do izumiranja Ὕ za proizvoljnu poļetnu raspodelu pribliģna eksponencijalnoj, sa 

oļekivanom vrednosti  ρȾὯ. Ovo moģemo uporediti sa naġim rezultatom koji kaģe 

da, ako je poļetna raspodela jednaka kvazistacionarnoj, onda je raspodela za †baġ 

eksponencijalna, sa oļekivanjem aproksimiranim sa (5.1.1). 
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 Pomoĺu gore navedenog izraza za Ὧ  moģemo pokazati da je Barbourov izraz za 

ρȾὯ   jednak sa naġom aproksimacijom (5.1.1) za Ὁ , koja ima prednost u ovom 

sluļaju zbog boljeg razumevanja. Preostale aproksimacije se dokazuju analogno. 

 ʉ

 

 

5.1.2 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja kada je ╡  striktno ispod 

jedinice     

     

Teorema 5.1.2  Oļekivano preostalo vreme do izumiranja u SIS modelu, u sluļaju 

kada je Ὑ ρ i ὔᴼЊ, se aproksimira na sledeĺi naļin, u sluļajevima kada vaģi 

poļetna kvazistacionarnost (Ὁ ) i kada za poļetnu vrednost imamo jednu inficiranu 

osobu (Ὁ ): 

Ὁ ͯ  ȟ   Ὑ ρ ȟὔᴼЊ                    (5.2.1)                                                                                 

Ὁ ͯ
Ⱦ

 ȟ   Ὑ ρ ȟὔᴼЊ                 (5.2.2)                                                                 

 

 

Napominjemo da su ove aproksimacije za oļekivano preostalo vreme do izumiranja 

populacije nezavisne od N u ovoj oblasti, dakle, kada je 2 ρ, dok u prethodno 

obraĽenoj oblasti (kada je 2 ρ) imamo da odgovarajuĺe aproksimacije rastu 

eksponencijalno sa N, kada je 2 ρ.  
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5.1.3 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja u prelaznoj oblasti 

 

 Teorema 5.1.3  Oļekivano preostalo vreme do izumiranja u SIS modelu  u prelaznoj 

oblasti se aproksimira na sledeĺi naļin, u sluļajevima kada vaģi poļetna 

kvazistacionarnost (Ὁ ) i kada za poļetnu vrednost imamo jednu inficiranu osobu 

(Ὁ ): 

Ὁ ЍὔὌ”ȟ     ” ὕρȟὔᴼЊ                                             (5.3.1) 

Ὁ ὰέὫὔ Ὄ ”  ȟ   ” ὕρȟὔᴼЊ                          (5.3.2) 

 

Ġto se tiļe prelazne oblasti, moģemo istaĺi nekoliko ļinjenica. Kao prvo, oļekivano 

vreme preostalo do izumiranja za n stanja, % ȟ raste priliļnom jaļinom sa n. Razlog 

za ovu pojavu je zasnovan na naġim rezultatima koji ukazuju da je %  reda Ѝ., dok 

je %  reda ÌÏÇ.. Samim tim, relacija % В Ñ%  implicira da postoji n 

vrednosti za koje je %  barem reda Ѝ., a to opet implicira da je odnos % Ⱦ%  

barem reda Ѝ.ȾÌÏÇ. za ove vrednosti n. Odnos % Ⱦ%  ĺe, na osnovu heuristiļkog 

zakljuļivanja, u sve tri parametarske oblasti biti veĺi od jedinice. On ĺe biti 

ograniļen kada .ᴼЊ u dve parametarske oblasti, kada je 2 ρ i kada je 2 ρ, 

dok u prelaznoj oblasti raste zajedno sa N.  

Dakle, ovaj odnos ima maksimum kao funkcija po ɟ, za neke konaļne vrednosti ɟ za 

fiksirano N, i ovakvo ponaġanje je dosledno sa zakljuļkom do kog smo doġli, a to je 

da ovaj odnos jeste rastuĺa funkcija po 2  za 2 ρ, opet za fiksirano N.     
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6. Primena stohastiļkih modela u 

epidemioloġkom izuļavanju zaraznih bolesti 

i sprovoĽenju masovne imunizacije 
 

Imunizacija u zajednici je danas primarni metod za smanjenje smrtnosti. Najļeġĺe je 

povezana sa deļijim virusnim i bakterijskim infekcijama. Ovakvi incidenti se 

smanjuju vakcinacijom protiv infekcija kao ġto su difterija i boginje, koje se javljaju 

kao problem u mnogim velikim zemljama.  

IznenaĽujuĺe je koliko vakcinacija utiļe na uļestalost i raspodelu (npr, meĽu 

starosnim grupama) infekcije u siromaġnoj zajednici meĽu medicinskim i javnim 

zdravstvenim osobljem. Oļekivanja da ĺe vakcinacija polovine neke zajednice 

dovesti do smanjenja polovine istih u indikaciji infekcije jeste jedan od primera 

pogreġnog tumaļenja i razumevanja osnovnih epidemioloġkih principa. Zapravo, 

ponaġanje inficiranog pojedinca je uvek nelinearno na nivou populacije, i kao takvo, 

uticaj modela u kreiranju masovne imunizacije moģda nije intuitivno oļigledno i 

lako za predvideti. Efekti umnogome zavise od ponaġanja svakog inficiranog 

pojedinca, koje se naravno razlikuje i svakako zavisi i od socijalnog i demografskog 

sastava zajednice. 

Obzirom na sloģenost veze izmeĽu ljudskog ódomaĺinaô i parazita (izvor zaraze i 

bolesti), razmatramo da li je moguĺe primenom stohastiļkih modela napraviti 

racionalne odluke o optimalnoj strategiji kreiranja masovne imunizacije za odreĽeni 

izvor zaraze i bolesti u odreĽenoj zemlji, zajednici ili populaciji uopġte. 

Ovo poglavlje ĺe se, za razliku od prethodnih, osloniti na medicinske i 

epidemioloġke podatke, kao i praktiļne primene naġih modela. 

Naime, veliki deo teorija koje su se do danas razvile opisuju direktan prenos  virusne 

i bakterijske infekcije koje indukuju dugotrajan imunitet reinfekcija (ļesto se 

pretpostavlja doģivotan) kod onih koji se oporave, i imaju relativno kratko trajanje (u 

pitanju su dani ili nedelje od infekcije do oporavka) u odnosu na oļekivanu duģinu 

ljudskog ģivota (mnogo decenija). Veoma je vaģno imati, pre svega, kvantitativne 
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informacije o latentnom i infektivnom periodu infekcije, a za neke sluļajeve i period 

inkubacije bolesti.  

Na slici 6.1 je prikazan upravo latentni period, definisan kao proseļan period od 

momenta infekcije do momenta u kom pojedinac postaje sposoban za prenoġenje 

bolesti drugima, zarazni period  kao proseļan period u kojem je pojedinac sposoban 

da prenese drugima infekciju, i period inkubacije kao proseļan period od infekcije 

do pojave simptoma bolesti. Svi ovi periodi su promenljivi, ali su ļesto izraģeni kao 

prosek pod pretpostavkom kratkog trajanja u odnosu na oļekivani ljudski vek i 

proseļnu ljudsku strasost u kojoj pojedinci zadobiju infekcije. 

 

 

Slika 6.1 Ġematski prikaz tipiļnog vremenskog trajanja akutnog virusa ili bakterijske infekcije kroz 

infektivne periode. Vidimo da postoji proseļno zadrģavanje u infektivnom i latentnom periodu, stoga 

zakljuļujemo da su ta dva stanja prelazna u odnosu na period osetljivosti i imunizacije. 

 

Imajuĺi u vidu ove zahteve jasno nam je zaġto je toliko matematiļke literature 

usmereno upravo na deļija oboljenja i infekcije koje se javljaju u zajednici, kao ġto 

su male boginje, zauġke, veliki kaġalj i difterija. Naģalost, za mnoge od njih 

matematiļki modeli ne daju reġenje, upravo zbog toga ġto postoje neadekvatne stope 

prenosa meĽu zaraznim pojedincima. Genetiļka promenljivost koja generiġe razliļite 

vrste bakterija i virusa umnogome oteģava proces izgradnje modela, i stoga je najviġe 
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paģnje usmereno na infektivne agense poput malih boginja koje su antigenski 

stabilne u odnosu na grip, na primer. 

Kljuļnu ulogu u ovom epidemioloġkom istraģivanju u vezi virusne i bakterijske 

infekcije ima zaraģeni pojedinac (domaĺin). Znaļajnu ulogu u sluļaju infekcija koje 

indukuju trajni imunitet kod onih koji su se oporavili, ima i pojedinac sa antitelima. 

Ove osobe se oznaļavaju kao osobe koje imaju infekciju, ili su je imale u nekom 

trenutku u proġlosti. Za veĺinu zajedno prenetih virusnih infekcija, od ģivotnog 

znaļaja za pojedinca jeste da nastavi da proizvodi neophodna antitela, u protivnom 

ostaju podloģni ponovnoj infekciji. 

 

Uz ove dve jedinice, ili uloge koje smo malopre opisali, pojedinci u populaciji se 

mogu klasifikovati i podeliti prema njihovom trenutnom ili prethodnom statusu u 

pogledu infekcije. U praksi bismo ih mogli joġ podeliti prema starosti, polu, ili 

prostornoj lokaciji. MeĽutim, najpoģeljnija podela jeste:  

(i) Pojedinci koji su zaġtiĺeni od infekcije maternalnom proizvodnjom 

antitela (zaġtita kod odojļadi je obiļno kraĺa, do 6 meseci), 

(ii)  Pojedinci podloģni infekciji, 

(iii)  Inficirani, ali joġ uvek nisu zarazni (latentni period), 

(iv) Infektivni prema drugima, odnosno prenose infekciju, i  

(v) Pojedinci koji su se oporavili, ali nisu imuni na ponovnu infekciju (SIS 

model, ukoliko bismo razmatrali imunost, bavili bismo se SIR modelom). 

    

Kako vreme odmiļe, tako i pojedinci prelaze iz jedne klase ili infekcije u drugu. 

Matematiļki (stohastiļki) modeli pokuġvaju upravo taj prelazak pojedinca izmeĽu 

razliļitih infektivnih statusa unutar populacije da iskoriste. 

 

Broj pojedinaca u jednoj klasi u jednom trenutku zavisi od proseļne duģine boravka 

u tom prostoru. Kraĺi period boravka indukuje manji udeo ukupne populacije u toj 

infektivnoj klasi. Tako, na primer, u sluļaju boginja, ļiji je proseļni period zaraze 

oko 7 dana, proseļna starost pri prvoj izloģenosti jeste oko 4-5 godina (u razvijenoj 
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zemlji pre masovne vakcinacije), i imunitet je doģivotan (mislimo na oļekivani 

ljudski vek od 75 godina). Oļekivali bismo veoma mali procenat populacije sa 

trenutnom infekcijom, veĺi procenat populacije osetljive na infekciju, i veoma veliki 

procenat (ogromna veĺina) koji su se oporavili i postali imuni na ponovnu infekciju 

(ġematski prikaz, slika 6.2). U ovom sluļaju, broj onih koji su ostali imuni na 

ponovnu infekciju nema velikog uticaja. 

 

 

Slika 6.2 Ekvilibrijum procenta populacije, stratifikovan spram starosti, u svakoj infektivnoj klasi za 

akutne infektivne bolesti (na osnovu podataka za rubelu u UK) u jednom trenutku. Procenat 

pojedinaca u latentnoj i infektivnoj klasi je skaliran faktorom 25 kako bi bio vidljiv. 

Preuzeto iz Special article, The use of mathematical models in the epidemiological study of infectious 

diseases and in the design of mass immunization programmes, Epidem.Info (1988), Printed in Great 

Britain 
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Dakle, modeli kojima smo se bavili u prethodnim poglavljima rada, najļeġĺe se 

koriste u istraģivanju bakterijske i virusne infekcije u detinjstvu, jednostavnim 

postavljanjem obiļnih diferencijalnih jednaļina koje smo izvodili ranije,  

ὨὍὸ ὛὸὍὸ ‘ ὍὸὨὸ, 

ili u nekim sluļajevima se pojave i parcijalne diferencijalne jednaļine (gde 

populaciju stratifikujemo po starosti ili prostornoj lokaciji), koje opisuju stope 

protoka izmeĽu svih kategorija infekcije (na primer, osetljive, infektivne ili imune), 

kao i epidemioloġke parametre koji odreĽuju prenosivost infekcije odreĽenog 

pojedinca i demografiju u ljudskoj zajednici (time se bavi proces raĽanja i umiranja).  

Ove jednaļine jasno odreĽuju i strukturu stanovniġtva i navedene stope su ukljuļene, 

kao i svi udeli koje pruģaju bioloġke i epidemioloġke pretpostavke. Stoga definiġu 

koji epidemioloġki faktori i promenljive moraju da se mere ili prate, takoĽe 

usmeravaju i objaġnjavaju numeriļka ili analitiļka istraģivanja koja se bave 

pitanjima  kako epidemiologija odreĽene infekcije utiļe na razliļite bioloġke i 

demografske pretpostavke. 

Ġto se tiļe samog prenoġenja infekcije, naveġĺemo princip po kom je neto stopa 

novonastalih sluļajeva infekcije proporcionalna gustini podloģnih osoba ( 

koristiĺemo oznaku X), puta gustina zaraznih osoba (Y), puta verovatnoĺa 

prenoġenja od infektivne do osetljive osobe ɓ, tj. 

ɓXY. 

Naġa verovatnoĺa prenosa, koju smo ranije uveli, formirana je pomoĺu dve 

komponente, odnosno verovatnoĺe bliskog kontakta izmeĽu dve osobe kod kojih se 

moģe javiti prenos infekcije, plus verovatnoĺa da ĺe doĺi do prenosa iste kao rezultat 

tog kontakta (ġto umnogome moģe zavisiti kako od genetike, tako i od samog 

ódomaĺinaô infekcije). Neto stopa po kojoj se javljaju nove infekcije definiġe 

uļestalost infekcija (oznaļiĺemo sa I, kao broj obolelih i inficiranih), koje moģemo 

uoļiti neposrednim posmatranjem, ali nam ona ne govori mnogo o gustini osetljivih 

(podloģnih) ili zaraznih osoba, ili o verovatnoĺi prenoġenja ɓ. Dalje, osnovna stopa 

reprodukcije, 2, ima veliki epidemioloġki znaļaj. Ovde je predstavljena kao: 

Ὑ ὢὈ, 
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gde je X broj prisutnih osetljivih pojedinaca ļiji je primarni sluļaj ostvarivanje 

kontakta, a D duģina vremenskog intervala tokom kojeg se prenosi zaraza drugima. 

Sluļaj kada je 2 ρ, predstavlja granicu ispod koje je grupa pojedinaca iz druge 

kategorije nedovoljna da odrģi infekciju unutar ljudske zajednice. Za vrednosti 2  

veĺe ili manje od jedinice, infekcija ĺe opstati. Ovim pragom kontroliġemo problem 

putem masovne vakcinacije (kao ġto je bio sluļaj sa boginjama u UK). Da bismo 

spreļili dalje ġirenje i prenoġenje infekcije, kao i smanjili ponovno osetljive 

pojedince, neophodno je vakcinisati dovoljan broj podloģnih i osetljivih pojedinaca, 

tako da u proseku svaki pojedinac iz prve kategorije proizvodi manje od jednog 

pojedinca iz druge kategorije. Osnovna stopa reprodukcije takoĽe odreĽuje brzinu 

kojom raste broj pojedinaca koji su imali infekciju u nekom periodu, srazmerno sa 

porastom njihovih godina.  

 

U populaciji u kojoj infekcija stabilno opstaje (i ponovo se javlja), tako da je stopa 

po kojoj nastaju novi sluļajevi infekcije uravnoteģena sa stopom oporavka od 

infekcije, efektivna reproduktivna stopa, R, ima jedinstvenu vrednost. Za mnoge 

uobiļajene virusne i bakterijske infekcije, uļestalost infekcija varira, stoga i ova 

reproduktivna stopa varira ispod i iznad svoje jedinstvene vrednosti. MeĽutim, u 

odsustvu intervencija (pomoĺu naġih modela), tokom niza dugoroļnih i kratkoroļnih 

ciklusa, reproduktivna stopa R ĺe dostizati svoju jedinstvenu vrednost. Ovu stopu 

pominjemo iz razloga ġto je ona usko povezana sa osnovnom stopom reprodukcije na 

sledeĺi naļin: 

Ὑ ὙὼӶ, 

gde je ὼӶ ravnoteģni deo osetljivih u populaciji, ali u sledeĺem primeru daje podatke i 

o starosnoj strukturi populacije (na primer, ako je ὼ procenat osetljivih u starosnoj 

strukturi i, i ὴ procenat stanovniġtva u istoj starosnoj strukturi, onda je ὼӶ

В ὼὴ u populaciji sa n starosnih struktura). 

Smanjivanje vrednosti Ὑ na vrednost manju od jedinstvene ĺe biti neophodno, 

obzirom da ĺe nam cilj biti iskorenjavanje infekcije putem masovne vakcinacije.  
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Ako imunizujemo procenat populacije (p), onda je nova stopa reprodukcije: 

Ὑ ρ ὴ. 

Obzirom da ta veliļina mora biti manja od jedinstvene kako bismo spreļili ġirenje 

infekcije meĽu stanovniġtvom, uvodimo uslov za kritiļan deo populacije koji se 

mora imunizovati da bi se odstranila infekcija (ὴ): 

ὴ ρ ρȾὙ . 

 

Joġ jedna epidemioloġka osobina generisana uslovima da gustina osetljivih 

pojedinaca odrģi infekciju, tiļe se odnosa izmeĽu veliļine osnovne stope 

reprodukcije i ekvilibrijuma (ravnoteģe) prevalencije infekcije. Na slici 6.3 je 

ilustrovan ovaj odnos kao nelinearan, kako teorija i predviĽa. Naime, obeleģena 

smanjenja endemske rasprostranjenosti ili uļestalosti infekcije javljaju se kao 

potencijalno smanjenje prenosa infekcije u izvesnoj meri, koje prilazi pragu 2 ρ. 

Praktiļna implikacija ovog zapaģanja jeste da ne treba oļekivati izriļito pad 

uļestalog pojavljivanja infekcije odmah nakon masovne vakcinacije. U praksi, nakon 

vakcinisanja dece, treba mnogo godina da protekne kako bi ta deca i njihovi 

organizmi stvorili imunitet, uz veliku verovatnoĺu da mnogi od njih to ne uspeju 

nakon prve vakcinacije. 
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Slika 6.3 PredviĽena ravnoteģa procentualno izraģenog broja zaraģenih pojedinaca u populaciji kao 

funkcije osnovne stope reprodukcije 2 , inficiranog pojedinca. Napomena: (i) ovo je deo ukupne 

populacije, udeo zaraģenih je veoma mali, za sve vrednosti 2, (ii) najveĺe promene se javljaju odmah 

posle vrednosti 2  iznad jedinice. 

 

Joġ jedna ļinjenica vezana za masovnu vakcinaciju kojoj mnogi pribegavaju, jeste 

znaļaj heterogenosti unutar populacije ódomaĺinaô infekcije (prostorno, povezano sa 

starenjem i genetski), kao i parazita (razliļite vrste isto inficiranih organizama sa 

razliļitom infektivnosti). Jedan primer se odnosi na prostornu raspodelu uzimanja 

vakcine. Nivoi pokrivenosti vakcine protiv rubeole i malih boginja u Velikoj 

Britaniji, na primer, veoma se razlikuju od regiona do regiona (slika 6.4). Da bi se 

efikasno smanjili i u ġto veĺoj meri blokirali prenosi infekcije ġirom zemlje, 

neophodno je osigurati ciljeve koji su prikazani u tabeli 6.1, dobijeni u svakoj oblasti 

Velike Britanije. U suprotnom, grupice infekcija sa loġom pokrivenoġĺu vakcinacije 

(misli se na SIS model, ukoliko su izleļeni ostali podloģni infekciji), ĺe stalno 

pokretati manje epidemije u drugim oblastima.   
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Slika 6.4 Vakcinacija protiv difterije, velikog kaġlja i malih boginja. Regionalne varijacije su uzete za 

proseļne vrednosti u Engleskoj, 1986.godine. 

 

 

Infekcija  Proseļna 

starost 

infekcije pre 

imunizacije 

(godine) 

Period izmeĽu 

epidemija 

(godine) 

Obuhvat 

vakcinacijom 

za eliminaciju 

(%)  

Osnovna stopa 

reproduktivnosti  

Male boginje 4-5 2 90-95 16-21 

Veliki kaġalj 4-5 3-4 90-95 16-21 

Zauġke 6-7 3 85-90 11-14 

Rubeola 9-10 4-5 80-85 7-9 

 

Tabela 6.1 Epidemioloġki parametri za broj virusnih i bakterijskih infekcija u UK, zasnovani na 

navedenim istraģivanjima sprovedena pomoĺu matematiļkih modela.  

Preuzeto iz Nokes D.J., Anderson R.M. Mathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology 

Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London 
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Drugi primer je vezan za varijacije u stopi prenosa infekcije izazvane starenjem. 

Prethodni argumenti zasnovani na principu masovne vakcinacije pretpostavljaju 

homogeno meġanje domaĺeg stanovniġtva, gde meġanje ne varira sa godinama. Kao 

posledica ove pretpostavke, javlja se konstantna stopa prenosa infekcije u svim 

uzrastima. MeĽutim, u praksi to nije tako. Imamo razliļite stepene meġanja 

pojedinaca spram starosne dobi kojoj pripadaju. Na osnovu analiza i modela 

primenjenih u obradi ovih informacija dolazimo do zakljuļka da je stopa infekcije 

niģa u mlaĽoj dobi stanovniġtva, viġa kod stanovniġtva ġkolskog uzrasta, a u odrasloj 

dobi ponovo je niska. Implikacije ove varijacije u stopi prenosa infekcije izazvane 

starenjem se realizuju kao rezultat porasta u starosnoj raspodeli. Kao posledica toga, 

teoretske studije i stohastiļki modeli koji razmatraju prirodu starosne raspodele 

predviĽaju neġto niģe stope za smanjenje i iskorenjavanje infekcije vakcinacijom, u 

odnosu na one koje su navedene u tabeli 6.1. MeĽutim, treba naglasiti da su 

vrednosti u tabeli 6.1 dobijene dobrom aproksimacijom kvazistacionarne raspodele, 

koja se bavi ispitivanjem dinamike procesa: 

ήὲ ρ ρ Ὠή ὲ ὦ ή ὲ ρ ὦ Ὠ ήὲ Ὠ ή ὲ 

 

Ġto se tiļe starosne raspodele, zanimljiva je i sledeĺa priļa. Nakon ġto je uvedena 

vakcinacija, smanjenje prenosa infekcije ĺe rezultirati u ukupnom procentu 

stanovniġtva koje je ostalo podloģno infekcijama i zapravo ĺe ostati jednako, tj. 

aproksimirano sa onim delom stanovniġtva koje se nije podvrglo vakcinaciji. 

Ġematski prikaz vidimo na slici 6.5. Pod uslovom da infekcija moģe endemski da se 

nastavi, tj. da se ne iskoreni (ako je nivo pokrivenosti manji nego ġto je potrebno za 

iskorenjavanje), ravnoteģni procenat osetljivih pojedinaca u populaciji ostaĺe 

konstantan, bez obzira na nivo pokrivenosti koji je ispod kritiļne taļke za 

iskorenjavanje infekcije. Ilustracija ove priļe prikazana je na slici 6.6, gde su 

uzduģne promene za starosni profil pozitivan na antitela za virus rubeole 

evidentirane i pre i tokom programa vakcinacije u Engleskoj. Vakcinacija, kao ġto 

smo rekli, ima mali uticaj na ukupan procenat stanovniġtva podloģnog infekciji.  

Nivo pokrivenosti menja jednostavno procenat osoba pozitivnih na antitela, koje su 

stekle imunitet ili prirodnim ili veġtaļkim putem. Kako nivo pokrivenosti prilazi 

kritiļnoj taļki, procenat osoba koje su imunitet stekle vakcinacijom prilazi jedinici. 
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Druga posledica smanjenje stope prenosa infekcije u óvakcinisanojô zajednici jeste da 

epidemija ima tendenciju da se produģi, i ovaj sluļaj je zapravo danas veoma 

rasprostranjen. 

 

Slika 6.5 Ġematski prikaz predviĽenih uticaja masovne imunizacije (protiv tipiļnih deļijih virusnih i 

bakterijskih infekcija) starosne raspodele osetljivih osoba. Pre imunizacije (grafik (a)), postoji ódolinaô 

osetljivih (S1) u mlaĽoj starosnoj grupi. Pokuġaj popunjavanja iste vakcinacijom (grafik (b)) utiļe na 

smanjenje stope prenosa infekcije u populaciji, i na taj naļin smanjujemo verovatnoĺu zaraze 

nevakcinisanih osoba. Kao posledica javlja se pomak u starosnoj raspodeli osetljivih (strelice 

oznaļene *), u odnosu na one koje su prikazane isprekidanom linijom, tj. pre vakcinacije. Kao rezultat 

dobijamo da je broj ili procenat osetljivih posle imunizacije (S2) grubo nepromenjen u odnosu na broj 

osetljivih pre imunizacije (S1), dok je proseļna starsot osetljivih poveĺana. 

Preuzeto iz Nokes D.J., Anderson R.M. Mathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology 

Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London 
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Slika 6.6 Popreļni presek profila zaraģenih antitelima rubeole u Juģnom Jorkġiru, 1969-1985. Malu 

promenu moģemo uoļiti u starosnim profilima kada ih posmatramo uzduģno u periodu od pre 

vakcinacije 1969.godine kroz niz godina praĺenih vakcinacijom (uzorci za svaku godinu su 

nezavisni). 

Preuzeto iz Nokes D.J., Anderson R.M. Mathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology 

Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London 

 

Problemi u praksi se mogu javiti kao rezultat obe posledice. Naime, promene u 

starosnoj raspodeli osetljivih pojedinaca, kao i uļestalost u javljanju infekcija, mogu 

uticati na uļestalost pojavljivanja bolesti izazvanih infekcijom, ako postoji razlika u 

komplikacijama koje infekcije izazivaju kod starijih ļlanova populacije u odnosu na 

mlaĽe. Dugi periodi meĽu epidemijama mogu izazvati opadanje motivacije kod 

roditelja da vakciniġu svoju decu, posebno u sluļajevima kada postoji znatno duģi 

period izmeĽu epidemija, kao i ako postoji neki mali rizik u vezi sa vakcinacijom. 

Na taj naļin se opet vraĺamo na priļu SIS modela, ostaje nam veĺi broj populacije 

nevakcinisan i kao takav, ponovo podloģan infekciji. 
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Najnovija matematiļka istraģivanja ovih problema, bazirana na unapreĽivanju 

stohastiļkih modela o kojima smo diskutovali ranije, otkrila su da u sluļaju malih 

boginja, zauġki i rubeole, verovatnoĺa poveĺanja uļestalosti oboljenja moģe biti 

minimizirana masovnom vakcinacijom imunizovanjem velikog broja dece, i to ġto je 

ranije moguĺe. Ova istraģivanja, zasnovana na dostupnim epidemioloġkim podacima, 

pokazuju da je za rubeolu i zauġke cilj imunizovati barem 60% - 70% dece, i to do 

druge godine. Ako se vakcinacija izvrġi u neġto kasnijem uzrastu, predviĽa se 

poveĺana uļestalost u javljanju komplikacija. Kao primer smo, dakle, uzeli rubeolu.  

Posmatramo sluļaj koji se javio u Velikoj Britaniji, gde postoji politika o tome kako 

kao cilj imunizovanja treba biti usmeren na tinejdģerke i osetljive ģene u 

reproduktivnoj dobi, dok ĺe se protiv malih boginja, zauġaka i rubeole (MMR) 

masovno vakcinisati mlada muġka i ģenska deca. Sa ovim razlikama u politici javlja 

se sledeĺe vaģno pitanje koje se odnosi upravo na prestanak vakcinacije tinejdģera, 

kada je veĺ uvedena kohort vakcina kod dece.  

Upravo nam navedeni matematiļki modeli (stohastiļke prirode) daju okvir za 

razmatranje ovog problema. Ukratko, sam odgovor opet zavisi od kvantitativnih 

ļinjenica i podataka, kao na primer, koji procenat dece je vakcinisan u odreĽenom 

uzrastu.  

Navedeni matematiļki modeli takoĽe obezbeĽuju sredstva za procenjivanje kako se 

uļestalost i starosna raspodela infekcije i oboljenja menjanju vremenom nakon 

uvoĽenja masovnog vakcinisanja, ili posle promene u politici vakcinisanja. Ova 

istraģivanja su proizvela i jedno vaģno predviĽanje, a to je produģenje perioda 

izmeĽu epidemija uz visoke nivoe masovne vakcinacije. Ļesto se pojavljuje sluļaj da 

pokrivenost vakcinacijom raste do visokih nivoa, i samim tim raste i duģina intervala 

izmeĽu epidemija na mnogo godina, a nekad su ļak i decenije u pitanju. Takvi 

sluļajevi su zabeleģeni u Sjedinjenim Ameriļkim Drzavama prilikom istraģivanja 

uļestalosti u pojavljivanju rubeole i zauġki (ilustraciju imamo na slici 6.7).  

 

Epidemija nakon dugog perioda niske uļestalosti izazvane vakcinacijom ne treba 

odmah da se tumaļi kao neuspeh u delovanju vakcinacije, obzirom da znamo koliko 

su ljudski organizmi razliļiti i kako mnogi od njin nakon prvog pokuġaja ne uspeju 

odmah da izgrade imunitet, veĺ ostanu podloģni infekciji. Ove promene u dinamici 
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su jednostavne i direktne posledice uticaja vakcinacije na dinamiļnu (i oscilujuĺu) 

interakciju izmeĽu ódomaĺinaô u populaciji i onih zaraznih. 

 

Slika 6.7 Uļestalost zabeleģenih sluļajeva zauġki u drģavi Tenesi, SAD, izmeĽu 1968. godine (godina 

uvoĽenja vakcine protiv zauġki) i 1986. Nedavni porast prijavljenih sluļajeva je krajnje alarmantan, 

obzirom da je prethodila decenija relativno niske uļestalosti, ġto smo objasnili u radu (Izvor podataka: 

Odeljenje za zdravstvo i ģivotnu sredinu, Tenesi). 

Preuzeto iz Nokes D.J., Anderson R.M. Mathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology 

Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London 

 

Nedavna veza koja je uspostavljena izmeĽu matematiļkih modela u epidemioloġkoj 

teoriji stvorila je znaļajan set óalataô za kreiranje i evaluaciju programa zasnovanih 

na infekciji i kontroli bolesti u zajednici, pod uslovom, naravno, da se koriste uz 

razumne pretpostavke. Trenutno, moguĺnost i potencijal ovih tehnika nije 

rasprostranjen i uvaģen meĽu javnim i zdravstvenim osobljem, a ni meĽu 

epidemiolozima. MeĽutim, u Velikoj Britaniji postoje dobri kursevi koji 

objaġnjavaju upravo dinamiku prenosa zaraznih bolesti i ukljuļuju sadrģaje o 

primeni matematiļkih modela, kako bi obuļili lekare i druga lica povezana sa javnim 

zdravstvom. 
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Podaci o masovnoj vakcinaciji koje ĺemo prezentovati u narednim pasusima preuzeti 

su iz matiļareve godiġnje knjige izveġtaja,Finkenstadt, B.F.A., Department of 

Zoology, University of Cambridge,Cambridge 

Ukoliko bismo se fokusirali konkretno na nedeljna obaveġtenja o malim boginjama u 

60 gradova u Engleskoj i Velsu, izveli bismo sledeĺe zakljuļke. Naime, najjasnija 

dinamika epidemije bila je pred sam poļetak vakcinacije protiv malih boginja, 

1967.godine. Zbog toga analiziramo podatke u periodu neposredno pre vakcinacije, 

od poļetka 1944. do kraja 1966.godine. Lokalne godiġnje stope nataliteta i veliļina 

populacije uzeti su iz matiļareve knjige  godiġnjih izveġtaja.  

Pre nego ġto je UK pokrenulo program masovne vakcinacije, dinamika bolesti 

dovela je do óġablonaô dvogodiġnje epidemije sa manjim i veĺim oboljenjima 

naizmeniļno. Slika 6.8 ilustruje posmatrano vreme navedenog ġablona u periodu pre 

vakcinacije protiv malih boginja, odnosno uļestalost sa kojom se javljaju, za tri 

grada u Engleskoj i Velsu, od velike do male veliļine populacije. U vreme veĺe 

stope nataliteta imamo poveĺan procenat stanovniġtva u osetljivoj kategoriji, i samim 

tim je dvogodiġnji ciklus epidemije preveden u godiġnji. Do ove promene je doġlo 

usled bebi-buma oko 1947.godine, kao i u gradovima u kojima je uoļena stalna 

uveĺana stopa roĽenja, kao ġto je Liverpul. Posmatrajuĺi ġablon za London na slici 

6.8 (a), imamo primer redovne dinamike u prvoj kategoriji. 
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Slika 6.8 Ilustrovani su vremenski periodi zabeleģenih sluļajeva za trenutno stanje u (a) Londonu (3,3 

miliona stanovnika),   (b) Plimut (210 000 stanovnika), Teinmut (10 000 stanovnika), u periodu pre 

vakcinacije, od 1944. do 1966. godine. (Za ovo istraģivanje su uzete pribliģne vrednosti broja 

stanovnika u navedenim gradovima).    

 

Ġablon postaje kvalitativno razliļit za manje populacije u kojima je broj osetljivih 

pojedinaca umanjen, do te mere da je lanac prenosa infekcije bukvalno prekinut. 

Vremenski periodi pokazuju ļesto izumiranje bolesti (uļestalosti nula) nakon velikih 

epidemija. MeĽutim, za populacije srednje veliļine pokazuju redovno ponavljanje 

bolesti (ovu pojavu je Bartlet svrstao u drugu kategoriju).  

Posmatramo sada situaciju u Plimutu, slika 6.8 (b), i vidimo da ilustruje upravo 

navedeni tip dinamike. Preostao nam je joġ sluļaj sa malim zajednicama, kao ġto je 

Teinmut (slika 6.8 (c)). Ona se odlikuje predviĽenim periodima izumiranja i 

sporadiļnim ponavljanjem bolesti, koje je Bartlet svrstao u treĺu kategoriju. Dakle, u 

veĺini gradova u Engleskoj i Velsu, uļestalost proizilazi iz izumiranja i ponovnih 

javljanja bolesti.  
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Pored veĺ poznatih i uobiļajenih primera o primeni stohastiļkih modela u 

epidemiologiji koji se uglavnom odnose na neka oboljenja, kao ġto smo i pokazali, 

postoji jedna grana u kojoj takoĽe dominiraju ovi modeli, a to je domaĺe stoļarstvo. 

Roslin Institut u Edinburgu (United Kingdom) se pozabavio ovom temom na sledeĺi 

naļin. Posvetio se stohastiļkim modelima koji opisuju dinamiku prenosa bolesti u 

vidu mikroparazitske infekcije u strukturisanoj ģivotinjskoj populaciji, razvijenim i 

primenjenim na hipotetiļke epidemije koje se pojavljuju na farmi svinja. Donoġenje 

racionalnih odluka u vezi sa sprovoĽenjem odgovarajuĺih strategija za infektivne 

bolesti u stoļarstvu zahteva razumevanje dinamike bolesti, kao i 'profile rizika' za 

razliļite vrste ģivotinja. Upravo ovo se najbolje postiģe putem stohastiļkih modela 

primenjenih u epidemiologiji, odnosno putem modela o kojima je reļ u ovom radu. 

 

Metodologije su prezentovane za: 

1) procenu verovatnoĺe epidemije obzirom na prisustvo zaraģene ģivotinje u 

posmatranoj populaciji, veliļinu epidemije, odnosno da li je epidemija velika 

(zahteva intervenciju), ili manja (izumire bez intervencije), kao i na pitanje 

kako lokacija zaraģene ģivotinje na farmi utiļe na verovatnoĺu epidemije; 

2) procenu osnovnog broja (stope) reprodukcije, 2 , kao i procenu 

promenljivosti ovog parametra; 

3) procenu ukupnog procenta ģivotinja zaraģenih tokom epidemije, kao i 

ukupnog procenta zaraģenih ģivotinja u bilo kom trenutku. 

 

Zdravstveni problemi ģivotinja koji se javljaju u domaĺem stoļarstvu jesu velika 

briga za nauļnike iste oblasti, koji nastoje da se suoļe sa posledicama u smislu 

troġkova, ģivotinjskog blagostanja i bezbednosti hrane. Uz svakodnevno prisustvo 

zaraznih bolesti zahtevaju najpre razumevanje dinamike bolesti koja se pojavila, a 

zatim i profile rizika izbijanja iste za razliļite grupe ģivotinja. Tek nakon ġto se oni 

kvantifikuju mogu izraļunati troġkove i alternativne strateġke kontrole. 

Naime, kada modeliramo zarazne bolesti, vaģno je pre svega napraviti razliku 

izmeĽu makroparazitske (npr. nematoda paraziti ), i mikroparazitske (npr. virusi) 

infekcije. Makroparazitske infekcije zahtevaju znanje o obimu infekcije svake 
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ģivotinje prilikom modeliranja, dok mikroparazitske infekcije mogu biti modelirane 

kao komparmentalni metod, odnosno 'inficiran ili ne' (o tome su neġto viġe rekli 

Anderson i Mej, 1992). Kod njih se nameĺe struktura ģivota na farmi upravo zbog 

heterogenosti koja utiļe na dinamiku i ġirenje bolesti. Ovaj primer ima za cilj da 

ukaģe na infekciju izazvanu mikroparazitima, kao i da demonstrira upotrebu 

stohastiļkih modela prilikom istraģivanja ishoda epidemije (npr.osnovni broj 

reprodukcije, verovatnoĺu izbijanja epidemije, kao i broj zaraģenih ģivotinja). Kao 

ġablon, odnosno 'algoritam' ĺemo uzeti promenu strukture na farmi. 

Rekli smo da su parametri najjednostavnijeg stohastiļkog modela u epidemiji 

koeficijent prenosa bolesti, ɓ, i stopa oporavka, ɔ (tj.stopa inficiranih koji su se 

zaleļili/izleļili). Koeficijent prenosa bolesti oznaļava brzinu kojom osetljive 

ģivotinje bivaju zaraģene, kao i oļekivani broj novih infekcija po ģivotinji izmeren 

po broju osetljivih ģivotinja dnevno.  

Stopa oporavka je obrnuto proporcionalna infektivnom periodu, i ona ukazuje na 

oļekivani broj oporavaka izmerenih po broju zaraģenih ģivotinja dnevno. Oni neġto 

sloģeniji modeli, koji opisuju specifiļne bolesti, mogu imati viġe parametara 

(npr.duģina latentnog perioda).  

Znaļi, za stohastiļke modele o kojima je reļ u ovom primeru, uzimamo u obzir dve 

komponente: vreme do nastupanja sledeĺeg dogaĽaja i tip dogaĽaja. Dodefinisaĺemo 

samo i srednje vreme do nastupanja sledeĺeg dogaĽaja kao funkciju ukupnog broja 

zaraģenih osoba na farmi (Y), zatim ukupan broj osetljivih osoba koje su u kontaktu 

sa zaraģenim ģivotinjama (X), ɓ i ɔ, dato kao odnos: 

1/(Y(ɔ+ɓX)). 

Vreme izmeĽu dogaĽaja dobijamo iz eksponencijalne raspodele, kao: 

ɀlnÒȾYɔ ɓX , 

gde je r sluļajan broj iz intervala [0,1]. Sledeĺi dogaĽaj moģe biti ili da zaraģena 

ģivotinja inficira drugu ģivotinju, ili da se ova oporavi (ġto moģda najbolje 

objaġnjava SIR model, koje se od SIS modela razlikuje samo po ļinjenici da postoji 

lek, odnosno da organizam moģe da razvije trajni imunitet). Tip dogaĽaja se utvrĽuje 

koristeĺi broj moguĺnosti istog. 
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Polazimo od posmatranja odreĽene farme svinja. Opis modela, koji smo u 

preĽaġnjem tekstu priloģili, moģemo proġiriti na dozvoljenu heterogenost meĽu 

svinjama. Pretpostavimo da postoji n vrsta (klasa) ģivotinja. Ģivotinja tipa i ima 

kontakt sa ģivotinjom tipa i i tipa j, ġto nam daje matrica sa elementima ὧ. Vreme 

izmeĽu dogaĽaja raļunamo: 

-ln (r) В ὣ В В ὧὣὢ , 

gde je ὧ stopa kontakta izmeĽu svinja klase j i i, dok su ɼ i ɾ u naġem primeru 

konstantne. Pretpostaviĺemo da postoji n vrsta (klasa) ģivotinja. Stohastiļki model 

ilustruje modeliranje infekcije na 500 krmaļa, spremnih da se oprase, na farmi svinja 

(ovim primerom su se posebno bavili Mekenzi i Biġop, 1999). Postoje 54 vrste 

svinja, gde sam tip opisuje fizioloġki status ģivotinje na nedeljnom nivou, koji 

odreĽuje koliko je osetljivih, a koliko inficiranih ģivotinja, zatim mortalitet 

nezavisno od bolesti ģivotinja, kao i kontakt izmeĽu svinja razliļitih tipova. Svinje 

imaju i svoj 'type-age', odnosno stanje koje beleģi koliko dugo su bile u svom 

prvobitnom stanju. Potrebno je oko 50 nedelja od vremena inseminacije do trenutka 

kada svinja postane uzgojna. 

Tokom ļetiri od tih pedeset nedelja, prasad su smeġtena sa svojim majkama, i odatle 

potiļe potreba za postojanje 54 vrste svinja, baġ zbog toga ġto razliļite starosti 

ģivotinja imaju drugaļije nivoe osetjivosti. Za potrebe modela, uvodimo i 55.vrstu, u 

koju ubrajamo jednu svinju, poļetni sluļaj (poļetna zaraģena ģivotinja). Ovaj tip se 

uvodi radi omoguĺavanja odreĽivanja izvora infekcije, kao i moguĺeg oporavka. 

TakoĽe poseduje i stvarnu stopu utvrĽivanja kontakta meĽu ģivotinjama. Na primer, 

ako 'poļetni sluļaj' pripada tipu sa 25 ģivotinja, reļ je o parenju krmaļe, onda je 

stopa koja utvrĽuje kontakt izmeĽu tipa od 55 ģivotinja i drugo parenje jednaka 1.0 

(ima kontakt samo sa parenjem), zatim stopa utvrĽivanja kontakta izmeĽu parenja 

krmaļe i poļetnog sluļaja je 0.04 (tj. 1/n, gde je n broj parenja), a stopa kontakta 

izmeĽu parenja je 0.96 (tj. 1-1/n).  

 

Model se realizuje uvoĽenjem jedne zaraģene svinje tipa i, to je poļetni sluļaj. 

Vreme izmeĽu dogaĽaja se obraļunava, tip prvog dogaĽaja se utvrĽuje, i sama 

epidemija poļinje. Vreme izmeĽu dogaĽaja se zasniva na strukturi farme u vreme 
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obraļuna. MeĽutim, promena u strukturi farme se obraļunava u smislu da se sledeĺi 

dogaĽaj moģe javiti samo ģivotinjama prisutnim na farmi u trenutku njegovog 

nastupanja. Epidemija traje sve do momenta kada na farmi nema zaraģenih ģivotinja, 

ili same epidemije u poslednjih godinu dana. Trajni nestanak epidemije nije moguĺe 

modelirati, kao ni vreme tokom kojeg su sve ģivotinje zdrave (ovde opet igra ulogu 

SIS model, odnosno nema garancije da su ģivotinje trajno izleļene, veĺ se njihovo 

stanje prati samo odreĽeni period). Ovo je uļinjeno za sve moguĺe tipove poļetnog 

sluļaja, a svi izlazni podaci se ļuvaju. Beleģenjem broja simulacija koje rezultiraju 

tokom epidemije, moģemo utvrditi verovatnoĺu samog izbijanja epdemije. Model je 

implementiran tako da je broj inficiranih ģivotinja (n) obraļunavan tokom simulacija. 

Ako je n=1 na kraju ovih simulacija, onda epidemije nije ni bilo, ako je n>1, onda 

epidemija izumire u roku od godinu dana, i to bez intervencija, i reļ je o manjoj 

epidemiji. A u sluļaju kada je n<1, epidemija se deklariġe kao velika. Granica od 

godinu dana je proizvoljna i izabrana je na osnovu ļinjenice da, ako je trebala 

endemska faza epidemije i da nastupi, za period te duģine biĺe dobro uspostavljena. 

Slika 6.9 ilustruje razliku izmeĽu velike i manje epidemije, s tim da je prikazan i broj 

zaraģenih svinja u odreĽenom trenutku tokom epidemije. 

 

 

Slika 6.9 Primer ilustruje razliku izmeĽu velike i manje epidemije za vrednosti parametara ɓ=0.0005, 

ɔ=0.05. 
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Sa grafika vidimo da rezultati simulacija pokazuju da postoji zavisnost izmeĽu 

verovatnoĺa nepostojanja epidemije, verovatnoĺe postojanja manje ili velike 

epidemije, u odnosu na veliļinu populacije i strukturu farme. Rezultati koji su 

dobijeni i ilustrovani se mogu kvantifikovati prema profilu rizika kom je izloģena 

svaka vrsta svinje. 

Ġto se tiļe osnovnog broja reprodukcije, on je generalno predstavljen kao procena 

jedne taļke ili stavke, bez indikacije promenljivosti koja je svojstvena proceni 

bioloġkih parametara. Kako nam je za naġ primer to svojstvo neophodno, koristimo 

stohastiļke modele kako bismo omoguĺili kvantifikovanje njegove promenljivosti. 

Imamo dve metode za odreĽivanje ukupnog procenta svinja inficiranih u toku 

epidemije (I) i maksimalnog udela u jednom trenutku (ώ ). Prva je zasnovana na 

teorijskim odnosima izmeĽu I, ώ  i Ὑ pod pretpostavkom homogenog, 

nestrukturisanog stanovniġtva, dok druga koristi izlaz simulacija direktno: 

Ὅ ρ Ὡ  

ώ ρ ρ ÌÎὙ ȾὙ. 

Ukupan procenat dobijamo raļunanjem ukupnog broja svinja svih vrsta, zaraģenih i 

pregraĽenih, kao i ukupan broj osetljivih svinja na farmi tokom simulacije. 

Maksimalan procenat zaraģenih u bilo kom trenutku se dobija izraļunavanjem 

procenta zaraģenih ģivotinja u svakoj fazi epidemije.  

 Naime, da bismo izvrġili poreĽenje procenata zaraģenih svinja koristeĺi osnovni broj 

reprodukcije prilikom primene ovih stohastiļkih modela, izvrġeili smo simulaciju u 

kojoj su sve ģivotinje koje se nalaze na farmi bile u direktnom kontaktu. Usvojiĺemo 

sledeĺe dve strategije. Prva ukljuļuje odvajanje prasadi nakon odreĽenog vremena, a 

druga ukljuļuje promene stambene politike za krmaļe. Ove promene se smatraju 

realnim, razliļite farme odvajaju prasiĺe u razliļitom uzrastu, kao i ġto mnoge farme 

smeġtaju krmaļe po ġupama. Modeli upravo omoguĺuju istraģivanje efekta promene 

broja svinja na farmi uopġte, kao i  istraģivanje neposrednog kontakta meĽu njima. 

Opet podrazumevamo da svaka ģivotinja prestavlja poļetni sluļaj. Istraģene 

implementacije ukljuļuju sklanjane prasadi od 3 nedelje starosti (model 1), od 12 

nedelja starosti (model 2), zadrģavanje svinja od 16 nedelja starosti (model 3), i 

smeġtanje svih krmaļa zajedno u jednom objektu, umesto u ļetiri (model 4).  
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Za koeficijent prenosa bolesti uzeli smo tri vrednosti ( ɓ=0.0001, 0.0005 i 0.001), 

kao i za stopu oporavka. Za prezentovanu bolest imamo infektivne periode od 100, 

20 i 10 dana. Rezultati su navedeni za ukupno 5400 simulacija za svaki skup 

parametrara, i prikazani kako za proseļnu, tako i za celu populaciju, omoguĺavajuĺi 

po 100 simulacija za svaki tip. Prikazani su u tabeli 6.2. gde ilustruju rezultate za 

farmu u celosti, obraļunate u proseku za sve vrste svinja. 

 

                                           Verovatnoĺe:  

                                                                            Nema 

epidemije 

Manja epidemija Velika 

epidemija 

0.0001 

0.0001 

0.0001 

0.0005 

0.0005 

0.0005 

0.001 

0.001 

0.001 

0.01 

0.05 

0.10 

0.01 

0.05 

0.10 

0.01 

0.05 

0.10 

0.51 

0.88 

0.95 

0.15 

0.44 

0.64 

0.08 

0.27 

0.44 

0.13 

0.12 

0.05 

0.01 

0.10 

0.29 

0.00 

0.02 

0.08 

0.35 

0.00 

0.00 

0.85 

0.46 

0.07 

0.92 

0.71 

0.48 

 

Tabela 6.2 Verovatnoĺe nepostojanja epidemije, postojanja manje ili velike epidemije, za razliļite 

vrednosti koeficijenta prenosa bolesti (ɓ), i stope oporavka (ɔ). 

 

Rezultate u tabeli 6.2 je teġko uporediti sa stvarnim patogenima (rekli smo da je reļ o 

mikro parazitima), obzirom da podaci o verovatnoĺi izbijanja epidemije zbog bilo 

kojih patogena, nisu dostupni javnosti. Veoma ih je teġko proceniti, obzirom da je 

veoma teġko proceniti i sam koeficijent prenosa bolesti, stoga se sluģimo sopstvenim 

primerom. 

Tabela 6.3 ilustruje verovatnoĺu javljanja svake situacije (nepostojanje epidemije, 

postojanje manje ili velike epidemije) prema poļetnom sluļaju za oboljenja, uz 

infektivni period od 100 dana (kada je ɔ=0.01), ili za infektivni period od 20 dana 

(ɔ=0.05). Za dobijanje ovih rezultata, iskoristili smo relativan doprinos svake vrste 

svinja u ukupnom stanovniġtvu farme, kao i za izvoĽenje verovatnoĺe da poļinje 

epidemija u odnosu na odgovarajuĺi tip poļetnog sluļaja koji razmatramo. 
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Verovatnoĺa da poļetni sluļaj izaziva veliku epidemiju zavisi od toga da li je poļetni 

sluļaj u poziciji da inficira grupu koja se sastoji od velikog broja ģivotinja, ġto opet 

zavisi od infektivnog perioda. Na primer, kada je poļetni sluļaj parenje krmaļa, a 

infektivni period kratak, svaka osetljiva ģivotinja ĺe se oporaviti pre nego ġto 

infekcija dosegne do uzgajaliġta svinja. 

 

  = 0.01   =0.05  

Tip svinje Nema 

epidemije 

Manja 

epidemija 

Velika 

epidemija 

Nema 

epidemije 

Manja 

epidemija 

Velika 

epidemija 

Krmaļa za 

parenje 

Suprasna krmaļa 

1a 

Suprasna krmaļa 

2a 

Suprasna krmaļa 

3a 

Suprasna krmaļa 

4a 

Krmaļa za negu 

Prase za negu 

Prase u jaslicama 

Stara krmaļa 

Aklimatizovana 

aktivna 

0.92 

0.93 

0.88 

0.79 

0.76 

0.79 

0.40 

0.41 

0.54 

0.98 

0.94 

0.04 

0.04 

0.05 

0.07 

0.08 

0.08 

0.11 

0.13 

0.15 

0.02 

0.05 

0.04 

0.03 

0.07 

0.15 

0.16 

0.13 

0.50 

0.47 

0.31 

0.01 

0.01 

1.00 

1.00 

1.00 

0.99 

0.96 

0.87 

0.86 

0.87 

0.87 

1.00 

1.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.01 

0.04 

0.13 

0.14 

0.13 

0.13 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

Verovatnoĺa epidemije za date vrednosti ɾ 

Tabela 6.3 Verovatnoĺe nepostojanja/ postojanja manje/ velike epidemije za odgovarajuĺi tip 

poļetnog sluļaja, za koeficijent prenosa ɓ=0.0001, i stopu oporavka ɔ=0.01 ili 0.05. 

 

Za strukturu farme koju smo koristili u ovim naġim modelima, klase visokog rizika 

su krmaļe u drugoj polovini trudnoĺe, stare krmaļe, prasad i svinje u razvoju. Za 

infekcije sa infektivnim periodom od 20 dana i relativno niskim koeficijentom 

prenosa bolesti (ɓ), verovatnoĺa da ĺe doĺi do velike epidemije je nula, a samo 

ģivotinje koje su u kontaktu sa velikim brojem ģivotinja, pate od manjih epidemija. 
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Da bismo dobili procenu ukupnog broja ģivotinja koje ĺe verovatno biti zaraģene (I) 

tokom epidemije, simulirana epidemija mora da traje dovoljno dugo. Slika 6.10 

prikazuje kako se I, kao i trenutni procenat inficiranih ģivotinja, menja sa 

nastupanjem epidemije. Vrednosti parametara jesu ɓ=0.0005 i ɔ=0.01. Iako je 

maksimalan procenat svinja tokom epidemije (Ù ) upravo u najranijoj fazi iste, 

potrebno je mnogo godina da taj broj, tj.ukupan procenat zaraģenih svinja (I), 

dostigne plato. Posle 15 meseci, I dostiģe svoju krajnju vrednost od 90%, a nakon 3 

godine 95%. Teorijsko oļekivanje precenjuje ukupan procenat zaraģenih svinja za 

11%, i maksimalni procenat zaraģenih u jednom trenutku za 4%, za ove vrednosti 

parametara i strukturu farme koje smo razmatrali. 

 

 

Slika 6.10 Procenat zaraģenih svinja procenjenih na osnovu simulacija dugoroļne velike epidemije 

(ɓ=0.0005, ɔ=0.01). 

 

Slika 6.11 ilustruje procenjene vrednosti za I i Ù  predviĽenih pomoĺu stohastiļkih 

modela za razliļite vrednosti 2 . Svaka taļka predstavlja srednju vrednost pet 

simulacija, od kojih je svaka stopirana kada je poveĺanje ukupnog procenta 

zaraģenih svinja bilo manje od 0.1%, u periodu od jedne godine. Koristili smo samo 

simulacije koje su rezultirale u velikim epidemijama. PoreĽenja radi, prikazali smo 
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teorijske vrednosti za 2. Razlika izmeĽu dva seta krivih je posledica ļinjenice da su 

oļekivanja, zasnovana na 2 , podrazumevala homogenu populaciju svinja u 

direktnom kontaktu, ali i na tome da u populaciji nema migracija ili imigracija. Stoga 

smo doġli do zakljuļka da vaģi naġa polazna pretpostavka, a to je da struktura farme 

igra glavnu ulogu u ġirenju zaraze. Kako bismo ovo potvrdili, a samim tim uļinili 

primer bogatijim, implementirali smo celu priļu u model u kom su sve svinje u 

direktnom kontaktu i rezultat prikazali na slici 6.11. Jasno vidimo da je procenat 

zaraģenih svinja u skladu sa teorijskim oļekivanjima. 

Poredeĺi slike 6.10 i 6.11, dolazimo do zakljuļka da pregraĽujuĺi populaciju u 

diskretne grupe, smanjujemo procenat zaraģenih svinja u toku epidemije, i to za 

veoma zarazne bolesti. 

 

 

 

Slika 6.10 PoreĽenje ukupnog procenta svinja zaraģenih tokom epidemije ()ʉ i maksimalnog procenta 

u bilo kom trenutku (), dobijeno iz simulacije (otvoreni simboli) i iz oļekivanja zasnovanog na 2  

(popunjeni simboli). 
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Slika 6.11 PoreĽenje ukupnog procenta svinja zaraģenih tokom epidemije ()ʉ i maksimalnog procenta 

u bilo kom trenutku (), dobijeno iz simulacije (otvoreni simboli) i iz oļekivanja zasnovanog na 2  u 

homogenoj populaciji, gde su sve svinje u direktnom meĽusobnom kontaktu (popunjeni simboli). 

 

Naġ cilj bio je da prikaģemo kako navedeni jednostavni stohastiļki modeli u 

epidemiji, mogu biti primenjeni, pored ljudskih oboljenja, i na strukturisanu farmu, 

kao i da istraģimo i pokaģemo koje informacije nam on obezbeĽuje. Modeli su 

upotrebljeni onoliko koliko su zahtevali navedeni epidemioloġki parametri, 

koeficijent prenosa bolesti i stopa oporavka. Sliļno moģemo uraditi i sa parametrima 

bitnim na farmi, kao ġto je stopa kontakta, da bismo ispitali efekat poljoprivredne 

strukture na bolesti u epidemiologiji. Specifiļna oboljenja, ili aspekti njihovog 

ġirenja, su i u preĽaġnjim istraģivanjima bila ispitana upravo pomoĺu stohastiļkih 

modela. Kao primer njihove korisnosti, Bouma (1995) je koristio SIR model kako bi 

ukazao na vaģnost veliļine populacije u prenosu bolesti. 

Posebno u primerima, viġe smo se posvetili demonstraciji upotrebe ovih modela u 

epidemiji, ukljuļujuĺi i uticaj koeficijenta prenosa bolesti i stope oporavka na 

verovatnoĺe epidemije, broj zaraģenih svinja, kao i osnovnog broja reprodukcije, koji 

su svi ukljuļeni u istraģivanje. Verovatnoĺa da se epidemija dogodi uopġte, da ĺe biti 


















