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Uvod

Girenje zaraznih bolesti je oduvek preds
Ol eki vanoijvalotoe bj €j neaprobl eme za opstanal
kadajeupitanjunj i hov ekonomski [ drugtveni razyv
ima veoma dugu istorijuveoma velika d s t i gamten p#anju su postignuthla
primer, velikie boginjes u sada konal no us pkgnenjsevneet s
vakcinacije.Post oj e i mnoge druge infektivne b
boginj e, vel i ki kagal j [ tne tlissn w mnogink o j e r

zemljamauveliko pod znatnom kontrolom

| stragivanje o zaraznim bolestima uz pon

polelo je u 20.veku, kada e dr Ro s, k a
medi cinu zbog svog znalajnog doprinosa u
diferencijalne jdnal i ne za opisivanje prenosa ma
komaraca. Zatim su Kermak i MelKendr i k formul i sial i n a

prepoznat |l jdnfectveBecac\e @it é dizdv.eSRonmbeel (osetljiv
inficiran-oporavljen), kakobi z u| avardjie ifz®rirjfe S miebijanj@ u L o
kuge u Mumbaj u. Kasnije su -flofectexh | i sal i
Susceptible, tzv. SIS model (osetljivinficiran - osetljiv), ha osnovu kog su
formalno uvel i pkmot amdmndyp  ®dmpjbaesd u datoj
popul aciji, gto je predstavljalo osnovu f

| stragivanja u pkbhaatmopgofektuvnioimopholi |

opi sna, analiti] ka, Bikasnigae epidemgenje a b gan i t
teorijski pristup u istragivanju dinamil
mat emati | ke model e koj i opi siuugdnamikine hani :
infektivnih agenasaT i mat emat i | ki model i se zasniyv
ponaganj bolestrodlikama iafektivnin agenasa, kao i na vezi sa drugim

drugtvedhiommki mf f akt or i ma. Kroz kvantitatdi



senzibilitetsi mulnauwcmejrei,| kmag e mad i h &m poud @ ¢&
uvid u to kako se zaraen b ol est i gire, da nam ot krij
dinami ku prenosa bol esti i identi fikuju
prugili gto pouzdanija predvilanja i sme
kontrolu. Dakle, kvantitatwmai k val i t ati vna i stragivanj a,

primenjena na parametre model a, mogu da
kako bismo sprovel i i dphiliogtme aplonuizjdaa nii § tar adg
predvi Lanj a niaekspeoniejaut a s t uGkiajva gdinamik&k o mb i n
epidemij e, e p i, biestatistkeiokgoknep j tue @ r isjke h i zr al
znal ajno doprinetdi unapredhivasiiumaakejgi m:

baviti u ovom radu

Modeliranje zaraznih bolesti pokap je bogati di nami | an oblki k pol
perspektive mehani zama za prenos, ti mo d
iz matematilske uikeé us gpe knoideeé a, vi del emo da
model a bazirana na obi |l nim di ferenci

di ferencijal ni midjreudgmoagl irneadrea, pdivfoegrsanci j al
kagnijimdjleon e s u z&kstarosnigtikeur, erostornu strukturumnoge
druge modele. Dakle, sama analihet er mi miag teimlak ii h kje h mo d

usmerena na dob#mostavljene modele nj i hova regenj a, upor n
postojanjd stabilnostst b i | ni H orj eeg eordjl a &kdug el il isng emalce st
postaju endemska pojava, kapostojanjeist abi | nost periodil ni

opisujemo oscilacije u prenosu bolagtioj avu bi furkacije, tj.h;

Posebnu pagnju u svom radat bmapoblegi mbd

populacionoj biologiji poznatiji kaos t 0 h a3 mokk K i. On sl ugi pre:
modelnamenj en za i zr al un aavaaenkpje dowpderde padaa i nf
i muni teta. TakolLe se pojavlijuje kao pose

prostorne uticaje.

Linjenica da je iawvajanmoddlasz astpoplujlarci or
pravim kandidatom za sr ¢ i iuwoblastmapaputov og
girenja tehnil ke i novacije, teorije hemi)]j



Deterministilka verzija SI'S modela wuzi ma
koja moge biti regena e k dgmdmieerc biftirkaaje t akoc
(haotilnodkoponagagmjvay a veoma molinom kval
koj i smo vel Dalojre, pomajinust ohastil ki mo d ¢
deat hd pr oces a,iurniijnjg sg diskretrens @ostorrant. sanjgna
konstantnimvremenom. Obziromda sesswy | emo na epi destnjé u, de
processk oj e nam daj e br o] z a o fankaunviemeng, prin f i ci r
| e njupopulacija od N jedinki konstanthazima celobrojne vrednosp o | az e | i od
nule. Model uzima u obzir dve promenednosno dva stanjadooj i h moge dol
jednom stanjuinfekcijaiopor av ak. Osobine modela moge
sistema diferencijalnih jednal i mndeje koj e

broj promenlivih jednak ukupnom brojstanjau jedhom regionu kojima se bavimo,
a to je u nagem sl ulaju N+1.

Zadaliradbibi | o od znal aja ako bismo uzel:. u
modela do koje mogemo ndadliiin Hdtepepdenosa nal i r
deterministilki, ggltionenansi hdodo @ erzadoc i jnal
odrelivanje proporcionalnog broja infici:a
vremena koja je diferencijabilna, pa samim fimeprekidnaDr u g i nalin | e
ovalj deterministilKki models t dngergandgedénmoi r a mo
na iste diferencijalne jednaline, pugt aj

Problem u ovom sl uNajpojepsnhestiaji ggobinam
verziji.

Vagna | i ngjueraba posebno abrakh a ¢ jejteuta da sest ohaist i | ki
deterministilKki mod e | kvalitatikKao &tlagu
smo napomenul i, deterministilka verzija
tumalimo na sledeli nal i n: ukoli ko se br
praga, ta populacija Ile izumreti, K jaidok ak
neogramrébaojog nagleamo tkad a) gghremptatdise|f kK n,i
prostoru, pa kad kagemo da je populaci|

odr e L ematar inadrila ispod svog skupaednosti. Za razliku od njega,
st ohamsaddlkise zasniva na stanovigtu da, l
odnosu na prag, kako vreme prolgzopulacijal e na kr aJjasno, bvdleu mr et i
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postoji problem definisanja Avremena i zZL
poistovetisapragonzi det er mi ni sti |l ke verzije.

Dakle, pandan za stabil®t aci onarno regenje determinis

stabilnest aci onar ni m regenjem stohast.i|l kog
kvazistacionarna raspodela odnosno uslovljendineizumiranj@. Ono sed o st i § e
kada se izumiranje |javl ja isamog izumitanja i sl L

uop gt etaciokamnaagpodelge konstantna.Jedanoale | oga zadgto | e
jeste da jgpromenljivau zavisnosti od stanjdrugi razlog jeste da nam onatvari

daje podatke o preostalom vremenuida u mi r anj a o d Obziteenrde popu
je gustina nas sthnjaemstasjd in ermeozgluil lei tjainiopdr o n a |
izraz za nju, stoga Iemo se vodi.ti nal ag:e



1.St ohastil ki proces u

U ovom poglavlju opisujemo neke mostiohast.

za i1 zulavanje SIS model a. S poletka [ emc
mnogo ¢giru klasu stohamadélka h pirjoeciceaa e m
dobro doktazaokammzost, aefgkusimilkoskratno nkr aj |

SISSDakl e, u prvom odglejdinwsht eamand pi mg leis sj at
izvolenje zasnovano na atrzataanotofiveakeo prr et
odrelLene vrednosti sredi neTaik okdev a reinjoa npsret
numeri | ku il ustraciju zRrugbopdces Kojenavodinvor e d n o
i definigemo jestezarsestaenjeabgnpebbeamyl
prostor a, kao i za slul aj kada porekl o ¢
jedan od najvagniijih. Formul acija je zas
natalitetaco i mortalitetaQ, zatim na | i nj endogaidtiuda | e
konalnom vremenskdam ipeeri aspodel a stanj a
parametara ostati dugo vremena skoro kon
Napomeni mo da s entonvaad frsaksoprood eksaniauhdan 0 S | n
raspodelu, k@ggsenemge utvrdit.i ekspl i cildstracju Pr i |
pimeraUt r eloeml j keel emornuti i na stohasti|
oslanfnapmes ralanja i [wmor asnljua.ajRa zmaktardaa
jednaka nuliiikadadst i ge sam kalpadddattk un omsa vkorsaji u
navestii kod za generisanje modela u programskom modelu MATLZS kraj, u

| ®rtomodeljenjd e mo ompi §@aimanje znalajnu, kvazi

Definicijia2.1 St ohasti | ki proces je ®BMY,|lgde a sl u
je T parametarski skup iliskgpar amet ara stohastil ki h proc

Koristimo sledelu oznaku:

Bo 06 &.



U definiciij.i stohastil|l kog procesa smo r e
gde je T parametar ski skup. U slulaju Kk
zovemo nizomillancems | ul aj ni h promenl jivi h.

Posmatramo proces® & mipltl8 sa konA ni m i | | prebrojiv
vrednosti, gde fe skup vred¥noktB . (skup s

Definicija2.2Ni z sl ul ajnih promenl johov sezeve i st i |
lanac Markova, ako za proizvolinoivsft Q@ Q@ E Q vagiv. tz
markovsko svojstvo:

t] . verovatnola da s eoptrenctle s zajis sama aim) na
stanja u sad®ygmj emre torde sutaln @B RAQ. progl i m t

Kod ovih |l anaca postoje tzv.vertoguatt nol e
stanje u jednom koraku je:

AR 06 o o,

i moge da zavi si od vremenskog trenut ka
navedene verovatnole ne zhmdgene koodj in | kanp
podrazumevati u daljem radu.

Matrica prelaza za jedan korak je:

1A
n n 8
E

C
-
=x

i uvek je kvadratna, a sume po vrstama su jednake jedinici.

Ver ovat nol - upto stahj@um&orakazje: i



U |l ancima Markova postmag\we griaezmmoa ssatmeon j @n
korisitmo u radu.

Definicija 2.3Stanjew jea p s o r bakg jenl e 1 (odnosno, ako izfog stanja
u L em bilo koje drugo stanje jaul a, a k o-to stéinie rskmro sigurpo
ostajemo u njemu).

Obzirom da ih primenjuema ovom r adu, definisal emo |
(Random walk) i Braunovo kretanje.

Neka je X(t) pol od@dejjet: @¥t(lcer acYit Bregenluit|kiun
koraka koje naliynichefunjgemo: stranu,
“Yh B &.
Sada jje lpeswoigae X(t) u trenutku t dat sa:
OO YL & Y Yo Y ¢ VYa
Vagbdod moQ Bez gubljenja opgtost. pret
definisalemo Braunovo kretanje.

Definicija 25St ohast i kK Tpje Braurew kretanje (Vineroproces)
ako zadovoljava sledele uslove:

1) w T

2) Priragtaji su depa€i OniEvapm sdvae su
nezavisne slulajne promenljive,;
3YyZa proizvol jeaanoPdr itd aigd aij vagi



1.1 Jednostavan procesa L a nj a

Postoje tri pretpostavke na kojima je zasnovan@ ifve nj e j ednostavno
r arjaa

1. Nema pojedinaca koji umiru,
2. Ne postoje interakcije melLu pojedinci:
3. Stopa nataliteta b je ista za sve pojedince.

Dakl e, neka | e n (tenutkuvt.dJimaldm wmemengkonpinidrvale i j e
et por ast ukupnao gz bborgo j jae dsntoagn @dy dgk ged i n c a
povelanje ukupne vsepojedinacayo goo. Pabijamac i j e z b o ¢

E0 Yo &0 Yoo

Ukol i ko j e pol etéam ddrogndat ajneovmni@geanj e
di ferencijal hdatogaednal i ne ( ODJ

€0 Q.

Vel ilina populacije u trenutku t je prei
pol et na aistopa datalitetatb poznate.

U jednostavnom procestall a mj, abzirom da je jedini d «
razmatramo a L a,nsjeéina i varijansa se mogu dobiti direktno iz inverzne
verovatnole binomne raspodel e:



Napomenimo da je u ovom primesir edi na jednaka regenju
modela, dok varijansa raste kako raste i vreme. Specijalne vrednosti sredine i
varjanse dobijene pomol w sawé dédmiphapder mel a,

date u sledeloj tabeli

t He Jd4 d4 n(t)
0 1 0 0 1
1 2.72 4.67 2.16 2.72
2 7.39 47.21 6.87 7.39
3 20.09 383.34 19.58 20.09

Tabelal.1.1 Sredind , varijansa, , standardna devijacija, i r e g Bl() gagednOdiavan
proes rolenj &adasw tpid ,pl, 2, 3

Numer i | ka osog procesa @rkyzana je na slicilll, tj. vidimo tri
stohastil ke real ibzadi pig Tu @ katim paikazanaea d a s |
i odgovarajula ekspon@n@ijalna kriva rast

50

40

4]
L

Velitina populacije
o

=
=]

Vreme

Slika1.11Tr i st o h aasije jedndstavnag ¢ @ Ic ie sjakadagel a
© phd pid p.Isprekidanom linijom je prikazana eksponencijalna kriva masba Q.
Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology,
Second EditiosBhapman and Hall
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Tabelal.l 2 navodi slalappele) ka@dao seelri | i ne ¢
stanovni ka) iz @avaar gzzldinloistt aa v Mandsnpairoere|s
ovih podatakav i di mo da je vreme izmelLu rolenih

mali broj stanovnikaKakor ast e br o] snjaaodwoli &aAai, mMmogal]|

Vreme stohastil kih readiéacciajva su odir evleen
n o.
Akojey © T onda possttojdia nsotgouhlansot i | kanreal i:

utrenutkut, na pri mer za t=0, h,odny 8Mrods podel e
pokazuju da je mogul e duwtenuikiti0,1,2ik3d. obr oj ne

Realizacija 1 Realizacija 2
Vel il Vreme Vel ild]l Vreme
dogat a dogat a
1 0 1 0
2 0.138 2 1.764
3 0.407 3 2.174
4 0.575 4 2.269
B 0.755 5 2.390
6 0.766 6 2.664
7 0.943 7 2.839
8 1.173 8 2.909
9 1.463 9 3.044
10 1.511 10 3.095
é é € é
50 2.890 50 4.678
Tabelall2Za dve stohastil ke reaflalacj agey jveemestuawkioao

ra L ja sa stopom nataliteta b=mi p.

10
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12Proces ralanja i umi ranj a
Nekajew vel i |l ina populacije u trenutku n, g
[ b e so#nosnafOlla..iN} ili {0,1,2,...}. Dalje, N predstavlja maksimalnu
velilinu popul aciyVer av &tomalil en oma lsd rujl aajiu. u
oznal eni®@.Dodatno,® ™ QM wWiQ mza i=1,2,é , o
k onal nloanj us,lcug diePrejpasavimo da je vremenski intea €€ p
dovol jno mal. tako da se tokom njega | a
umi ranj e. Pretpostavilemo da su verovat nct
N 0 & ECATIENG)
wh da Qp
Qh ad Qop
P ® Qh ad Q
mh & Q@ Q phfQ p
za i=1, 2p,én , mza jIio.
U slulaju kada i mamo konalan prostor St
popul acije,: imamo da vagi

11



Matrica prelaza P za konalan | anac Mar ko
1 d 0 0 0
0 1—(by+d) ds 0 0
0 by 1—(ba+d2) ... 0 0
0 0 by 0 0
'[‘] '[‘] (E|' . 1— U}_.\:_; +dn_1) rf\
_D 0 0 - (')_.\.' -1 1— d_.\:_
Generalno, za konal an pirleit phesd ko g laano prao ¢
00bPO Q p,
vORB
tako da je P zapravo stohastilka matrica.
U svakom vremenskom intervaléle p,v el ipodgumai j e il i se po\v
jedans manj uje za jedan, il ostaje iste ve

ako je vremenski korak dovoljno mali.

Postoje dve kIl ase, {0} i {1, 2,¢é, N} u kor
| est o pdoknsu\svajoatala stanmr e | a z n apostojl iajgdmdivena

stacionarna raspodel a“vepridvatzéelz.,.U P’
slul aju konal nogmd@esmcae Mat kodati da se

popul acije javlja odnhbbisho kKag vagliet nog st

12



1210l ekivano vreme preostalo do izumiranja

O olekivanom vremenu preostalom do i zumi
jednom od naredinh poglavlja, s tim Hae m ovesti iaaproksimacije u odnosu na
vrednost osnovnog broja (stope) reprodukcije.

Ovde I emmekavestibitnije |injenice kako |
procesa. Naime,akajet oznaka za ol ekivano vreme pr ¢
populacijusap o] et nom v &lvidriomwart kol aa umi ranja sa
Ondajet m i sl edel athfQepm:i ja vagi za

T wp f Qp f p w Q p T . (1.2.11)

Ako je maksi malna vednda naa plopNlwagij ed & ojt

T Qp 7 p Q p T
Diferencijalngg ednal i na moge biti prikazana na s/
Q1 o Qt ot phE plthB . (1.2.12)

Akojek=N, onda vagi
Qt Qf o}

s tim da vidimo da koeficijenti ovih dif
god, kada je maksi mal na veloidlui zaa p ap ull aioni
primenjujemo da pronalemo U.

13



Dakle,
T 0y O, (1.2.13)
gde je F fundamentalna matrieasatrs mo oznal i |l i operaciju ¢tr
Ni sbet i Gurnej s u kobjinavedimou asnlad detlidjk it & arre
Teorema 1.2.1Pretpostavimoda je & proces ralanja i umir
4 p, zadovol | awvarg ulfih masdovell 2Qérnka
i=1,2,¢é,N. Olekivano vreme preostal o do i
v p &)E&) F] d
v QEQ P
T 3 v e PEP T
}; QEQ OED .o e
u GE & oeq ¢ ¢

Dokaz .Za k=1-1RednBWline (1.2.12) té¢seht rdagavaj L
bismo dobili formulu

Q
M
o

L
Q QEQ PEH v

€
W
€

zam=2,...,N. Druga suma je nula kadage2kTada primenjujemo relaciju za k=N,

S

14
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ii zj e chmean|deewrednostiza, dobi j amo sdtedei u for mul
p ®E @
T g GEQ °

Zamenomf u (1.2.15), formula iz (1.2.14) sledi.

Primer 12.1Pr et post avi mo da je maksi pracesma Vv el

ralanja i umk®d@nzaa,i =gld,eX ké®'A %Z,a z atli,, é, 2
su b i d konst an*cd imand rastipapliazije,ua kddajeld, j e b
velilina populacije je u opadanju.

Razmatrano tri sl ul aj a:

1) b=0.02 <0.03=d,
2) b=0.025 =d, i
3) b=0.03 > 0.02=d.

Ol ekivano vreme preostalo do istrnebljenj
T 8 ht jegrd i | ki predstalyl gansvafi sbidciova. 2
trajektorijezapr oces ralanj a i umi r anjad ,ak@jiao i z
takolLe u ovom primeru mogemo uzbx@025 u obz
=d( kada su stope ralanja i umiranja izjed

15
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250 — am s n m————
2200 /'”"'- 1 ./'j’r
B0 {1 = /
2 b<d g J bxd
5 100 1 &,1 4 1
85 -" | |/
0 f t-l
0 3 10 13 20 0 5 10 15 20
Potetna velitina populacije Pogetna velitina populacije
200 J— " AL
w — i 1
El T wls ) J
& a 1 5
%600 ﬁ
. b=d 210 .
é:LDD il g
200 _.‘r 4 =
0 - 0
o b] 10 15 20 100 200 300 400 300 600
Potetna velitina populacije Vreme
Slika1210| eki vano vreme preostalo do izumiranja poyj
popul acije N=20, i b=0.02 < 0.03=d, b=0.1
b= 0.03 > 0.02 =d. Imamo i tniajektorijez a s | ul aj kadada pa b=0.025 =c¢
1.3St o h a proceslrdstapopulacije
Zbog formulisanjaovog procesa a pr avi | i smo pretpostavke

ralanj a
pretpostavildi

y(t) data sa:

da

je y(t) vel

@ i 'Qy ko dadabijenao odgovarajii Gormu. Naime, ako bismo
ovde

il ina p

16



Desna strana ove diferencijalne jednalin
razlici stope nataliteta i mortaliteta r a L a nj a . Parametar | gpeedsiadjg
unutragnju stopu rast a, i K je i dal j e
jedinstveno regenje y(kbje)zaokm\mlmva‘lodaécﬁberbencijaI
Tozapravo znal. da velilina popul acije do
Dakle,zas t ohast i | kpir eptrpoocsetsa vrlajsatnmo s | edel e:

© Q ip W, (1.32)
za i =0, 1, 21, aghli (g, dveemenski intervaVdje izabran dovoljno
maIitakodazadovonavaNI'rﬁ}@&) Q p(vremenski interval
interval od €fE ). 1 z | e dn d)|sledicea (jle 3verovathkal a r a
verovatnoli umi ranja kada je wvelilina p
velilina popul aci je jednaka kapat,tetu

razumno je pretpostaviti da sui ‘Q ili linearne ili kvadratne funkcije po i.

Sadaazmatramo dva sl ul aja za verovatnole ralan

@w I Q—hQ i—hwQ npks o,
| QQ T p . .
(b) w - 0 i Q i—h"Q mplkgB h
U sl ulmglksi(mgl na velilina popul acije je N
raste kada je velilina populacije manja
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od K, dok je verovatnola umiranja rastul
(b), obe verovatrio e , [ ralanja ifumkciane¢avelielsiune :
Na slici 1.3.1 mamo tritrajektoriek oj e gr af i | ki prikazuju

slulaju (b).

h
=]

Velitina populacije
s &

Ed s
=]

] 300 1000 1500 2000
Vreme

Slika 1.31 Tri trajektorije koje poreded et er mi ni s tsitkoch as ¢ § édifejepcijalieeg e nj e
jednaline u <l udd@juf( bYW, rPOHigi® K=50, et =0.004 i
Vreme je izragerd 00 powelzaommjridanaS.Alen, An Introduction to

Stohastic Processes with ApplicatimnBiology, Second Editie8hapman and Hall

Primer 131 Navegli emo pri mer za slulajeve (a)
vreme preostalo do izumiranja populacije. Neka je r=0.015, kapacitet nosivosti

K=10, [ velilina populBbci pbeNF28no Gvaéme
do i zumiranja pop(b)lsaiustrpvani na slisi 11.8.2 aMoug e(neo) [
jasno uol i ti kako mnogo duge populacija

18



mll} 2
B = ]
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ﬁ-l-l ?_",1-||

o | ; |

Ej*’ g |l

2 5 |

S o 3 ol

0 3 10 13 20 ] 3 10 13 20

Pocetna velifina populacije Potetna velitina populacije

Slika 13.20] eki vano vreme preostalo do izumiranja po
zadovoljavaju slulajeve (a) i ( b) Linda 2S.AlemrAamet r e |

Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology, Secditidii=Shapman and Hall

Uol| inekevagni je karakterisitke procesa na ¢
granica stohastilekaowédli iglei kapmacp uledc injoe i |

ssanje izumiranja apsor buj Whle, nsdicahd e, a |
vidi mo da za vel e v &dpacitei nostvosti=b@ trajelktodje | e , N :
variraju oko K. Bk o L e, ul.3p r iankeor uj e maski mal na ve
udvostrulena na N=40 i K=20 ( rizufirafjd 75) ,

popul aci jvenagke pptauv esilau] aj u (a) o gpmPres| ul aj
izumiranja (koje moage poatsrpaojdeetlia bdviegioo ovart e
stacionarna za dug period vremena (kvazistacionarna raspodelap @goe mai v i d e
saslke 133 gde je rasppnpdelrpétmesrl®Watnol e
nacrtana kao funkcija vremena n=0,1, é, 1(
dostignuta za n=500.

Jedinstvena stacionarna raspodel a odgov .
stohasti | kom pphts Bts uKako gosl,tako je vreme preostalo do
i zumiranj a dovoljno dugo, oV aj proces

ver ovat nolzasnovanarsa mezdnaranju. Za veliko K,ividimo naslici
1.3.3da je sredina ove kvazistacionarne raspodele blizu K.
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y bbb 1 S I aas
RS T A I S S L L I S
god | | | g 06
o : H 3
zod 2 04 .
s S b
202 e R 2 02 = S ;

L oy 0 S

500 5 500 3
15 10 15 10
Vreme,n 1000 20 7 Stanje Vreme.n 1000 20 °- Stanje
Slka 13.3Raspodel a verovatnolie za stohastil ki proces

K=10, N=20 i® p. Preuzeto izLinda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with
Application to Biology, Second Editigshapman and Hall

Za generisanje raspod e lpestojvikodoprogramsimd e o v c
paketa MATLAB, koji navodimo u dodatku na kraju rg@alog 1).

l4Kvazistacionarna aaspodela verovat:

Kada | e ol ekivano vr eme do apsorpcije
dinamiku procesa koji se odvija pre apsorpcije. Neka ®  predstavlja proces
ralanja i umi ranj a, kojim smo se bavil:i
ne 06O "QhQ mipkrs h).

Defini gemo uslovnu verovatnol u,

ne 06 '@ mQ ripkhB h

20



0OOEIi ATA TAEEE OOI EAOOEéEEE |1
Raspodela 1} & N e&mMM & , gde smo satr oznal il i oper
transponovanjajefinij e se kao rasppdabVa véeogvaleded

Verovagtingluas!| ovl jena brojem stanovni ka i
(uslovno neizumiranje)Dalje, neka nam je data) ® , gde je0 sl ul aj na

promenljiva za velilinu popul adig e u tr.
00 "Q Stacionarna raspodela ver W&t nol e
dakl e, predstavl ja kvazistacionarnu ras
kvadz ekvilibrijum raspodele verovatnol e.
Jednaline kojegl€ldalujeasnvwednmonaaonim jed
izvodili za n £ . Takole | emomovgiedeot i i zdraa|l unat i

indirektnom metodom.

Dakl e, j ednal inmm& pkiavedene su ie dlentiteBa p
ORNE, gde smo matricu prelaza P definisal.i

Iz definicije zar , imamo:

ne p I
p N & p
ne p p N &
p NeE p nNe p
ne p p N ¢
P NE p neE Qe

21



ne pp QN ¢ —

Primenjujuli identitet

dobijamo sledelie jednaline:

~

RE pp Q& O R & p O QRE QAR &

(1.41)

za i =1,02,™®i\ ¢N,Tza’® phliB R .

Di ferencijal maj ej edldiad|memadigal nayj, izugeednal i r
dodatnog faktora koji dobimo mno genjécem. sAaAnal itil ko r e
stacionamhme rm@g@geame dobiti direktno 12z o
koeficijent zavi si od n, al i ga mogemo
metodom.

Dabismoapr oksi miral.i kvazist agiprocesab rPu, r aspo.
pretpostawi I,em&@Ekdavakentno t ome, kada se
smanij i na jedinicu, verovat notbkemdugog r anj a

vremenskogerioday er ovat nol a da proces ostane u ¢
je ovo razumna pretpostavka.

Uzi maj ul ij ¢ dcenal . .lypostaigr 1. 4
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gdezaQ plBh) pvagi :

kao i

n € p @w R € p QN ¢.

Nova matrica prelaza odgovarajule aproksi

[1— b do . 0 0 ]
by 1-— [E22+a’3) 0 0
~ 0 b2 - 0 0
P = : : : : :
0 0 coo 1= (by—1+dn—-1) dy
| 0 0 e b\ -1 1— d_.\:_

gde je0 podmatrica matrice P, kojoj smubrisali prvu kolonu i prvi red stavili da
eQ

Proces 0 ® | gde jen¢ p Ont¢, |jest e i @enadediasivdna n

stacionarnu r asihof e ugdevienT o i &thhm’i e
definisanu kao:

23



rZ 1 :m rzZ . rZ
n & —=n, | B n p. (1.4.2)

Primerl.41Apr oksi macija kvazist aadjoen au meer e lasm
s a kvazistacionar nomn rkada perd0eD15pkapaciee r ov at

nosi vost. K=10, i velilina popul acije N=
Kvazistacionarna raspodeld)® je dobijena iterativnom metodom primenom
jednaline (1.4.1). Obe raspodele imaju d:

ali kada je N=10 i K=bonda se ove dve raspodele ra
vrednosti blizu nule (slika 1.4.1, (c)).

Sredine i standardnéevijacije kvazistacionarne raspodeig ilustrovanena slici
1.4.1 pod (a) i (b)), jesu sledele:

@': 8o, : MW
)"« T - oPpXp
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02 02
o
0.15 (2) \&‘ |
o { I Y i
B Y E
g 01 / \ 1 4
= =

N

0 3 10 13 i I 3 10 13 20
Velitina populacije Velitina populacije
02— - - -
7

0.13}
T (c)
G
[=]
801
o
= 003}

0 2 rl 6 8 10

Velitina populacije

Slkal4lKvazi staci onar na A (auaglioid)g dpaksimienakwazscionarhae
raspodel a fv(ezrnoavka t chiojl @mant a) , kada je r=0.015, K=1
(c) je r=0.015, K=5, N=10, gdejo i fiQ i"Qf. Preuzeto izinda J.S.Allen, An Introduction to

Stohastic Processes with Application to Biology, Second Eédftf@pman ad Hall

Neke od razlika i1zmelLu stohastil kog [ (
pomol u prethodnih primera. Procena ol eki
populacije,t , kaoive ovatnoi a i zu miiogr‘iamj @ spwegmal aci j
vagne u stohastilkoj teoriji, dok u det el
Za velike velKilirzea pepulkaciNj,e,kao i dovol
deterministilKki mo d e | j e u mnogmnepool j o]
kada su K i N mal i. Ova prila je ilustro)
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; 0.06
| M
1 i I I . Dl}j' |III IIII|
i I
0.8 i ' {9004 f \
0. i i i E | |
0 . i R 0.03f | \
'2 -"-\_‘ | | E | \
0 v L8002 |
0 gﬁn— I . .'II I':
. .0 ool / \
1000 - 50 / N
Vreme,n 2000 100 Stanje 0 W 40 60 %010
Velitina populacije
60
30} 1
i
g 40}
=
&
8,30
;
f‘ﬂ 20
~o10f
0 300 1000 1300 2000
Vreme
Slika 1.42St ohastil ka raspodela verovatnolia za n=0, é
stohastil kog procesa rasta su uporeleneigza sl ed
phYo m@8t mhr

O vt prmhdnm v & (gornje dve fi gu ilierddine ovaadveonbodelas mo u p
(donja figura).

Preuzeto izLinda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology,
Second EditiorBhapman and Hall

26



2. Formulacija SIS modela

Modelk 0j i m [ emo se bavi t odelnepidemijisNaime napivh ast i |
SI'S potil e od (csalljgego sgotboe p(oXd)l opjonset aj u zar a

(1), al i ne razviju I modmahperovo daase aanazep por a
SYYS.Tajopritajeni o period nije ukIljulen
inficiraju s u takolLe zarazni , tj.oni m

pretpostavljamo da nema vertikalnog prenosa bolestyt o zapr avo znal i
preneta d majke na njeno meo L eno det enemaopdjedmaca koji st a

rolLeni zarageni, novorolenlad pripadaju ¢
Ukupna velilina popul aciohzeomdap eajpe okonot &
jednak broju umrlih, S+I=NDijjagram na slici2i | ustruj e prelaze i z]
Sil
pememmmseecscaaceaas
1 s I
L} e
W N
Slika 2 Di j agram Kkoj i ilustruje SIS model u epi demi
verovatnolom bl /N i inficiranio plogjuendei nlaicnisjes )ap ovre

ra L @& humranja su jednake b (isprekidane linije).

Neka je vremenski intervaltlé p dovol jno mali, tako da
dogalaj uUu njemu desi. Dakl e, [ podl og
pojedinacser a Ll a (odgovarajuldi pojedinac umi r e
inficirana osobaoporak o d| pgpadi nac postaje inficira
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Konstanta b | e b r ogd stianejedneaikficirang osobe t(iv ar e n i

podl ogne) , ikfek¢gijom tokereveemenskogantervalale p . Samo

bS/' N ovih kontakata mogu rezultovati no
infekcija | ini | i tavu kl asu i nficiranih
Osetljive i inficirane osobe se rode iliumrusae r ovat nol om b, dok

osobe opor ave S a verovatnoiom J.

21Det er mi ni sti | ki mo d e |

Razmatramo dinami ku deter mi niNekaWYY|iKbog SIS

oznal avaju br o] osetl jivih i podl ogni h |
trenutku n. Dinamika’Yi Ot ok om vremenskog interval a @
sistemom diferencijalnih jednalina:

Y Y — 00 T (2.1.1)

) — ) p A r, (2.1.2)

gde j e nzatin)Yl m?0Q émi’y O 0.

Na primer, broj novih osetljivih pojedinaca u trenutku n+1 jednak geim
pojedincima koji nisu postali inficiraniy p T "OF0 , plusinficirane osobe koje su

se opoDpusnlogorolen| ad i DORt @ajsenowdi cb e mhn
kl ase osetljivih jednak | e wYzag ugtpmds mg n
pretpostavili da je ukupan broj stanovnika konstantan.
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Parametri su pozitivni i ogranil eni i zna-

Moge se u¥l| 1Ot . Ddla, dgvajno je razmatrati samo diferencijalnu
jednalQ nZame'pabj (O] dobijamo:

w0 O x
(0] O — p w T
0
Op I @ - (2.1.3)
Zbog pretpostavki koje smo uvel. Zza par a

jet O Ohsve vreme. Postoj e0 d@§a din@dlsBinant(n a
Ova regenja su poznata pod nazivlm stabi

0o O i za ni h j e nknenjaulsaveemeéensnm.i | no da se
Dakl e, nagi ekvilibrijumi su:
D n [ D06 p — . 21.4)

Moge se poka2zl®)tdanjegava dnandka favisji od paramétraoji
i emo sada def i ni s ashdvnibrgjreprodukdije: pod nazi vom

v — (2.1.5)
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ParametatY i ma epi demi ol ogko tumal enje. Nai me,
i j e d a&m i zarazni pgjedinac se uvede st anov nY @Qredsétavlja t ada
prosel an br oj (Ubs pteogknoinh pkeornitoadkat ai nf ekt i vn
rezultirati novim zaraznim pojedincem.

Ukoliko e'’Y ponda | ednasobadaorvaogjleinado vi ge od
infekcije. Ako je paKY p,ondaj edna zaragena osoba dovoc
nove infekcije.Napomenimo i to da je drugi ekvilibrijum @2.L.4) pozitivan samo
akoje’Y p. Moge se poKk¥azm@ pbrida j@ioag‘,'d') & ka @ko jee

Y p, onda jeiODE"(]') O p pIY , gde je granica za drugi ekvilibrijum data u

(21.4).MagnitudaodY odr eluj e da I|i epidemija i dal
postaje endemska infekcija.

22St ohast il ki mo d e |

Neka diskretna sOolzajahaver dbmemnl jobvoal el i h
infektivnih u trenut ku n. FO jestet skup st an
riplet8 A . Matrica prelaza H e defini sana, izveli smo
trajanje epidemijet , kao i aproksimacijuz a vV er o \psotpcij@ khu a
(verovatnolia da epidemija izumire ), koj:
Pretpostavimo da je interval et dovoljno
vremenski interval ¢ p) postoji naj vi ge j edna P

promenljivoj 'O. Ako je'O Qonda® moge da se pr elmkdai [
ostane u istom stanju i.
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Ver ovat n oujednom komksa:z a
‘ . A B I ©)
n  v° Q psO "Q 5 g
n r 0O MpsO Q o 10
1 IR o, iy T "ﬁ !Q 5 ,
Ny 0O @0 Q p —— w [ Q
p Y w0

za i =11iX, énakojeQ Q phdIQ p. Takole wi dippmo da
odnosno da j e nul th\a tsrtiacna ep raeplsidozrab uj uiinea s

1 (b+7) 0 . 0
0 1—-1Li —(b+7) 2(b+ ) . 0

0 I, 1 -y —2(b+7) ... 0

0 0 0 . N+~

0 0 0 . 1-N(b+7)]

gdejel A® © 1 Q p.

l z matrice prelaza mog§embpltohl i Nuitakldsa p o st
j e aps oprebstaja sthng suisva prelazna. Da‘kol§ﬁ' N phtB

Na kraju se apsorpcija javlja u nultogstanju, gde nema inficiranih osob@vaj
model jsd odlaispraebukastenzd p.
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Neka je
O ¥ 1@ Wi o1 0Q

Tada je

@ QM wor W O iYo® @ ,
gdejeiYo 1 ® [ miov — Op pryY.
Vrednost koeficijenta nosivost.i K predst
modela, jednakos2(1.4). Ako je'’Y p, onda Wa drijedino u i=0 su
ove dve stope (nataliteta i mortaliteta)
zZa i zvraanljuen ar as podel e dok padroatrieut koja [oggovapa( n
prelaznim stanji ma mo g e mo i skoristiti
epdemije, T "Q gde je F fundamentalna matrica sax s mo oznal il

operaciju transponovanja

Primer2.2.1Pr et post avi mo da | e kamilda duivradaostip o p ul
parametareb =0 . 0 1, b =Y. Q ®ké& 221 ,prikazuje grafik raspodele
verovatnol & p(nhakaidaoljeki vano trajanje ¢
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2

o

(3]

N w
()

Ll N

s 4-’.1.‘_ d

Verovatnoca
[ — B — Y — T —
Ocekivano trajanje
—
-t )
— g

@ b3t
<
LA

1000 s0 0
\'tEmE, n 2000 100 Stanje 0 20 40 60 80 100
Pocetan broj infektivnih, k

Slka 221 Raspodel a verovatnol e p(@®)pizaol mk0 vaAnéd, 2t0r0a0
epidemijet predstavljeno kao funkcija ‘@oQ®arametgzabr oj a |
SI'S model jesu B¥0¢01, b=0.0025=92, i

Preuzeto iz Linda J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Processes with Application to Biology,

Second EditiosBhapman ath Hall

-

Dakl e, k atmvamgptnaslig 221i, | moge pr ol i mnogo Vvre
se epidemija zavrgi, posebno u slul aju
poletnog broja iif QciUanim mestqudpidemiea c a,
bolest postaje endemska.

Ako je N dovoljno veliko i ako je k dovoljno malo, SIS modelrs® g e ponagat
slil no bleakopal wi model slulajnog hoda (
apsorpcija stm vielrio vdaat nvaepogtape vefika i ostgeivelilkkami j

dug period vremena (postaje endemska).

Verovatnol@ mageorsecikjoe i stiti za izraluna
epidemije (kada vrednogt ¢ Q¢ ¢ i 0O,¢rikazamo na slici 2.2).
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U sl il ajad, ver@adtan ojlea apsor pbiejs&omnal modek| pt
hoda je data sa:

~

N Rd N i pha @ 0,

gde je g verovataooipd, pr @l aza verloeao npol a
(afio p), i k je poletna pozicija.

U SI'S model u, verovatnoild)y paeVarealazat hel a
udesnojedatasa™ @ Q0.

Za veliko N,

Iz modela polbes konal nog slédudaajjne gv duoabeattne ol a

postane duattvar Lpahetnom vrednogl u k i nfic
nn pI Y
Sumirajuli sve, dobijamo:

ne& pPY MY p iné& pod p.

Na slici 2.21 imamo da jO p Qi'Y ¢ pa verovatnola da
opstati je aproksimirana gY pI¢. Tak oLl e nvé dhstenbazo db &% i
ostaje aproksimirana konstantom. Poras€ nakon dostizanja Y2 je veoma spar,
proselan broj puta u prel agiedap T ((kkar aci ma
22 1) . Ako i zrazimo vreme u sekundama, (
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epdemije iznosilo oko 800 godina pri menj uj ul i kvazistaci i
aproksimaciju procesa.

|l zvedi mo jednaline za us|! @givprimenjueraosipodel u
stohasti|l kom model u.
Neka je
ne p
Odatle sledi

neE pp wilnNe —_— .

Aproksi macija za stacionarnu raspodelu q
kada je jedna osoba inficirana,dsoba se ili ne oporavi ili ne porodidnosno nema
reproduktivnu sposobnost

Pri bl i §tacenarkasraspodela pvedenau pr et hodnom p,ogl avl
O NnNj o] negto vige malo kasnije.
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3.Stohastil ka difatBhcij a
za SISmodel

U predstojeliem paedgloakadsijtdiilfdeerfd mdisjajidzermeo | e d
SI'S model , korak po korak, kako bismo |
sadr.gaj a

Koristimo sledeli zapis diferencijalne |

QO 1 WO ¢ [ 0 Qo (3.0

gde je o9 stopa kojiazlmer eddtha vilajke nQdionjf eks

predstavlja mali viemenski interval Kor i st i | i smo jog I ozna
Q) koja u goevweomr s dh asgaramo nmtenzidna prgngne koje
nastaju u ovom intervalu i3l1koje smo upr a\

Najpre razmotrimk oef i ci j ent prenosa iblokemt modeluu
Defi ni s al sapwpo Bojpj skaki pojedinicma potenci jal nu mo
kontaktom inficira drugog pojedinca i tako mu prenese bolest. Naravno, ako je drugi
pojedinac podlogan infekciiji. Tako dol a:
ovom intervalu:

I " 00Q0

ajedna zaraghbdlai niindp otiedrnuai j al no zarazne
drugim individuama. Ukoli ko Dbismo pretpc
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deluje istovremeno na svakog pojedinca u populaEpabismo prane nl j i vu b
zapisal: k a o sil, palbigbjp mficiraquhrosobeepastag: i v u

Qo Qo, Qd,

gde jed O standardndraurpvo kretanjeZ a me n jbulijt(8.1) sa
Qo f Qo, Qd,

dobijamo:

QO YOO T Qo, Q® ' [ QO (3.2

Znaj ul i"Yad a'0ov aly dobijamo SD¥a "00 u obliku:

Q® ™ 106 r 1r®Qo, v 0 Q6o (33

Zbognarednog primerd o k azal emo sl edei u teor emu

Teorema3.1l Ako je
lY h 'Y - - - p I ” - (3'4)

onda za svaku pddretOrumi vr ede@esnjleke st oh
di ferencijal (38 jseed npaolnianjea KDaJo

adaspeT® [0 1 @, 6w (3.5)

t, 00O eksponenckiaj anluna ,t es(kior o sigurno. Drugi
verovatnolom jedan.
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Dokaz.Pomoi u Itove formule i mamo da vagi

i@ 1i\@ _ Q0o Qi _,0 O Q8i, (3.6)

gde je"@a © g definisana kao:

MQw T0 7T Tom, 0 o. (3.7)
MeLuti m, p(84)iztesrdme 3,Jonamo da je:

Q0O Fo r m™, o0 I, 00 m, Oi

za'O N 1) . Dalje, iz (3.6) sledi:
lfT@ 119 06 ¢ m 0 o _ ,0 "G Q6i. (38
Ova nejednakost implicira:

adaspET 10 1 @, 0 §'060q , 0
‘O Q8 fidg3.9)
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Imamodar a g i i

c‘%"ﬂdc’)%} 5 O Q8i  Thids

stogasmaz(3.9)dobi |l i geljeno tvrlLenje (3.5).

o
Primer 31 Pret postavilemo da je jedinica vre
popul acije izragena u jedinici j edan mi

Pret postsdwidiedmo parametre sistema:

~ ~ ~

I mMho pmnm ¢mf ¢, Tmrov

TadaSDJza SIS model3.3) postaje:

QO® "0 v MO Q0 Mrtopw M0 Q60 . (3.10
Oznalavajul.i nyair erdjnaun irm zil 2 rkaul Lrmavanj em,
: 8
Y — — — — pPpppT oOp,
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i daje, TMImp ¢ v T,V

Mo g e mo z a,kpob rhalopre navededopteoretll, za svaku pol etn
ot ON mp T r e § ezadowwljavd Dslov

[N DEc’ié{D [0} PP chi Qéil QoI ¢ €

Tobizapravoz nal i | o da br 0@ eikrsfpiomierncnijhal oo it a& ¢
verovatnolom jedan (skoro siguran dogal aj

Kompjuterske simulacije na slicB.1 dobijamo pomb u EM meteda ( E

Mar uyama) . P o drezgltate vepma jashdustiujy ieumianje bolesti.
— Stchastidld | — Stohastitld
80+ —— Deterministitki 25 - — Dieterministitki
60 204
13
40-
104
204 M 'I /
5
|
1 L 0 Z» b
0 2 i 6 8 10 0 ) i 5 g 0
(a) (k)
Slika3.1 Kompjuterska simulacijautanjel(t) za SDJSIS modelaZ.6),kao i odgovaraj ul eg

modelad obi j ena EM met odo¥h metarpvleoi i sheimi kpola&ane vr
1(0)=90 , i b) I(0)=1.

Preuzeto iz A.Gray, D.Greenhalgh, L.Hu, X.Mao, J.Ra8tohastic Differential Equation SIS
Epidemic Mode] University of Strathclyde,Glasgow, Donghuailgmsity, Shanghai, China
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Primer 3.2 Tri trajektorije za SDJBIS modela prikazane su n&sB.2. Pretpostavili
smodajest opa nataliteta ariOh 2bsolzaathkom et DY :
2=0. 25, b=1 i ve00]| i Pal pded(D+2&aii gsrovnN =

odnos reprodukcijer .

Broj infektivnih

0 3 10 15 20 25
Vreme

Slika 32 Trajektorije za SDEIS model, sa gore navedenim parametrima.

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models,Texas Tech
University,USA

Kod programskog paketa MATLAB koji generalizuje ovettajektorije se nalazi u
dodatku na kraju radgrilog 2).
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4. Modeli u epidemiji sa promenljivom
velilinom popul aci

Pretpostavimo da broj stanovnika N nije

zakonom o rastu stanovnigtva. Davabi s mo
pretpostavka mora biti dovedena u vezu sa stopom nataliteta i mortaliteta
stanovnigtva koj e zavi s eZbo® dednostavhostil i n e
pretpostavimo da stopa nataliteradrta | i t et a iobflaj u sl edel i

a( N) =bN C0 o, i
gde je) stopa nataliteta, 8 OOT PA [ 1 GQAI BulkdupAn a vel il i
zadovollavas t o h aditfiédkernci j al nu jednal i nu:

— _0 0 obp -,

gde je K>0 kapacitet nosivostPostoji mnogo funkcionalnih oblika u kojima
mogemo zapi stthi modaitetg) @ sam &hboabi frebda zavisi od

dinamikeodre ene popul aci j.e koju model iramo

Na pri mer, kod g i virashiln maragak u populachi aglodam,n j a [
pretpostavljen je stohastilKki rast [ ond
ralanja i umi ranja zavisna od gustine [
pretpostavka rasta se .ne moge uzet.i u ob:
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350

300¢
RO=2
250F
200f
150}

100¢

Srednje vreme imumiranja

50t RO=1.5

- e S DL Bl o Sl b e ek ol ek o e
.’-"

-

D i i i i
0 5 10 15 20 25
Potetna velitina populacije
Slika4.10| eki vano trajanje SIS epi dve mpdj(eéd =sld 3y e loi=|1li/ rBo

b=1) ,Ykagob+*1/4, o2=1/4 i b=1).

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohastic Epidemic Models,Texas Tech
University,USA

DeterministiKki SI'S model u epidemij.i for
pritomnavedend i f er enci jalnu jednalinu.
Opet, zbog jednostavnosti,r et post avi |l emo da nema smrt.i

kao i da nema vertikalnog prenosa bolesti. Swaoa oLen| ad su osetl ji
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Uz ove pretpostavke, deterministil ki SIS
QY vy | - T"Y"O 5 10
Qo6 =-- Y §'"o°
— -0 =YO0Or 0 (4.2)

gde su S(0)e i 1(0)>0.

JJdnostavno se pokazudiferendjanihf edenan] enavegve
osnovre stopaeprodukcijeY T | .

Teorema4l Nekas u S (t ) i | (tl) regenja model a (4
i) AkojeY p,onda jed "Qdro HOO o .

i) AkojeY p,onda jed "Qdro HOO OTYHR p pTY

Zbog toga ¢gto vagi Sdicfaltorski( t ) =N(t ), ovaj [

Kao gto smo mogl. da pretpostavi mo, pr o
rezultuje porastom promenljivosti u broju inficiranihoba. Kao na primer, neka je
koeficijent prenosa bol esti b=1, stopa

koeficijent nosivosti K=100. Tada je osnovni koeficijent reproduk¥ije 2.

Na slici4d 2 smo uporedil:| St ohasSiSirmokela sadi f er e
konstantnom vel jl iMoInDOpopsuad asitjodhastil| kor
jednalinom za SIS model u epidemij.i sa [
Jednatrajektorija je za SDdnodelu e pi demi j i protiv navede

regenj a.
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@
140 -

120 Ukupna velicina | ]

L 1 gy g S S S

80 y

Broj infektivnih

60 Veliina inficiranth |

40

20

Vreme

®)

120 Ukupna veliina | 7

Vreme

Slika42SDJza SIS model u epidemij.i (a) sa konstantno
promenljivom velilinom popul acij e, N(tY) .2 Vrednos

Preuzeto iz Linda,J.S.Allen, An Introduction to Stohdsgitlemic Models,Texas Tech
University,USA
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5. Vreme preostalo do izumiranja (istrebljenja)
populacije

Ka o gt o s mo v eeine do pigirebBenjapdpillaciie jve st e as | ul a|j
promenl jiva ksaj,uk oojzan a2z awiasno od pol etne r
kada | e pol e(0)nenaka &vwztacriodnarhopraspodelj, tada ovu

sl ul ajnu pr omenlfj, &sau kadazj;mXd0)=aWkalikoadolaziao

apsorpcije u trenutku t, onda je vreme preost istreblienjznaj vi ge |j ednal
dok je stanje procesa X(t) jednatka} nul i
i{® 0 T ekvivalentni

|l zralunavanjem verovatnoia za ove dogalaj
P{t o}=P{®w0 m@=n 0.

Najprei zu| atlv.afmg e mo pokazat i d koja raausipvandae | a p |
neizumiranje itka §vazstacionarnoj raspodeli saomstom vremena. Ovo se
odnosiina proizvoljne poletne raspodel e koj
stanj a. Ukoli ko proces traje duge vremen
onda njegova raspodela zavisi @proksimacija kvagtacionarne raspodele.

Daligi zvodi mo formul upza verovatnolu stanj a

s i~ ,
I Qn'lyoh 1izm N,

gto u stvari znal i da verovatnolia proiz
stopom.
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Regdmejdenal ine je dato u sledeiem obliku:
Th 0 AQ
lzove jednaline modkompadaval uaaai:pol et ni [
Afo Qo
nm T

|l ije j:e regenje

no p Q

Ova dva izraza kombinacijidajr e genj e Kol mogoMoyemqg ed miail
jednostavnog r e g e ekpphicithogmabziront damenarao nikakav
eksplicitni igraz za verovatnol u

|z kvazistacionarne raspodeteo g e mo  d ol i dromazkspohenaijdink a d a
raspodelu sa ol ekivanjem

Stoga vidimo daje raspodelar pot puno odr el ei.aRaspaealao vat noc
vremena dazumiranjatje,uodnosunanekpr oi zvol j nu pzandtn®t nu r &
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kompli kovanij a, a neeki uvid u nj eno p o
ol ekivanj abrdd dpemprotes r alanjod ekki wminj &n js
ekspicitno odrediti kada je X(0)=n

5.1 Aproksimacija preostalog vremena do zumiranja za SIS model

Kao gto smo ranije rekli,il istrebhemaet izpr eost :
kvazst aci onar nost.i procesa ralanj a sai umi
apsorbujulim stanjem u osnovi, i ma eksp
O pfQn

TakolLe smo rekl:@ da je preojednakdsaO vr eme d
pfQn . Aproksimacije ovih olekivanja za S
Preostalo vreme do izumiranja za n stanj

O O h & 1R8N (5.1)

gdeje’Y definisanosdY B i hx miple plthB AY, za

U ovom poglavlju [ emo predstaviodtiOodvoj e
u sve tri parametarske oblasti d o k | e mo a pO & k phdatiaamo jau z a
parametarsku oblast u kojoj}é striktno iznad jedinice.
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5.1.1 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja kada jed striktno iznad
jedinice

Navodimoaproksimacije za kvagit aci onarnost ol ekivanog vV
O ,kaoiol ekivanog vremena d©® ,upalametarskap j a 2z &
oblasti u kojoj je’Y  p. Aproksimacijezavel i |Initageedas u ogr an-i | ene

vredrosti koje su manjegredaodNak ol e | emo navest.i poj edn
O ,kadajenmanjegredaol,iposeban sl ul aj kada je n=1

Navedene rezultate objedinjujemo u sledel

Teorema 5.11 Ol ek i v an o reme doozaniranjaa SI$ modelu u sl ul aj |
kadajeY pilOHse aproksimira najsvVviema| kadal
pol et nstaciokarnast® )ikada za poletnu vrednost
osobaQ ):

0 — 4 —— Y pf 0 H (5.1.1)
ox A — p Ay ot &0 F tMHOH (512
ox 1 ——p — Yy pit UG fp MO W (513
0 x U Y PR O KB (5.1.4)

Dokaz.U teoremi vidmo dazraz 6.1.1) pokazue daa pr ok si maci ja za
vreme preostalo dazumiranja populacije iz kvagiacionarnosti eksponencijalno
raste sa N kada j¥ p, kako je nmzaY p.TakolLe je znal ajno
vreme preostalo do izumiranga stanje n,f , sl ul ajjniavaprloimeinl! pol
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(lokacija) sl &®b,zammlke vrednostinddda® a m.jRazlog za

ovakvo ponaganje legi u linjenicisada je
moge za male vrednosti N posmatrat.i kao
izrazito razlilitim olekivanji ma. U slu
apsorbujul e stsaamjwe roo pf¥tdined dsnaz ck,o mp| e men't
ver ovabpnpry dost i s k u gde lvazstacipnarna ragulela opisuje
svoje pogudagamej el eki vano vreme preostalo
l gnori gul i vreme preostalo do izumiranj a
dolazimo do aproksimacije 78 pomoil u v ep opf¥a,tpmarinedo ene s a
ol eki vani mrepenanads izuaniranjanz kvatacionarnostD . Mo g e mo

| ak o u oddnos dve apraksinazijé.1.1) i (5.1.4 datsaO ¥O x p pXY,

gt o | e goresGtoo ksaeo tii | eateaudd.® k s infrauc isjue i zul av

Barbour iAndersson.

Rezultat koji je izveo Barbour pokazuje da, ak66@ z nal i mo preostal o
izumiranja, onda

IO{iaﬁTfQ"Y ® expwh (5.1.5
gde je
9 1t a1 _ _gpa 2 Mt s T 5gg
1 1 1 1 1
Parametri| ;fi Hff [iT [ su povezani sastopamaprelazaQ na sl edel i nal i
5 \ 2 3 ) 2
W & TE= Q ¢ [[— (5.1.9

Sada mogemo parametre koje je uveo Barboi

|, oh|, Q[ oh'[ 08 (5.1.8
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Zapravo, OVO nam samo govor.i da se Bar bc
modelu, gde stopa infekci@ i stopa oporavk® pokazuju gustinu zavisnosti.

Prva tri faktora koja se pojavljuju sa desne strahé.§ je lako oceniti za ove
vrednostt B r bour ovi h parametar a, dok za | etwvr
doLemo do njegove vife 0 Dektninm ybacivanjer gore aj u k
navedenih vrednosti parametara, osilh d ol azi mo doetaaklij uflakkat
mo g e mo znaap i ssl aetrdizeliii n :

o (5.1.9

Granica za ovaj faktor, kadd@ © 0, jednaka je sa

exp p - 8 (5.1.10
lztazzdQ mo gemo zapi sat.i na jog jedan nalin:
<, 2_ ’ 2_ I
Q — - exp p - : 001 ——exp»piO
(5.1.19

Bar bourov r ezul Ya tpjesdeada jk mspadela za vréime ipreostalo

do izumiranja™¥ za proi zvoljnu poletnu raspodel u
ol ekivanonpfQr ednosmogemo uporedit.i sa na
da,akojep ol et na r as p o dtaclorarngj, ertlanja taspoddlaizd 2 ig
eksponenci jvanjenmaproksisieanino &6 k)i
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Pomoi u gore nave@dwmegnoi prokaaz aza da | e Be
pFQ jednak sa nago®mlhzm0Oo ko@aiinmgednpsouovom
s ulaju zbog bol jeg r azumeokauuyanalogn®r eost al

o

5.1.2 Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja kada jed striktno ispod
jedinice

Teoremab.1.2 Ol eki vano pr eost aluoSISumodelme udel ukz am
kada jeY pi0 © Hy se aproksimiusd apesi maekadaa
pol et nstaciokarnastQ J)ikada za poletnu vrednost i
osobuQ ):

0O —x -——h'Y phlOH (5.2.1)

0 x -1 'Y phoo H (5.2.2)

Napominjemo da suove apk maci je za ol ekivano preost
populacije nezavisne od N u ovoj oblastakle, kada j& p, ddk u prethodno

obr al eno(kadaoje2l apt ii mamo da odgovarajule a
eksponencijalno sa N, kadaje p.
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5.1.3Aproksimacija preostalog vremena do izumiranja u prelaznoj oblasti

Teorema 5.13 O]l ek i vano emedd @uniranja o SISYmodelyprelaznoj
oblasti s e aproksi mira na agjkeedehbi kadhi nvagiu

kvazstacionarnost©Q )ik ada za poletnu vrednost I mam
(O ):

0O — -MO0”h” UphioH (5.3.9)

0O — - -0é0Q0O” h” Oph0Oom (5.3.2

Go se tile prelazne oblasKao mogyemool ki
vreme preostalo do izumiranja zan stapjafr ast e pr i | salnrRazog j al i n

zaovupojavujg asnovan na nagim r e 2ufedaldt dokna Kk oj |
je % redal 1.CSamim tim, relacijig®% B N % implicira da postoji n

vrednosti za koje j@ barem reda/. , a to opet implicira da je odnd$ 7%

barem red#1. ¥1 1. a ove vrednostin. Odnés % | e, na osnovu heu
zakl julivanjanet ar skvee dbliasgar abi ti veli

ogr ani |.@ntbukdaedharametarske oblasti, kad2je pikada je2 P,
dok u prelaznoj oblasti raste zajedno sa N.

Dakle, ovaj odnofmama k si mum kao funkcija poza,, za
fiksirano N, iovakvgponaganj e je dosledno sa zakl j ul
da ovaj odnos | e3uza® rmapetmafisiahoNnkci ja po
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6.Pri mena stohastil kih
epi demi ol ogkom i1 zul avanj
i S p r o vnastiveenimunizacije

Imunizacija u zajednici je danas primarni metmdsmanjenje smrtnosti Naj | egl e
povezana sa delijim virusnim identbsekter i ]
smanjuuv akci nacijom protiv infekigisgjavljalyao gt
kao problem u mnogim velikim zemljama.

l znenalujulie je koliko vakcinacija uti/]
starosnim grupama) infekcije 4 $ o magno | z aj e gk icavnimme L u m
zdravstvenim osobl j e mmacija®blavike nekenzpjednicd a | e
dovesti do smanjenja polovine istih u indikaciji infekcije jeste jedan od primera
pogregnog tumalenja i razumevanja o0Snovl
ponaganje inficiranog poj ediciecikaoijakwo, uv ek
uti caj modela u kreiranju masovneiimuni :

lako za predvideti. Efektimn o g o me zavi se od ponaganj a
pojedinca, koje se naravno razlikuje i svakako zavisi i od socijalnog i demaggyafsk
sastava zajednice.

Obzirom na sl ogenost vV e z e raditz (melzarazé | uds Kk C

bolesti) razmatramo da | je mogulie primen:
racionalne odluke o optimalnoj strategiji kreiranja masovne imunizacipeda e L e n i

izvor zaraze i bolesti u odrelenoj zemlij.
Ovo poglavlje 1e se, za razliku od pr

epidemi ol ogkprpktdat ke, pkamene nagi h model

Naime, veliki deo tegja koje su se d danas razvilepisuju direktan prenosirusne

i bakterijske i nfekcije koj e i ndukuj u (
pretpostavlja dogi vot majreldioakatkortrajemjglk o j i S
pitanju su dani ili nedeljed infekcie do oporavkay odnosu na ol eki v
|l judskog ¢givot &/e(ommaogece dewqgem jiamat i, pr e
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informacije o |l atentnom i i nfektivnom pe
inkubacije bolesti.

Na slici 6.1 je prikazanupravo latentni period, definisan kao pros
momenta infekcije do momenta u kom poj e
bolesti drugimazarazniperiod k ao pr osel an period u kojen
da prenese drugima infekcijuperiod inkubaciek ao pr osel an period
do pojave simptoma boles®. v i oVi peri odi su promenl j i\
prosek pod pretpostavkom kratkog trajanj
proselnu | judsku st mhipsnekeie. u koj o] poj edi |

Inkubacija (dani)
-3
o g Specifitna antitela
S &
g H
£ b
5 4
|'_|
-
Vreme
Osetljivi Latentni Infelctivni [muni
(godine) (dani) (dani) (decenije)

Slika6.1Ge mat s k i pri kaz t i pakdtnogvgusavilrbaekrargskesirfeticge ktoz aj anj a

infektivne periode. Vidimo da postoji prosel no z.
zakl jul uj emo dalazsaw odnasu nd pesiod ssethiviogti eBimupizaeije.
| maj ul i u vijdasmowenamnhteveagto je told.l
usmereno upravo na delija oboljenja i [
su male boginje, zaugke, vel i ki kagalj
mat emati | ki modet avoezhagut og@egife, papt o0
prenosa melu zaraznipmomgnfw etdi koj smmageene§
viste bakterija i virusa umnogome otegav:
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pagnj e us me iveenagense popuinalii kokinja koje su antigenski
stabilneu odnosu na grip, na primer.

KIl'julnu ulogu u ovom euVez erosneoil baktphkjseken | st
infekciieimaz ar ageni pojeZdahagn(@damabuny. sl ul aj
indukuju trajni imuniet kod onih koji su se oporavilimai pojedinac sa antitelima.

Ove o0osobe se oznalavaju kao osobe koje i

trenutku u proglosti. Za velinu zajedno
znal aj a za p ogstavdda proia/odijneophiodna ahtgelaprotivnom
ostaju podlogni ponovnoj infekciji

Uz ove dve jedinice, ili uloge koje smo malopre opisali, pojedinci u populaciji se
mogu klasifikovati i podeliti prema njihovom trenutnom ili prethodnstatusu u

podedu infekcije.U pr ak s bi smo i h mogl:i jog pod

prostornoj Il okaciji. Melutim, najpogeljni

0] Pojedinci koj i su zagtileni od i nf
antitela (zagtita kodnesed)oj | adi j e ob

()] Pojedinci podl ogni I nfekciji,

@iy I nficirani, ali jog uvek nisu zarazn

(iv)  Infektivni prema drugima, odnosno prenose infekciju, i
(V) Pojedinci koji su se oporavili, ali nisu imuni na ponovnu infekciju (SIS
model, ukoliko bismo razmatiamunost, bavili bismo se SIR modelom).

Kako vreme odmil e, t a k oklage ili pnfekcig di idmgu.i pr el

Mat emati | ki (stohastil ki) model i pokugva
razlilitih infekti vdaiskoriset atusa unutar poj
Br oj pojedinaca u jednoj kl asi u jednom
utompros or u. Kral i p e r manjduddp eaku@ne populadijenuwdtej k u j e
infektivnoj kl asi . Tako, na pri mer, u sl
oko 7 dana, prosel na st ar-bgodinagurrazvigmaj v o | [
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zemlji pre masovne vakcinacije), i imunitet @ dgi vot an (mi sl i mo n
ljudski vek od 75 godina)Ol ek i val i bi smo veoma mal. P
trenutnom infekcijom, vel.i procenat popu
procenat (ogromna velina) n&poponuisekciju e opo
(gemat ski pr2i)k azy osvioinkasl6ul aj u, br oj oni

ponovnu infekciju nema velikog uticaja.

M Imuni

Osetljivi

0.54 Matennski Ab

Infektivni

Procenti po klasama

Latentni

0773710 15 20 25 30 35 40 45 50 355 60 65 70 75
Starost (godine)

Slika 6.2 Ekvilibrijum procentapopulacije stratifikovan spram starosti, u svakoj infektivnoj klasi za
akutneinfektivne bolesti (na osnovu podataka za rubelu u UK) u jednom trenutku. Procenat
pojedinaca u latentnoj i infektivnoj klasi je skaliran faktorom 25 kako bi bio vidljiv.

Preuzeto i5Special article, The use of mathematical models in the epidemiologidsl st infectious
diseases and in the design of mass immunization programmes, Epidem.Info (1988), Printed in Great
Britain

57



0OOEI ATA T AEEE OOI EAOOEéEEE 1|1
Dakl e, model i kojima smo se bavili u pr
koriste u istragivanju bakterijske i Vi
postavljanjem obilnih diferencijalnih | e

QO T "0 7 00 QP

[ u nekim slul ajevima s e poj ave i p
populaciju stratifikujemo po starosti ili prostornoj lokaciji), koje opisuju stope
protoka izmelu svih kategorija i méegkcije
kao [ epi demi ol ogke parametr e kKoj i odr «
pojedinca i demografiju u | judskoj zajedid
Ove jednaline jasno odr el wmjeu sit opter wshkut wrku
kao i sviudeli kojepr ugajodiog&pi demi ol ogSkogadpf enhpgst e
koj i epi demi ol ogki faktori [ promenl jiv
usmeravaju i obkagnjlavagamaln doppesekibavei st r a
pitanji ma kako epidemiologija odrelLene

demografske pretpostavke.

Gto se tile samog prenogenja infekciije,
novonastalih slul aj eva indtekagnpieh( pooplaz
koristilemo puhakuguX) i na zaraznih osob

prenoogdenijmaf ekti vne do osetl jive osobe b,

b XY.

Naga verovatnol a prenosa, koju s mo rani
komponent e, odno omo kwert aka tan dizemel lui sdkv e o
moge javiti prenos infekcije, plus verov.
tog kont akt ae (ngotgoe uzmanvoigsoint j takdk iao samagd g e n
6domal i na 6Netb rstbpa kpe kojoje Se .javjjau nove i nfekci e
ulestalost infekcija (oznalilemo sa |, Kk
uol i ti neposrednim posmatranj em, al i nam
(podiggni h) ili zawverowvht nebbRafjerasiomgsopg a b

reprodukciie2 , i ma veli ki epidemiologki znal aj.

Y T w0
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gde je X broj prisutnih osetljivih poje
kont akt a, a D dugina vr e menns za@zp drugima.e r v a |
S| u kadajje2 p, predstavljagranicu ispod koje je grupa pojedinaca iz druge

kategorije nedovoljna da odr gi i nZ ekci ju
vele ili manje od jedinice, liinferka i rao H le
putem masovne vakcinacije (kao gto je bi
sprel il dal j e girenj e i prenogenj e I nf
pojedince, neophodno je vakcinisat, dovo

tako da u proseku svaki pojedinac iz prve kategorije proizvodi manje od jednog
pojedinca iz druge kategorij®©snovna stopa reprodukcfea k oL e odr el uj e
kojom raste broj pojedinaca koji su imali infekciju u nekom periodu, srazmerno sa
porastom nfiovih godina.

U populaciji u kojoj infekcija stabilno opstaje (i ponovo se javlja), tako da je stopa

po koj o] nastaju novi slul ajevi i nfekci
infekcije, efektivhareproduktivha stopa, R, ima jedinstvenu vrednost. Zagan

uobil ajene vVvirusne i bakterijske infekci
reproduktivna stopa varira ispod i I znat
odsustvu intervencija (pomolu nagih mode
ciklu s a , reproduktivna stopa R Ie dostizat
pominjemo iz razloga gto je ona uUSXKXO0O poOV
sl edeii nalin:

Y oYo

gdejeddfr avnot egni deo osetljivih u populaci]|
o starosnoj strukturi populacije (na primer, akayegrocenat osetljivih u starosnoj

strukturi i, in procenat stanovnigtva u idst o] st

B ®n u populaciji sa n starosnih struktyra

Smanjivanje vrednostY na vr ednost manju od jedinst
obzirom da Ie nam cilj biti i skorenjavan,|j
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Ako imunizujemo procenat populacije (p), ondanpva stopa reprodukcije
Y p n.
Obzir om damotaaditi manja od jedinsveriea k 0 bi smo spr el i

infekcije melLu stanovni gtvom, uvodi mo us
mora imunizovati da bi se odstranila infekcijp)(

n p pry .

Jog j edna epidemi ol ogka osobi na gener i

pojedinaca odr gi infekciju, ti| e s e 0 C
reprodukcij e [ e k vi | iclerinfgkaijenBla slicr68vi;m ot e g e |
ilustrovan ovajodnos kao nelinearan, ka t eor i j a i predvi La.

smanjenja endemske rasprostranjenost.i [
potencijalno smanjenje prenosa infekcije u izvesnoj meri, koje prilazi @agup.
Praktil na ovgnmlpialjanijjaa j est e da ne treba
ul estal og pojavl ji vanj avakcinatije.kJpraksienako d ma h |
vakcinisanja dece, trebemmnogo godinada protekne kako bi ta deca i njihovi
organizmi stvorili imunitet, uz veliku verovaanl u da mnogi od njinh
nakon prve vakcinacije.
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vakcine. Nivoi pokrivenosti vakcine protiv rutdle i malih boginja u Velikoj
Britaniji, na primer, veoma se razlikuju od rega do regiona (sliké.4). Da bi se
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gto
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. Difterija (85%)
S. West "elik kazali (67%
oxond @ Veliki kagalj (67%)
E. Anglia o R
Trent /] Male boginje (67%)
JE SWw. Thamesi Infekeija (prosefan unos)
éﬁ Yorkshire
2 North
B
e S.E. Thames
N.W. Thames
N. West
W. Midlands
Mersey
N.E. Thames
. i | i |
-10 -5 0 5 10
Rarzlika u odnosu na prosek dvogodisnjeg unosau
Engleskoj
SlikagdVakcinacija protiv difterije,varijaeijesukizetgzak agl j a
proselne vrednosti u Engleskoj, 1986.
Infekcija Prosel| Period Obuhvat Osnovna stopa
starost epidemija vakcinacijom reproduktivnosti
infekcije pre (godine) za eliminaciju
imunizacije (%)
(godine)
Male boginje 4-5 2 90-95 16-21
Vel i ki 4-5 3-4 90-95 16-21
Zaugk 6-7 3 85-90 11-14
Rubeola 9-10 4-5 80-85 7-9
Tabela 61 Epi demi ol og ki parametr.i za broj virusnih i
navaleni m i stragi vpaonnjoiima nsaptreonvactdielnkai h model a.

Preuzeto iZNokes D.J., Anderson R.N{lathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology
Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, hondo
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Drugi primerje vezan za varijacije u stopi prenosa infekcije izazvane starenjem.
Prethodni argumenti zasnovana principu masovne vakcinacijgretpostavljaju

homogm o meganj e domaldeg metyamag \eningt wa,r i r a s
posledica ove pretpostavke, ljavse konstantna stopa prenosa infekcije u svim
uzrasti ma. MelLut i m, u praks:i togamni jpe t
pojedinaca spram starosraobi kojoj pripadaju. Na osnovu analiza i modela
primenjenih u obradi ovih inforactijad o | az i mo kada jestapa infekeije

niga u mlalLoj, dwibga skacdhovymamowmi gt va gkol
dobi ponovo je niskalmplikacije ove varijacije u stopi prenosa infekcije izazvane
starenjem se realizuju kao rezultat porasta u starosnojdelspgao posledica toga,
teoretske studije i s t ofrals $tarosnie iraspadele e | i
pred/i Laju negto nige stope za smanjenje i
odnosu na one koje su navedene u tabdli Me L ut i m, asitr @gabsa nag|l
vrednosti u tabel6.1 dobijene dobrom aproksimacijom kistacionarne raspodele,

koja se bavispitivanjem dinamike procesa:

neE pp QN ¢ wn &€ p w Qe QA ¢

Gto se ti]| eeleszadmljivasimie| e daasiplekongt o j e uvede
vakcinacij a, smanj enj e prenosa infekcij
stanovnijge vastkalje podl ogmer amnbel @i joasmaat i
aproksimirano sa onim deh st anovni § tevmdvrigloovakeinacsi.e ni

Gemat ski pri k &% Podu -dli aroo m ad & | iendémskda sej a mo ¢
nastavi, tj. da se ne iskoreni (ako je n
i skorenjavanje), ravnotegni procenat 0s
konstant an, bez obzira na nivo pokrive
iskorenjavarg infekcije. llustracija ovempi | e pri kaz &6,agdejse na ¢
uzdugne promene za starosni pr oble | poz
evidentirane i pre tokom programa vakcinacije u Engleskdja k ci naci j a, k @

smo rekli, ima mali uticajnakuu pan procenat stanovni gtva

Nivo pokrivenosti menja jednostavno procenat osoba pozitivnih na antitela, koje su
steke i muni tet i ltialpkriinr opdwntienm.i | Kakvoe gni vo ¢
kritil]noj t al ki , munitetstekde vakdinacgosn pridazi jedtimici. e s u |
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Druga posledica smanjenje stope

Procenat imunih

Odrasla osoba
Starost ——

(b) Nakon 5to je zapoceta imunizacija
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S2

Odtrasla osoba
Starost —>

S e

Slika 65 Gematski prikapp r edvi Leni h uticaja masovne

prenosa
produgi ,

i muni zaci j

C

bakterijskih infekcija) starosne raspodele osetl]
osetljivih (S1) u mlalLoj staros@acj jomupigr aPokugad,
smanjenje stope prenosa Iinfekcije u populaciiji,
nevecinisanin osoba. Kao posledidgavlja se pomak u starosnoj raspodeli osetljivih (strelice

oznalene *), u odnosu na one koje su prikazane i

dobijamo da je broj ili procenat osetljivih posle imunizacije (S2) grubo nepromenjen u aunbsoj

osetl jivih

pre

i muni zacije (S1),

dok

j e

prosel na

Preuzeto iZNokes D.J., Anderson R.N{lathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology
Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial Collegelon
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Slika66Popr el ni presek profillee waluw@reanm-iIsamklg itred ,i mh!
promenu mogemo uolliitma uk asdtaariols np owsppaothufdipre® uz dug
vakcinacije 1969.godin&k r o z ni z godi na pralenih vakcinacijo
nezavisni).

Preuzeto iZNokes D.J., Anderson R.Nlathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology
Research Group, Department of Pure and Applied Biology, Imperial College, London

Problemi u praksi se mogu javiti kao rezultat obe posledice. Naime, promene u

starosnoj raspodel i osetljivih pojedinac.
uticati na ul estalost pojavljivanja bol e
kompl i kaci jama koje infekcije izazivaju Kk
ml ale. Dugi emdemijanmadmogu nzazliati opadanje motivacije kod

roditelja da vakcinigu svoju decu, poseb
peri od idemja Kaa i akoppbstoji neki mali rizik u vezi sa vakcinacijom.

Na t aj nalin se opet vralamo na prilu SI
nevakcinisan i kao takav, ponovo podl ogari
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Najnovij a mat emati | ka i sanaginaany ma paveilh
stohastil kih modela o kojima smo diskuto
boginj a, zaugki [ rubeol e, verovatnol a
minimizirana masovnom vakcinacijom imunizovanjem velikog brojadeceo gt o | e
ranij eOwmagulisée ragi vanja, zasnovana na dos
pokazuju da je za rubeol u 4170% decegikoedo c i | ]
druge godine. Ako se vakcinacija 1zvrgi
povwaenila ul estalost u javljanju komplikacij
Posmatramo sl ul aj koj i se javio kakovel i ko

kao cilj imunizovanjatreba biti usmeren na i nej dger ke eiu osetl
reproduktivnoj dobi, doki ese proti v mal i h ubbote MMR) a , zZ a
masovno vakcimatiml ada mugka i genska decaala Sa o\
se sledelekopgnsepiodmmjsé upravo na prest
kada je vel vakanakbédeee. k ohor t

Upravo nam navedeni mat emat i | ki model i
razmatranje ovog problema. Ukratko, sam odgovor opet zavisi od kvantitativnih

| i njenica i podat aka, kao na pri mer, kK oj
uzrastu.

Navedeni mat emat i | ki m st\éh gd pirocehjigakje Hako seo b e z b
u éstalost i starosnaaspodela infekcije i oboljenjanenjanju vremenom nakon
uvolLenja masovnog vakcinisanja, Ovwi pos.l
i stragiswanproi zvel a i jedno vagno predvi

i zmelu epidemija uz visoke nivoe masovne
pokrivenost vakcinacijom raste do visokil

i zmelLu empa dmmoga@a godi na, a nekad su | ak
slul aj evi S $Ij ezdaibnejl eengiemm i A nueprri il Ikii kmo nD rizsatvraant
ul estal osti u p o jkigiludtracijuvmamonaslicid.b e o |l e i z al
Epidemija nakon dugog perioda niskel] est al ost i i zazvane Vvak
odmah da se tumal.i kao neuspeh u del ovan
su | judski orgamnagni odzhjilimtnakorkagmovog
odmah da i zgrade I munitet, vel ostanu po
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Ssu jednostavne i direktne posledice utic
interakciju izmelLu nihdavaaréhl i nad u popul aci |
6 =
o 54
g
b
A 1
2 4
2
o
h 2
2
L]
7 14
[#&]
0 LI B | T T T 1 L L] L} ¥ 1 Ll Ll L] T LI |
1968 1970 1972 1974 1976 1978 1980 1982 1984 1986
Godina
Slika67U|l est al ost zabelegenih slulajeva zaugki u drg
uvolLenja vakci ne Noerdoatvinvi zpaourgaksit) piril%8&@d.j eni h sl ul
obzirom da je prethodila decenijarélat no ni ske ul estalosti, gto smo o
Odel jenje za zdravstvo i ¢givotnu sredinu, Tenesi)

Preuzeto iZNokes D.J., Anderson R.Nlathematical model in diseas study, Parasite Epidemiology
Research Group, Department of Pure and AggpBiology, Imperial College, London

Nedavna veza koja je uspostavljena izmel
teoriji stvoril a jeimnjezi evallaaijjy prograreegshovanila | at a 6
na infekciji 1 kontroli bolesti u zajednici, pod uslovom, naravno, da se koriste uz
razumne pretpostavke. Trenutno, mogul no
rasprostranjen [ uvagen me L u javni m i
epidemiolozima. Me L ut i m, u Vel i koj Britaniji p
objagnjavaju ppeavesa dzaamizku hs adorl ¢easjte o
primeni matemati| ki h modela, kako bi obul
zdravstvom.
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Podaci o masovnoj vakcingick oj e [ emo prezentovat.i u nar
sui z mati | areve godi gnj e knjige izvegt a
Zoology, University of Cambridge,Cambridge

Ukoli ko bismo se fokusiral.@ konkreutano na
60 gradova u Engleskoj i Velsu, gV i bi smo s | Naine,ingjasdja k | j u |
dinami ka epidemije bila je pred sam pol

1967.godine. Zbog toga analiziramo podatke u periodu neposredno pre vakcinacije,
od pol44 kadd9kr aja 1966. godi ne. Lokal ne
popul acije uzeti su iz mati]|] areve knjige

Pre nego gto je UK pokrenulo program ma
dovela je do6gabl onadé dvogedimarnjei nepiidemijea o

nai zmeni | no. Sli ka 6.8 ilustruje posmatr
vakcinacije protiv malih bogina odnosno ul estal ost sa ko
grada u Engl esko]j i Vel su, ead Uv eviriekmee dvoe
stope nataliteta imamo povelan procenat
tim je dvogodignji ci k|l Do epied epmiojnee nper g v
usled bebbuma oko 1947.godine, kao i Ima gr adc
uvelana stopa rolenj a, kao gto je Liverp

6.8 (a), imamo primer redovne dinamike u prvoj kategoriji.
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Slutajevi

@ | |

(<) |

Ll L

1948 1932 1936 1960 1964
Godina

Slika6.8l | ustrovani su vr emens katrequmo staojelu (a) koadoreil(388¢g e ni h
miliona stanovnika), (b) Plimut (210 000 stanovnika), Teinmut (10 000 stanovnika), u periodu pre
vakcinacij e, od 1944. do 1966. godi ne. (Za ovo
stanovnika u navedenimagovima).

Gabl on postaje kvalitativno razlilit za
pojedinaca umanjen, do te meta je lanac prenosa infekcije bukvalno prekinut.
VremensKki peri odi pokazuju | est oelkihzumira

epidemij a. Mediujt € msr e dn jpen padévizo ponavianje p ok a z
bolesti (ovu pojavu je Bartlet svrstao u drugu kategoriju).

Posmatramo sada situaciju u Plimutu, slika 6.8 (b)idimo da ilustruje upravo
navedeni tip dinamike. Bro st ao namspempbigmska)] agni came

Tei nmut (slika 6.8 (c)). Ona se odl!l i ku
sporadi |l nim ponavljanjem bolesti, koje
velini gradova w| Esghkekbj proivVeillsazi Iz

javljanja bolesti.
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Pored vel poznatih i uobid¢taileki i modenle
epidemiologijik o j i se uglavnom odnose na neka o6&t
postoji jedna grana u kojtgko Lceo mi ni raj u ovi model i, a tc

Roslin Institut u Edinburgu (hitedKingdom) se pozabaer ovom t emom na ¢

nal iomveRi o se stohastilkim modelima Kkoji
vidu mikroparazitske infekcij@ st r ukt uri sanoj givotinjsk:
primenjenim na hipotetil|l ke epibDemogenike,]
racionalnih odluka u vezi sa sprovolLenj ¢
bol esti u st ol aangetdnamikezbalbsti, &ao a 'profila rzikah zav

razlilite vrste givotinja. Upr d&madelaovo se

primenjenih u epidemiologii odnosno putem modela o koji

Metodologije su prezentovane za:

1) procenuer ovat nol @ebepi d eminjae pri susatvo za

posmatranoj populacjji vel il inu epidemije, odnosn

(zahteva intervenciju), ili manja (izumire bez intervencije), kao i na pitanje

kako |l okacija Zarangerud i diev mtai rvjeeg ovat n
2) procenu osnovnog broja(stope) reprodukcije, 2 , kao i procenu

promenljivosti ovog parametra;
3) procecnuuk upnog procenta ¢givotinja zarag
ukupnog pr o cgeinvtoaibilbbnepnameguekn. i h

Zdravstveni pr obel ejmavIgiayjout i nj diesuwheslik@ m sst o
briga za naulnike iste oblasti, koj i na
trogkova, givotinjskog bl agoavhoaprisustvo i bez
zaaznih bolestizahtevaju najpre razumevanje dinamike bolesti koja se pojavila, a

zatim i profile rizikaizbijanjaistez a r az | i | i t €l edkr inppe&k oi wd toi s
kvantifikuumogu i zralunati trogkove i alternat
Naime, kada mdel i ramo zar azne b o hapravitiirgzlkuva g n o

i z me L u pamazatdke (op nematoda paraziti ), i mikparazitske (npr. virusi)
infekcije. Makrgparazitske infekcije zahtevaju znanje o obimu infekcije svake
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givotinje pr i tokhkikrgraramtekd mfekcije magy kiti, modelirane

kao kompar mental ni met od, odnosno '"infic
Anderson i Mej, 1992)Kod njh sem me |l e st r ukt uruprav@gzbogot a n :
heterogenost:i k o] a jewolaestli. ®vajrpamerdmanza ailj da u | (
uka g e na | nf ek ciparazitimaz kaa v dan demomsirifa rupotrebu
stohastil] kih model a prilikom istragivan
reprodukcij e, verovatnol u iizthi ¢iavkpdai rejpa )d.
gabl on, 'algpitambd € m@ proment strukture na farmi.

Rekl i smo da su par ametr.i najjednost avn
koeficijent prenosa bol es mficifaninbkpji sui sest op a
zal elzilleiKbkef) cijent prenosa bol e djivei 0zna
givotinje bikajou iz @i e®kodrvahi i bf ezmerenj a po

po broju osetljivih ¢givotinja dnevno.

Stopa oporavka je obrnuto proporcionalna infektivnom periodina ukamje na

ol ekivani bizmeren o pwo abma&jau zarageni h §givo
sl ogeniji model i, koj i opi suju speci fil
(npr.dugina | atentnog perioda).

Znal i, za déebébast k ujowmpringreuzimamd u obzir dve
komponente: vreme do nastupanja sledeleg
samo i srednj e vr endeo gdaol an aas tkuapoa nfj utan kscl i ej due
zarageni h osoba na f ar mi osfb¥ koje suizu&kanfaktu u k u p
sa zaragenim givotinj:ama (X), b i 92, dat

1/ (Y(2+bBX)) .

Vreme izmelu dogalaja dobijamo iz ekspon:
zl OFY o BbX,

gde je r slulajanSlberdoeji ii -doigmtl@ij v adoa) e[ ,i:

givotinja inficira drugu g¢givotinju, il

objagnjava SIR model, koje se od SI'S mod

lekk odnosno da organizam)modeéepdaomgazaijae s

koribkrtejl imoguinosti istog.
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Pol azi mo od posmatranj a odrelene far me

prelLagnjem tekstu prilogili, mo gnetha pr o
svinama.Pr et post avi mo da postoji n vrsta (Kk
kontakt sa g¢givotinjom tipa i i®.Vrerpea | g

i zmelu dogalLaja ralunamo:

InMrB & B B &,

gdejed st opa kontakta i zmel pirsuvimgdgae nk|parsiemej
konstantnePr et post avi il emo da postoji n vrsta
ilustruje modeliranje infekcije na 500 ki
(ovim primerom su se posebno bdwrmstei Me k
svinja, gde sam tip opisuje fiziologki
odreluje kol i ko j e oset | j i watinm mortabtet k ol i k
nezavisno od bol esti givotinja, Skgeo i k o
imaju i svoj typea g e ' odnosno stanje koje belegi

prvobitnom stanjuPotrebno je oko 50 nedelja od vremena inseminacije do trenutka
kada svinja postane uzgojna.

Tokom | etiri od tih pedeset akanhe bdate, pr a

potil|l e posttrogjbaanjza 5plo zbegetoeganjga,o bag!l i
givotinja imaju drugalije nivoe osetjivo:
koju ubrajamo jednu svinju, p)oQva tipree s | ul
uvodir adi omogul avanja odrelivanja kazvor a
TakolLe poseduj e i stvarnu stopu wutvrlLliva
ako '"poletni slulaj'"rplipada tpiapwemsa X5 |
stopa koja utvr Luj e Kk ojatdaugotparenie fadndka 1.0 i p a
(ima kontakt samo sa parenjem), zatim st
kr mal e i pol etnog slulaja je 0.04 (tj. ]

izmel u par ent.kBl/n).e 0. 96

Mod el se realizuje uvolenj etno jjeed ngo |zeatrnai
Vreme izmelLu dogalaja se eobraltwmdwa,.e, tii
epidemija polinje. Vreme izmelu dogalaja
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0OOEI ATA T AEEE OOI EAOOEéEEE 1|1
obraMeda,tpirmmena u strukturi f asesneedel iobr
dogalaj moge javiti samo ¢givotinjama pr
nastupanjgE pi demi ja traje sve do momenta kada
[ same epidemije u poslednjih godinu d
model i rati, kao ni vieme tokom kojeg su
SISma e | , odnosno nema garancije da su @i v
stanje pratsamoo d r e LeniOvmerieodi)l.i njeno za sve moocCc
slul aj a, a svi izl azni podac.i se |l uvaju.
tokom epidem j e, mogemo utvrdidtd.i verovatnolu s
i mpl ementiran tako da je broj inficiranil
Ako je n=1 na kraju ovih simulacija, onda epidemije nije ni bilo, ako je n>1, onda
epidemija izumrer oku od godinu dana, [ to bez i
epidemiji. A u slulaju kada | e naod, epi c
godinu dana je proizvolna 1 zabrana je na osnovu | inj
endemska faza epichije i da natupi, zaperiod e dugine biile dobro
Slika 6.9 ilustruje razliku izmelLu velik:

zaragenih svinja u odrelenom trenutku t ol

500

—— Velika epidemija

& a00 A

7 f ce Manja epidemija

g a0 n

a | IL

L |

z [

M /

0
o 20 40 60 80
Vreme proteldo od potetka epidemije
(u danima)
Slika 6.9Primer ilustruje razliki z me L u v e lepideraijezia nvarnejden o st i par amet al

2=0.05.
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Sa grafika vidimo da ez ul t at i simulacija pokazuju
verovatnol a nepostojanj a epi demij e, ver
epidemij e, u odnosu mkauru vaene.i Rezultati kojpsup ul ac
dobijeni i ilustrovani se mogu kvanti fik

svaka vrsta svinje.

Gto se tile osnovnog br o] atavierkao mateank ci | e,
] edne llitstavke bez indikacijepromenljivosti koja je svojstvena proceni

bi ol ogkih parametara. Kako nam je za nag
stohastil ke modele kako bi s promenjirostguli i | i |

Imamodve metode za odr el i vnanfigraniu bk itokunog p1
epidemije (l) i maksimalnog udela u jednom trenutiku (). Prva je zasnovana na
teorijskim odnaosiimd paodzpretpbstavkoim , homogenog,
nestrukturisanog stanovnigtva, dok druga

O p Q
&) p p 1 TY 7xY.

Ukupan procenat dobijamo ralunanjem ukup
pregraleni h, K asetljivih svimjia g ami tdkono simulacije.

Maksi mal an procenat zaragenih u bil o ko
procenta zaragenih givotinja u svakoj f a:

Nai me, da bismopeignvogeéenat gkoxaisa edmbj b ssnwiv
reprodukcije prilikom primene é&vh st ohast i | ki h moded a, iz
kojoj su sve ¢givotinje koje sdswvaljade moa
sledeiatdgiej et rPrva pukalsjaulliu jnea koochv aojdar nejlee n
druga ukljuluje promene stambene politik
realnim, razlilite farme odvajaju prasili
smegtaju krmale po ¢gupama ivanplefekta promenepr av o
broja svinja nai starranji vuaonpjget en e pkoasor eidno g |
Opet podrazumevamo da v a k a givotinja prestavl ja

i mpl ementacije ukljuluju sklanjadé&2 pr asa
nedel ja starosti ( model 2) , zadr gavanje
smegtanje svih krmala zajedno u jednom ol
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Za koeficijent prenosa bolesti @®B,I i S mo
kao i & stopu oporavka.&prezentovanu bolest imamo infektivhe periode od 100,
20 i 10 dana. Rezultati su navedeni za ukupno 5400 simulacija za svaki skup

parametrar a, i p mui, k at zaaknoi 1k azkao czeal up rpoospeul | a
po 100 simulacija zavaki tip. Prikazanisu u tabeli 6.2.gdeilustruju rezultate za
farmu u celosti, obralunate u proseku za

Verovatn

Nema Manja epidemija Velika
epidemije epidemija
0.0001 0.01 0.51 0.13 0.35
0.0001 0.05 0.88 0.12 0.00
0.0001 0.10 0.95 0.05 0.00
0.0005 0.01 0.15 0.01 0.85
0.0005 0.05 0.44 0.10 0.46
0.0005 0.10 0.64 0.29 0.07
0.001 0.01 0.08 0.00 0.92
0.001 0.05 0.27 0.02 0.71
0.001 0.10 0.44 0.08 0.48
Tabela6.2Ver ovatnoi e nepostojanja epidemije, postoja
vrednosti koeficijenta prenosa bolestb ) , i st ope oporavka (92).
Rezultate u tabeli 6.2 je (tregkloi upmo edla t|i
mikro parazitima) obzi rom da podaci o verovatnol
kojih patogena, ni su dostupni javnost.i

veoma tedgkoamprlaefniidiij ent prenosa bol esti
primerom.

Tabela 63i |l ustruje verovatnolu javljanja sva
postojanje manje ili velike epidemijggr ema pol etnom sl ul aju
infektivni period od 100 dana (kada je 2
( 0 = 0. Zabdwhijape ovih rezultata, iskoristili smo relativan doprin®gake vrste

svinja u ukupnom stanovniejtovwa tfneorinee,d ak apx
epidemija u odnosu n a odgovarajuli tip pol e:
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0OOEI ATA T AEEE OOI EAOOE¢éEEE 1|1
Verovatnol @l wWlaa jpvoel lzidknii veapi demi j u zavi si o]
sl ul aj u poziciijd. da i nfgbaiorja griwpu ikgjaa
zavi si od infektivnog perioda. Na pri mer
infektivni period kratak, svaka asd j i va ¢givotinja |l e se o
infekcija dosegne do uzgajaligta svinja.
=0.01 =0.05
Tip svinje Nema Manja Velika Nema Manja Velika
epidemije epidemija epidemija epidemije epidemija epidemija
Kr mal a 0.92 0.04 0.04 1.00 0.00 0.00
parenje 0.93 0.04 0.03 1.00 0.00 0.00
Suprasna 0.88 0.05 0.07 1.00 0.00 0.00
la 0.79 0.07 0.15 0.99 0.01 0.00
Suprasna 0.76 0.08 0.16 0.96 0.04 0.00
2a 0.79 0.08 0.13 0.87 0.13 0.00
Suprasna 0.40 0.11 0.50 0.86 0.14 0.00
3a 0.41 0.13 0.47 0.87 0.13 0.00
Suprasna 0.54 0.15 0.31 0.87 0.13 0.00
4a 0.98 0.02 0.01 1.00 0.00 0.00
Kr mal a z 0.94 0.05 0.01 1.00 0.00 0.00
Prase za negu
Prase u jaslicama
Stara kr
Aklimatizovana
aktivha
Verovatnola epidemije za date vred

Tabela 6.3Verovatnol e nepostojanj al postojanj a manj e

poletnog slulaja, za koeficijent prenosa b=0.000]1
Za strukturu farme koju smo koriigikai | i u
su krmale u drugoj pol ovi ni trudnol e, st
infekcije sa infektivnim periodom od 20 dana i relativno niskim koeficijentom
prenosa bolesti (b)), verovatnolia da 1Ie
gi vokojng esu u kontaktu sa velikim brojem
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Da bismo dobil i procenu ukupnog broja g¢gi
tokom epidemije, simulirana epidemija mora da traje dovoljno dugo. Slika 6.10

prikazuje kako sel |, kao i trenut ni procenat i nf
nastupanjem epidemi]je. Vrednost. par ame !

maksimalan procenat svinja tokom epidemii¢ () upravo u najranijoj fazi iste,
potrebno je mnogo godina da taj broj,  k upan procenat zar ag

dostigne pl ato. Posle 15 meseci, I dosti
godi ne 95 %. Teorijskbumdrekpvang¢gratprzareayg
11 %, [ maksi mal ni pr oceunzt4%,zaove Jeenostih  u |

parametara i strukturu farme koje smo razmatrali.

o8 (’ B

04

Procenat inficiranih
=
(=41

W‘Ii" B e

1
0 3 10 15 20 23 30
Vreme proteklo od pofetka epidemije (u godinama)

Slika 6.10Pr ocenat zaragenih svinjadpgorcehnpenv &l inlkhe oey
(b=0.0005, 9=0.01).

Slika 6.11 ilustruje procenjene vrednostizalli pr edvi Leni h pomol u s
model a za r a2l.iSlviatkea u rad taesoedpjui watlisost pet

simulacija, od kojih je svakastopiranak ada | e povelanje uku
zarageni h svinja bilo manje od 0.1%, u p
simulacije koje su rezultirale u velikim

77



teorijske vrednostiz2 . Razl|l i ka i zZzmealhu jdev g ossd tead i kcra |
ol e ki, wasmoyaaa na2 , podrazumevala homogenu populaciju svinja u
direkthom kontaktu, ali i na tome da u populaciji nema migracija ili imigrastgga

smo dogl i do zakl jul ka da jedagtiuktundagree pol a
igra gl avnu ul okgauk ou bgisrneon jouv oz aproatzver.di | i ,
pri mer bogatiji m, i mpl ement i rswvd gvinjesuno c el

direkthom kontaktu rezultat prikazali na slici 6.11. Jasno vidimo dapj@cenat
zaragenu hsikslvady asa teorijskim olekivanjin

Poredeli slike 6.10 i 6. 11, dol azi mo do

di skretne grupe, sSsmanjujemo procenat zar
veoma zarazne bolesti.

\
|

=
.

Procenat inficiranih
=
o ;

=
(%]

|{f/ /
%

1 2 3 4 3 6
Osnovna stopa reprodukcije

Slika6.10Por elLenj e ukupnog procent at)smaksinjalaoggrecensag e ni h
u bilo kom trenutku () , dobijeno iz simulacije (otv@reni Sin
(popunjeni simboli).
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Slika6.1lPor el enj e utkapswignjpa oxama § & hi miksinmamadg@rocersap i d e mi |

u bilokomtrenutku () , dobijeno iz simulacije (otvdmueni sSim
homogenoj populaciji, gde su sve svinje.u direktr
Nag cil bio je da prikagemo kako nave
epidemiji, mogu biti primenjeni, pored ljudskih oboljenja, i na strukturisanu farmu,

kao i da istragi mo i pokagemo koje info
upotrebljeni onb i k o kol i ko su zahteval.i navede
koeficijent prenosa bol esti [ stopa opor .
bitnim na far mi, kao gto je stopa kont al
strukture na bolesti u epide ol ogi j i . Specifilna obolje
girenj a, su i u prelagnjim istragivanjir

modela. Kao primer njihove korisnosti, Bouma (1995) je koristio SIR model kako bi
ukazao na vagno sutprenogilbalesti ne popul aci j e

Posebno u primerima vi ge smo se posvetild: demonst
epidemiji, ukljulujuli i uti caj koefi ci
verovatnole epidemije, broj zarageni h svi
SuU SVi ukl jujleniVar dwatrmaliaada se epi demi
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