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Predgovor

U ovom radu bavimo se nekim pitanjima vezanim za uopstenje pojma baze.
Baza vektorskog prostora je jedan od najvaznijih pojmova koji omogucava
proucavanje raznih osobina tog prostora. Naime, svaki vektor se moze prika-
zati kao linearna kombinacija baznih elemenata. Medutim, u nekim slucajevi-
ma, zahtev da bazni vektori budu linearno nezavisni je ogranicavajuci, jer
postoje i linearno zavisni vektori koji zadovoljavaju neke uslove baze, ali su
pogodniji od baze u prakticnim primenama. U tu svrhu uvodi se pojam
okvira kao fleksibilniji skup generatora, to jest kao jedno uopstenje pojma
ortonormiranih baza. Pored Siroke i raznovrsne primene, teorija okvira je
podjednako razvijena sa tacke gledista matematicke analize.

Sadrzaj ovog rada je podeljen u cetiri celine:

U prvom delu navode se osnovni pojmovi koji ¢e se proucavati u daljem
radu i bi¢e navedeni uvodni primeri koji ilustruju sli¢nosti i razlike pojmova
ortonormirane baze i okvira. Izmedu ostalog, definisac¢e se operator okvira i
ispitace se njegova osnovna svojstva.

Drugi deo rada bavi se Gaborovim okvirima, kao najistaknutijim prime-
rom okvira koji se koristi u teoriji i primenama. Pored toga, detaljno ¢e se
ispitati svojstvo dualnosti okvira.

Treci i centrani deo je posveéen nekim vaznim teoremama teorije okvira.
Posebno, dokazace se teorema o bezbolnoj neortogonalnoj ekspanziji (Pa-
inless Nonorthogonal Expansions Theorem) i Balian-Lou teorema (Balian-
Low Theorem). Prva teorema govori da je moguée da se izabere pogodna
generatorna funkcija sa kompaktnim nosacem tako da se lako moze konstru-
isati Gaborov okvir odgovarajuc¢eg Banahovog prostora. Balian-Lou teorema
govori da je za formiranje Risove baze odgovarajuceg prostora, potrebno da
Gaborovim sistemima dozvolimo odredenu fleksibinost koju ne poseduju or-
tonormirane baze ali je imaju okviri.

Za sam kraj bi¢e navedeni jednostavni primeri primene teorije okvira pri
analizi jednostavnih muzickih, to jest zvucnih signala.






1
Uvod

Baza vektorskog prostora je skup elementarnih vektora ¢ijom linearnom kom-
binacijom mozemo predstaviti svaki vektor tog prostora. Definisimo ove poj-
move preciznije. Detalji su navedeni u referencama [5] i [6].

Neka je {vy,--- ,v,} podskup vektorskog prostora ¥V nad poljem F. Sa
span{vy, - - - , v, } oznacavamo skup svih vektora v € V koji se mogu predsta-
viti kao linearna kombinacija vektora vy, --- ,v,. Ovaj skup ¢ini potprostor
od V.

Skup vektora {vy, - ,v,} CV je linearno nezavisan skup ako je za sve
skalare aq, - -+ , i, € F zadovoljeno

alvl+...+anvn:0 = a1:~:an:0

Proizvoljan skup vektora je linearno nezavisan ukoliko je svaki njegov konacan
podskup linearno nezavisan.

Neka je sada (V, (-, -)) pred-Hilbertov prostor, gde je (-, ) oznaka za ska-
larni proizvod u V. Za vektore x,y € V kazemo da ortogonalni, u oznaci
x L y ako vazi (x,y) = 0. Skup u kom su svaka dva vektora ortogonalna
zovemo ortogonalan skup. U prostoru V norma je data sa || - || = 1/(-, "), a
vektor ¢ija norma je jednaka jedinici zovemo normiran. Ortonormiran skup
je ortogonalan skup u kom je svaki vektor normiran.

Skup vektora {vq,---,v,} C V je baza vektorskog prostora V ako je
linearno nezavisan i ako je span{vy,--- ,v,} = V. Broj n naziva je dimenzija
prostora V), a ukoliko n nije konac¢an broj ni za jednu bazu, kazemo da je
prostor beskonacno-dimenzions.

Svaki skup linearno nezavisnih vektora moze se na jednostavan nacin
prevesti u ortonormiran skup Gram-Smitovim postupkom, te na taj nacin
vektorni prostor dobija ortonormiranu bazu. Vazi i da je svaki ortogonalan
skup linearno nezavisan, dok obratno ne mora biti ispunjeno.

Skupovi kao §to su baze i njima sli¢ni imaju kljuénu primenu u klasi¢noj
i primenjenoj analizi gde se koriste pri dekompoziciji i manipulaciji funkcija,



operatora, signala, slika i slicnih pojmova.

Okviri su skupovi slicni bazama, u smislu da preko njihovih elemenata
mozemo predstaviti svaki drugi vektor prostora, ali ne zahtevaju ortonormi-
ranost, ta prezentacija ne mora biti jedinstvena.

1.1 Vektorski prostori i linearni operatori

U ovom delu predstavljeni su osnovni pojmovi i rezultati koji su neophodni
u daljem radu.

Teorija operatora bazira se na kombinaciji funkcionalne analize i linearne
algebre. U pisanju ovog poglavlja koristena je referenca [6] kao osnovna
literatura.

Definicija 1.1.1 Neka je V konac¢no-dimenzioni vektorski prostor. Li-
nearna funkcionela je linearna transformacija f : V — T, pri ¢emu je
F € {R,C}, to jest f je linearna skalarna transformacija.

Skup linearnih funkcionela na V zovemo dualni prostor i oznacavamo ga
sa V*. Moze se pokazati da u V* postoji dovoljno linearnih transformacija da
razdvoje svaka dva vektora, odnosno, ako je slika dva vektora nekim operato-
rom jedno te ista, onda da dva vektora moraju biti jednaka. Preciznije, ako
znamo vrednosti f(v) za sve f € V* onda znamo i vektor v. Ako definisemo
operacije sabiranja i mnozenja skalarom na skupu V* sa:

[fi+ fo] (v) = fi(v) + falv)  [ef](v) = af(v)

moze se pokazati da je V* vektorski prostor. Takode, ako je V konacno-
dimenzioni prostor, onda je V* iste dimenzije. Ako fi, fo, -, f, generisu V*
onda vazi: ako znamo slike vektora v svakim generatornim operatorom, onda
znamo i v. Za operatore, kao linearna preslikavanja definisemo jezgro ker(f)
i skup slika range(f):

ker(f) = {a € V1 f(w) = 0} , range(f) = {y € F: y = f(2)}

Svaki linearni operator 7' : F" — F™ mozemo asocirati sa matricama,
ali moze se pokazati da vazi i obratno, te na taj nacin povezujemo linearnu
algebru sa funkcionalnom analizom.

Propozicija 1.1.2 Neka je A € F™" matrica. DefiniSemo preslikavanje
T:F* — F™ sa
Tr=Ax v €F"

Tada je T linearni operator.



Dokaz. Jasno sledi iz linearnosti matrice A. O

Propozicija 1.1.3 Neka je {vy, - ,v,} baza n-dimenzionog vektorskog
prostora V. Definisimo preslikavanje 7" : V — F™ na slede¢i nacin: Za svako
x =Y cv; €V nekaje Te = (c1, -+ ,c,)" € F*. Tada je T linearni
operator.

Upravo iz ovog razloga se mnoge osobine matrica prenose na operatore,
neke od njih bi¢e navedene kasnije.

Za svaku matricu A = [a;j]mx, definisemo adjungovanu matricu A* =
[bijlnxm takva da je bj; = @;; za sve i,j. Primetimo da ako govorimo o
realnoj matrici A, tada je njena adjungovana matrica u stvari njena trans-
ponovana A'. Sada ¢emo definisati sli¢no svojstvo operatora i identitet koji
ga povezuje sa njemu odgovarajuc¢om matricom. Da bismo dokazali dobru
definisanost tog operatora, neophodno je da dokazemo Risoqu] teoremu o
reprezentaciji.

Teorema 1.1.4 (Risova teorema o reprezentaciji) Neka je H konacno-
dimenzioni Hilbertov prostor i 7' : H — [ linearni operator. Tada postoji
jedinstven vektor z € H takav da vazi Tz = (x,z) , Vo € H.

Dokaz. Nekaje {eq,--- ,e,} ONBza H. S obzirom na bazu, odgovarajuéa
matrica za T je 1 x n matrica [Te; ... Te,] . Definisimo vektor z € H sa

n

z = Z(Tei)ei.

=1

Svaki vektor x € H moze se na jedinstven nacin zapisati kao x =Y | ase;,
gde su koeficijenti dati sa a; = (z, ¢;). Krenimo od skalarnog proizvoda x i z

'Riesz Frigyes - madarski matematicar(1880-1956)
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<SL‘, Z> = <Z €, Z(T_ej)ej>

j=1

= i <aiei,T(ej)ej>

1,j=1

= Z a; T (e;)

=T(z).

O

Teorema 1.1.5 Neka su H i K konac¢no-dimenzioni Hilbertovi prostori.

Za svaki linearni operator 1" : H — K postoji jedinstven linearni operator
S K — H takav da je za svako x € H i svako y € K

(Tz,y) = (z, Sy).

Operator S nazivamo adjungovani operator za T i oznacavamo ga sa 1™.

Dokaz. Neka je y € K Proizvoljan vektor. Tada je preslikavanje f : H —
F dato sa fr = (Tx,y) za svako x € H linearno. Sada po Risovoj teoremi
postoji jedinstven vektor z, € H takav da je (T'xz,y) = (z,2,) za svako
x € ‘H. Preslikavanje koje y € K dodeljuje 2z, € H je dobro definisano zbog
jedinstvenosti elementa z,. Nazovimo ovo preslikavanje S. Lako se moze
pokazati da je S linearno (operator) i jedinstveno odredeno preslikavanje.
Tako dobijamo trazeno svojstvo

(Tz,y) = (z, Sy).

Teorema 1.1.6 Neka su 7T',S operatori i «, § € F skalari. Tada:
1. (aS + BT)* =aS* + pT*

2. (T*)'=T

3. (ST)" =TS

4. Ako je T invertibilan, onda je to i T* i vazi (T—1)* = (T*)~!

8



5. I" = I gde je I identicki operator.

Dokaz. Dokazimo prvu i treéu tvrdnju; ostale se slicno dokazuju prateci
definicije. Pretpostavimo da su 7',.S : H — K linearni operatori i da su dati
skalari «, 8 € F. Tada imamo

(@S +PT) x,y) = (aSz,y) + (BT, y)
= a(Sz,y) + 5 (Tx,y)
= oz, S"y) + 5 (z, T"y)
= (z,aS™y) + (z, BT"y)
= (z, (@S* + BT*) y)
Sada je iz definicije adjungovanih operatora jasno da je (S + BT)" =asS*+
BT* Takode je

(STz,y) = (5(Tx),y)
= (Tx,S™y)
= (z,T7(5"y))
= (z,T"S"y)
Te ponovo iz definicije zakljucujemo (ST)" = T*S*. O

Slede¢i pojam koji ¢e nam biti vazan jesu samoadjungovani operatori.

Definicija 1.1.7 Neka je T': H — H operator.
(1) Ako je T* =T kazemo da je T'samoadjungovan operator.
(2) Ukoliko je T*T = TT* tada kazemo da je operator T' normalan.

Jasno, ako je operator T' samoadjungovan onda je i normalan, medutim
obratno ne vazi. Sada navodimo neke osobine koje ¢e biti korisne kasnije.

Lema 1.1.8 Za svaki normalan operator 1" na Hilbertovom prostoru H i
svaki vektor x € H vazi |[|[Tz| = || T*x||.

Dokaz. Sledeéi niz jednakosti jasno sledi po definicijama skalarnog pro-
izvoda i adjungovanog opetatora

|Tz|]* = (Tx, Tx) = (T*Tx,x) = (TT 2, x) = (T2, T*z) = | T*x||*.



Lema 1.1.9 Neka je H Hilbertov prostor nad poljem F € {R,C} i T :
H — H samoadjungovan operator. Tada je (T'z, z) realno za svako x € H.
Dokaz. Kako je T' samoadjungovan, vazi T* = T pa je jasno

(Tx,z) = (x,T"z) = (x,Tz) = (Tx,x).

Navedimo sada jos jednu osobinu koja ¢e biti vaznija kasnije.

Propozicija 1.1.10 Neka je 7' : ‘H — K linearni operator. Tada je
ker(T) = [range(T*) |" pa vazi

H = ker(T) & range(T™) P
Dokaz. Ortogonalnost skupova ker(T") i range(7™) sledi iz jendakosti
(x,T*y) = (Tx,y) =0

koja vazi za svako x € ker(7) i svako y € K. Pa jedna inkluzija ker(7") C
[range(T*) |~ vazi. Obratno, neka je z € H = M @& M*. Tada mozemo
prikazati @ kao * = 1 + 2o, gde 1, € Mt i x5 € M = range(T*). Za
proizvoljno y € K je

(Txy,y) = (x1,T"y) = 0.

Dakle, zadovoljeno je Tz; = 0, te 1 € ker(T') i jasno range(7*)* C ker(T').O
Za posledicu imamo da se dimenzija prostora ‘H nalazi kao
dimH = dim ker(7T") + dim range(7™).

Definicija 1.1.11 Nosac¢ operatora T : H — K definisemo kao ortogo-
nalni komplement njegovog jezgra supp(T) = [ker(T))]*.

Posebno ¢e nam biti interesantni samoadjungovani operatori kod kojih je
skalarni proizvod (T'z,x) nenegativan za sve x € H.

Definicija 1.1.12 Linearni operator T : H — H nazivamo pozitivan ako
je samoadjungovan i vazi (T'z,z) > 0 za svaki vektor x € H. Skraceno,
pisSemo T' > 0.

2Suma vektorskih prostora Vi i Vs se naziva direktna, i oznagava se V; @ V,, ako je
Vi NV, = {0}. Kazemo da potprostori V5 i Vs, ¢ine dekompoziciju ili razlaganje prostora
Y akoje V=V Vs.
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Definicija 1.1.13 Neka je T': H — K operator. Ako za svako z € H
vazi |[Tz| = ||z|| operator T' nazivamo izometrija. Ukoliko je T sirjektivna
izometrija, tada ga zovemo unitaran operator.

U opstem slucaju, operatori nisu invertibilni. Sada definiSemo poseban
operator koji dozvoljava linearnim transformacijama da budu invertibilne ko-
liko je to mogucée. Neka je T': H — K linearan i ”1-1”. Ako sa M oznacimo
kodomen operatora T" kao potprostor od K, tada T : H — M jeste inverti-
bilan. Posmatrajmo preslikavanje 77 : K — H takvo da je za svaki vektor
x € H zadovoljeno T'T(x) = x. Dakle T posmatramo kao jednostrani inverz
za T

Definicija 1.1.14 Pretpostavimo da je 7' : ‘H — K injektivna linearna
transformacija. Definisimo Mur-Penroz inverz, T1, sa:

T = (T*T)~'T*.
Bez dokaza navodimo sledeca tvrdenja.

Lema 1.1.15 Ako je T': H — K injektivan operator, tada je 7T : H —
‘H invertibilan.

Teorema 1.1.16 Ako je T': H — K injektivan operator, tada je 77T :
‘H — H identicko preslikavanje, odnosno:

T'T(zx) =z, Vo € H.

Da bismo definisali slede¢u vaznu vrstu operatora, osvrnimo se prvo da
matrice. Matrica A € F™" je pozitivna ako je A = A* i (Az,z) > 0 za
sve x € F". Znamo da je svaka pozitivna matrica slicna nekoj dijagonalnoj
matrici D = diag(Ay, -+, \n), to jest zadovoljeno je A = P71DP za neku
invertibilnu matricu P. Tada za svaki pozitivan realni broj a definisemo

A* =P 'D,P |, Dy= Ay, -, \%).

Sada je kvadratni koren matrice A jedinstvena matrica B sa osobinom B? =
A; pisSemo B = Az,

Definicija 1.1.17 Neka je T pozitivan operator na Hilbertovom prostoru
H sa ONB {e;,---,e,}. Neka je A = [aj;] ., matrica pridruZzena operatoru
T

n
Tej: E ;€4 j:1,~--,n.
i=1

11



Tada je A pozitivna matrica, pa ima kvadratni koren Ar = bij], - Kva-
dratni koren S operatora T na H definiSemo sa

Sej:Zbijei s ]: 1, , n.
i=1

Sledec¢a propozicija, koju navodimo bez dokaza, tvrdi da ovako definisan
operator S zaista jeste jedinstven kvadratni koren za operator 7T'.

Propozicija 1.1.18 Neka su dati operatori T i .S kao u prethodnoj defi-
niciji.

1. S je pozitivan operator i S? =T
2. Operator S ne zavisi od izbora ONB {eq, - ,e,}
3. S je jedinstven operator sa osobinom S? = T.

Propozicija 1.1.19 Neka je T operator na Hilbertovom prostru H. Tada
su sledeci uslovi ekvivalentni:

1. T>0
2. Postoji operator S takav da je S2 =T
3. Postoji linearan operator V' takav da je V*V =T.

Dokaz. 1 = 2 Jasno, ako uzmemo da je operator S kvadratni koren
operatora T' tj. S = T:.

2 = 3 Posto za pzitivan operator vazi S* = S, tvrdenje je jasno.

3 = 1 Oznac¢imo T = V*V za neki linearan operator V' na H. Neka je
x € ‘H. Pronadimo T*

T = (VV) =V(V) =VV =T

Takode je
(Tz,z) = (V*Vz,2) = (Va,Vz) = ||[Vz|* > 0.

Dakle, T" ispunjava uslove pozitivnih operatora. O
Jos jedan vazan pojam jeste norma operatora.
Definicija 1.1.20 Neka je T : H — K linearni operator. Norma opera-
tora T definiSe se sa

IT[| = sup{[[Tz| - x € H, [J«f| = 1},

12



ukoliko ovaj supremum postoji. Ako supremum postoji onda kazemo da
je T ogranicen operator.

Propozicija 1.1.21 Neka su dati ograniceni linearni operatori 7 i S.
Tada je zadovoljeno:

L ||Tx|| < ||T|| - ||=]| za svako x € H.
2. [|1ST| < IS - 1Tl

3TN = 1T

A ||T*T|| = [T

pri cemu je svaka norma operatora data u odgovarajué¢em prostoru.
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2
Osnovni pojmovi teorije okvira

U ovom delu se prvo definisu okviri i navode se osnovne razlike izmedu okvira
i ortonormirane baze nekog vektorskog prostora. Zatim uvodi se operator
okvira koji je dobijen od svakog okvira kompozicijom dva posebna operatora,
a to su operatori analize i sinteze. Za pisanje ovog dela rada koristena je
referenca [6] kao osnovna literatura.

2.1 Okvir 1 ortonormirana baza

Da bismo bolje razumeli motivaciju za uvodenje pojma okvira predstavi¢emo
nekoliko primera i objasniti razlike izmedu baze i okvira.

Primer 2.1.1 Posmatrajmo dva konaéna skupa vektora u ravni R?:

A={(1,0), (0,1)}

2 2 1 V3 2 1 V3
B:{ 5“70%\/;(—5’7)’ 5(‘5‘7)}

Jasno se vidi da je A ortonormirana baza (u daljem tekstu koristi¢e se
skracenica ONB) za prostor R?, dok je skup B malo drugaciji. Sumirajmo
slicnosti i razlike:

1° Oba skupa su generatorna za R?. Dakle, postoje skalari a;,b; € R takvi
da za svako x € R? vazi

x =a1(1,0) + a2(0,1)
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Slika 1: [lustracija skupova A © B

Vektori skupa A su linearno nezavisni, dok su vektori u B linearno zavisni.
To nam daje da su skalari a; u gornjoj dekompoziciji jedinstveni, dok b,
nisu.

Oba vektora skupa A su duzine 1, dok su vektori skupa B duzine \/g .

Vektori u A su ortogonalni, dok oni u B nisu.

Koeficijente u gornjoj prezentaciji vektora € R? moZemo izracunati
mnozeci sam vektor x odgovaraju¢im baznim vektorom. Ako oznacimo
er = (1,0), e = (0,1), vazice a; = (z,e;) za i = 1,2. Ovo svojstvo imaju
sve ortonormirane baze. Lako mozemo proveriti da i skup B zadovoljava
istu osobinu.

Oba skupa zadovoljavaju Parsevalovu jednakost za ONB[] Pa ako je ||z||
duzina, to jest norma vektora x € R? onda

2 3
2N a2 =Y
]
1=1

=1

Dakle, moZemo zakljuciti da je skup A ONB Hilbertovog prostora R? | ali

i da iako B nije baza, s tim ni ONB za R?, on zadovoljava vazne karakteristike
jedne ortonormirane baze.

Navedimo jo$ jednu zanimljivost; okvir B, ako je normiran, naziva je-

dinicni Mercedes-Benz bazni okvir, a razlog tome lako se primeti sa slike
koja ga ilustruje.

3Mark Antoan Parseval - francuski matematicar(1755-1836).

Parsevalova jednakost: [|z[? = 3, [(z,e;)]?
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Upravo ovakvo svojstvo skupova kakvo ima posmatrani skup B, predstav-
lja motivaciju za uvodenje pojma okvira. U nastavku ¢emo sa H oznacavati
separabilan Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom (-, ) i normom || - ||.

Definicija 2.1.2. Okvir u Hilbertovom prostoru H je niz vektora {x; };cr C
‘H takav da postoje konstante 0 < A < B < oo takve da je za svaki vektor
x € H,

Allz])* <> [z, 2:)* < Bllz|)”
iel

Konstante A i B zovemo, redom, donja i gornja granica okvira. Prime-
timo da je i svako 0 < A’ < A donja granica, kao i da je svako B’ > B gornja
granica. U nastavku ¢emo bez umanjena opstosti, pretpostavljati da su za
obe granice date optimalne vrednosti.

Za okvir kazemo da je curst, to jest A-cuvrst, ako su optimalne granice
jednake, odnosno ako je A = B, a kazemo da je Parsevalov ako su pritom
jednake jedinici, odnosno A = B = 1, dok je okvir unitaran ako svi njegovi
vektori imaju jednake norme. DefinisSemo i egzaktan okvir kao onaj koji
prestaje da bude okvir kada iz njega izbacimo jednog ¢lana.

Primetimo da je okvir {z;};c; C H Parsevalov ako za svako x € ‘H vazi

lzl* =) e,z

el

Ova jednakost li¢i na Parsevalovu jednakost, pa je po njoj ovaj tip okvira i
dobio ime.

U prethodnom primeru videli smo da okviri mogu biti generatorni skupovi
odgovarajuceg prostora. Sada dokazujemo teoremu koja daje karakterizaciju
okvira u konacno-dimenzionim Hilbertovim prostorima.

Propozicija 2.1.3 Neka je H konac¢no-dimenzioni Hilbertov prostor i
skup {z;}i<x C H konacna kolekcija vektora. Tada je ekvivalentno:

1. {x;}i<k je okvir u prostoru H
2. span{;}i<p = H

Dokaz. 1 = 2: Kontrapozicijom, pretpostavimo suprotno odnosno da
{z;}i<k ne generise prostor H. Tada postoji nenula vektor z u ortogonalnom
komplementu M+ |7_rl potprostora M = {x;};<. Po definiciji, « je ortogonalan
2

na svaki vektor iz M, pa i na svaki x; te je suma Zle |{x,z;)|* = 0, jer je

4Ortogonalni komplement prostora definisemo sa M+ = {z € H : (z,y) = 0 za sve
y € M} gde je M proizvoljan potprostor Hilbertovog prostora H.
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svaki ¢lan pojedinac¢no jednak 0. Dakle, posmatrana kolekcija ne moze imati
pozitivnu donju granicu, pa s tim ne moze biti okvir.

2 = 1: Ponovo koristimo kontrapoziciju, pretpostavimo da {z;},<x nije
okvir u H. Po definiciji to znaci da je narusen uslov za granice, pa za svaki
pozitivan broj m € Z postoji normiran element vy, € H takav da

k

1
2

my i < —.
5l < =

=1

Na taj nacin dobili smo ograni¢en niz {y,, }mez+, pa po Bolcano-Vajerstrasovoj
teoremiﬂ znamo da on ima bar jedan konvergentan podniz, ozna¢imo ga sa
{Ym, }jez+ 1 granicu sa y.

Sada jasno, iz neprekindosti funkcije norme, ||ym,|| — ||y|| kada j — oo
pa je

k k
. 2 2
0= glinolo; ‘(ymjaxz>| - Zz:; |<yaxz>| .
Kako je svaki element sume vedi ili jednak nuli, ova jednakost implicira
da je y ortogonalan na svaki element x; € M, sto daje da je y = 0 ili
span{z; };i<x # H. Ali kako je svaki element niza {y,,}, pa i svaki element
podniza {y,,, } normiran i vazi ||y, — y|| — 0, mora biti i ||y[| = 1. Dakle,
skup {z;}i<x ne moze generisati prostor H. O

Uvodimo sada jos jedan pojam vezan za okvire, tzv. dualni okvir.

Propozicija 2.1.4 Neka je skup {x;}i< okvir u H. Tada postoji okvir
{yi}i<k takav da za svaki vektor z € H vazi:

Ovakav okvir {y; }i<x zovemo dualni okvir za {z;}<k.
Kasnije ¢emo uopstiti pojam dualnog okvira na beskonaé¢no-dimenzione
prostore.

5Bolcano-Vajerstrasova teorema: Svaki ograni¢en niz realnih brojeva ima bar jednu
tacku nagomilavanja, to jest svaki ogranicen niz ima bar jedan konvergentan podniz.
Bernardus Placidus Johann Nepomuk Gonzal Bolzano - ¢eski matematicar (1781-1848)
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass - nemacki matematicar (1815-1897)
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2.2 Operatori analize i sinteze

U ovom poglavlju ¢emo definisati operator okvira kao kompoziciju dva spe-
cificna operatora, a to su operator analize i operator sinteze.

Definicija 2.2.1 Niz {z,} u Hilbertovom prostoru H je Beselov niz ako
zadovoljava nejednakost

o0

Y lazn)f <o, VreH (2.1)
n=1

Definicija 2.2.2 Za dati niz {z,} u Hilbertovom prostoru #, definisemo
operator analize C'

Cex=((z,x,)) , T€H

Propozicija 2.2.3 Ako je dat Beselov niz {z,}, tada operator analize
C : H u [? ]linearan, ali i neprekidan, odnosno

(3B>0) (VeeH) |Calz = [z, za)* < Bllz[l3
n=1

Dokaz. Posmatrajmo niz operatora {Cy }yen dat sa
Cy:xzw— ((x,21), -+ ,(z,2n),0,0,--)

Iz definicije Beselovog niza (2.1) sledi da je

> o, za)? < o0

neF

za svaki konacan podskup F' C N, dok je linearnost operatora Cly trivijalno
zadovoljena. Koriste¢i Kosi-Svarcovu nejednakos dobijamo

N N
ICvala = [, wa)® < ll2ll3, > llenll5 = Bullzll3
n=1 n=1

Nadalje, niz {||Cnz||2} je jasno rastudi, pa je za svako z € H

)
> w,z)]? = [|Cz]p < oo,
n=1

sup |Cyz| 2 = lim [|Cnz|z =
NeEN N—oo

0 ={z = {an} : 252, lzal® < oo}
"Kosi - Svarcova nejednakost: Neka su z = (x1,--- ,2,),y = (y1, - ,yn) € R?). Tada

vazi 33 (wi,yi) < lll]yll-
Generalizovana Kosi-Svarcova nejednakost: Neka je T : H — H linearni ograniten
samoadjungovan i pozitivan operator, tada [(Tx,y)|? < (Tx, z){(Ty,y).
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Koristeéi princip uniformne ograniéenostiﬁ zakljucujemo

sup [|On || g,y = VB < 0
NeN

za pogodno odabrano B > 0, pri ¢emu je sa || - || 2) oznacena norma
operatora koji su ograni¢eni i slikaju prostor H u £ (vidi definiciju 1.1.20).
Konaé¢no, sledec¢e nejednakosti

ICxnzlle < |ICNllpaeelzlln < VBlally , Vo e

za N — oo daju
ICxllp < VBlallu . VreH

a to smo i hteli pokazati. O

Izraz (3B > 0) (Vo € H) ||Czl|z = 307 [(z,20)[> < Bllz]3, mozemo
smatrati ekvivalentom definicijom Beselovih nizova.
U sledecoj propoziciji posmatra¢emo adjungovani operator C* operatora

analize C' 1 analizirati kako se on odnosi na Beselove nizove.

Propozicija 2.2.4 Neka je dat Beselov niz {z, } u Hilbertovom prostoru
‘H sa Beselovom konstantom B.

1. Ako je ¢ = {c,} € P, tada red >, Cny konvergira u H i preslikavanje

definisano sa
o0

D(c) = Z CnTn

n=1

definige linearni ograni¢en operator koji slika # u .

2. Vazi D* = C'i |D|| = ||C|| < VB. Za posledicu imamo

2

V{eb €l | eurn| <BY el
n=1 H n=1

3. Ako je {z,} okvir, tada je operator C' injekcija, dok je D sirjekcija.

Dokaz. 1. Koristi¢emo sledece tvrdenje
Teorema. Neka je dat niz {z,} u Banahovom prostoru X. Tada je
ekvivalentno

8Princip uniformne ogranicenosti: "Neka je X Banahov, a Y normiran prostor. Ako je
{4;} kolekcija ogranicenih linearnih operatora iz X uY takvadajeVf € X sup, ||4:f]| <
oo onda vazi sup; ||4;]] < 00.”
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iy x, <00

ii. Za konac¢an F' C N, limg Y _,.x, postoji

neF

iii. (Ve >0)(3N €N)(VF CN)(minF >N = || 3, cpznll <ef]

Neka je F C N konacan skup. Na osnovu pretpostavke i Kosi-Svarcove
nejednakosti imamo

Z CnTn = sup Z CnTn,Y
nekr H yGH ’ ”y”:l ner
= sup Cn <xn7 y>
ye, yl=1 neZF
1 1
2 2
< s (Slel) (1P
=1 \ner neF
1 1
2 2
<sup (Y el | (D @)l
=1 \pner neN
1
: 1
< sup () el | (BllylP)?
lwl=1 \ =
1
2
=VB (Z |cn|2>
ner
pri ¢emu je ||y| = ||yll%. Kako je niz ¢ = {c,} € &, tored 3, |c,|?* konver-

gentan svugde. Pa za svaki izbor € > 0 postoji ny € N takvo da je za svaki
izbor konacnog podskupa F' C N takav da je minF > ng, Y, ca|* < €%/B.
Prema tome je

2
2
€
ndn <B n 2 < B—= = 2
S| <BY <55 -
neF H nelF
sto dokazuje tvrdnju. Specijalno, birajuéi F' = {1,---, N} i pustajuéi N —

oo zakljucujemo
2

o0
<BD lef
H n=1

[eS)
E CnTn
n=1

9Dokaz se moze pronaci u [2].
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Dokazali smo da operator Dc = >°° . ¢, slika 2 u H i da je |D|| < VB.

n=1
Jasno D je linearan, Stavise, za svako a, € C i za svaka dva niza a =

{a,},b={b,} € P je

D (aa + Bb) = Z(aan + Bb,)x, = « Z Xy, + Z b, T,

n

posto su oba niza konvergentna.

2. Kao posledicu propozicije 2.2.3 imamo da je C' : H — P linearan i
ogranicen operator za koji vazi ||C|| < B. Ostaje da se pokaze C* = D.
Operator C* : ¢ — #H je linearan i ograni¢en. Neka su jos z € H ic =
{c,} € P proizvoljni.

(x,C*(c))y = (Cz,c)p
= (((z,2n)), (cn)) 2

= Z(x, Tn)Cn
= Z(x, Cnn)

pa je jasno C*(c) = Y ¢z, = D(c), to jest C* = D.

3. Ako je {x,} okvir, tada je za svako z € H zadovoljena nejedna-
kost Aljz||? <3, [{z,x,)]*. Primenom sledece teoreme na operator C' sledi
tvrdenje.

Teorema*. Neka su H, K Hilbertovi prostori i A : H — K ogranicena
funkcija. Tada je ekvivalentno

i (3C > 0) (Ve e H) ([lx]l < CllAzllc)
ii. ker(A) = {0} i range(A) je zatvoren
iii. A*: K — H je sirjekcijall| O

Definicija 2.2.5 Posmatrajmo Beselov niz {z, } u Hilbertovom prostoru

H.
(1) Adjungovani operator C* = D : P — H nazivamo operator sinteze.

(2) Operator okvira definisemo kao S = DC' : H — H.

1%Dokaz se moze pronadi u [2].
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(3) Gramov operator dat je sa G = CD : P — P.
Kako su oba operatora C'i D ogranic¢ena, to sui S i G ograniceni. Vazi i
S=DC=C"C=DD*, G=CD=CC*"=D*D (2.2)

pa su operator okvira i Gramov operator samoadjungovani (sledi iz Teoreme
1.2.6). Jos je po definiciji

Sz = Z(x,xn>xn

n

pa zakljucujemo

(Sz,x) = (@, 2,)]> >0, z€H (2.3)

to jest operator okvira je pozitivan. Slicno se moze pokazati i da je Gramov
operator pozitivan.

2.3 Osobine operatora okvira

Svaki okvir jeste Beselov niz, pa s tim povezujemo osobine okvira i Beselo-
vih nizova. Za dva ograni¢ena i pozitivna operatora U,V na Hilbertovom
prostoru H uvodimo oznaku:

U<V & (Uz,x) < (Vz,z) VeeH

Teorema 2.3.1 Neka je {x,} okvir u Hilbertovom prostoru A sa grani-
cama A, B. Tada

1. Operator okvira S je topologki izomorfizam'!| % u samog sebe; takode
je samoadjungovan, pozitivan i vazi

Al < S <BI

2. Inverzni operator S~! je topoloski izomorfizam na H, samoadjungovan
je 1 pozitivan i vazi
Bl I<St<AI

"Neka su X i Y topologki prostorii f : X — Y. Za f kazemo da je homeomorfizam ili
topoloski izomorfizam ako i samo ako je f neprekidno i bijekcija i inverzno preslikavanje
£~ neprekidno.
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3. {S7 'z, } ¢ini okvir u H sa granicama 0 < B~! < A~!

4. Za svako x € ‘H vazi formula razlaganja

T = Z(az, Str)e, , x= Z(x,xn>5’_1xn

n n

Dokaz. 1. Kako je {z,,} Beselov niz, sledi da je S neprekidan i pozitivan
operator na H i vazi

(Sz, ) Z|x:pn , x € H.

Po definiciji je (Alx,z) = A||z||?, pa moZemo napisati
(Alz,7) < (Sx,1) < (BIz,7)

Sto vazi za sve © € H, tj. Al < S < BI. Ostaje jos da pokazemo da je S
topoloski izomorfizam. Primenom nejednakosti Kosi-Svarca sledi

Allz||* < (S, 2) < [|1Sz|[|]

odnosno Aljz|| < ||Sz||. Primenom Teoreme* definisane u prethodnom do-
kazu dobijamo kerS = {0} i da je S* sirjekcija. Ali kako vazi S* = S, odnosno
S je bijekcija, zakljucujemo da je S topoloski izomorfizam po Banahovoj te-
oremi o izomorfizmimal[™|

2. Kako je S samoadjungovan, pozitivan topoloski izomorfizam, isto vazi
i za S7!. Pokazali smo da vazi (Aly,y) < (Sy,y) za svako y € H, pa
izaberimo specijalno y = S~tx. Sledi

0 < AlS "l < << 2), 57

= (z,87")
H»’leS it

Zakljucujemo ||S™tz|| < A7Y|z|| i
(571w, 2) < S x|zl < A7Ml2]* = (A7, ).

odnosno S~! < A~'I. Da bismo dokazali drugu nejednakost, B~ < S,
primeni¢emo generalizovanu nejednakost Kosi-Svarca

(S, v) 2 < (ST, u) (S, v) u,v € H.

2Banahova teorema o izomorfizmima: Neka su X,Y dva Banahova prostorai T : X —
Y linearni operator koji je ogranicen. Tada je T' izomorfizam akko je T bijekcija.
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Izaberimo u = Sz i v = x te sledi
z)|* < (2, Sz)(S™ " w,x) < Bllz|*(S™ "z, x)

to jest B~ < S—1
3. Lako zaklju¢ujemo da ako je S samoadjungovan i invertibilan, onda je
i S~ samoadjungovan, a na osnovu Teoreme 1.1.6

(S =(s) 1 =(5) " =5
Stoga

Z(w, S~ tw,)S tx, =571 <Z<x, Slxn)xn>

n n

Kao posledicu imamo

> e, ST )P = (xS ) (x, S )

n

= <Z<x, S™tw,)S e, x>

n

=(S"'z, z).
Koristeéi 2. B~ < S~ < A7'] zakljuéujemo

Bz <) I, ST an) [P < A7 a)?

§to upravo dokazuje da je {S~'z,} okvir sa donjom i gornjom granicom B~!
i A7, redom.

4. Kako su {x,} i {S 'z, } okviri, to su i Beselovi nizovi pa za svaki niz
c={c,} € P redovi >,y 1Y, ¢S, konvergiraju. Operatori S, S™!
su neprekidni na H i {(x,z,)}, {{x, S 2,)} € F pa mozemo napisati

r=85(5"r) = Z(S‘lx, Tp) Ty = Z(x, Sty \r,

n n
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i analogno

r=8"1Szr) = Z(S:p, S~ tx,)\S e, = Z(as, T,)S

n n

koji bezuslovno konvergiraju u H. O

Posledica 2.3.2 Ako je okvir {z,} A-¢vrst tada za okvir operator S vazi
S =AIi St = A7'I i zadovoljeno je

1
VeeH x= 1 Z(az,xn)ajn

Definicija 2.3.3 Neka je {z,} okvir u Hilbertovom prostoru #.

(1) Ako je S operator okvira za {z,}, tada okvir {S~ 'z, } zovemo kanonicki
dualni okvir za {x,}.

(2) Niz {y,} C H takav da je x = > (z,yn)xn, Vo € H koji bezuslovno
konvergira nazivamo alternativni dual okvira {z,}. Ako je pak {y,}
okvir, tada ga nazivamo alternativni dualni okvir.

Definicija 2.3.4 Dva niza {z,}, {y,} u Hilbertovom prostoru H su bior-
togonalna ako
(Tims Yn) = Omm , Ym,n.

Posledica 2.3.5 Neka je {z,,} niz u Hilbertovom prostoru H. Tada je
ekvivalentno:

1. Niz {z,} je egzaktan okvir.
2. {z,}1{S ' z,} su biortogonalni.
3. {xp, S7lw,) =1, Vn.

Definicija 2.3.6 Niz {x,} je Risova baza Hilbertovog prostora H ako je
ekvivalentan nekoj ONB prostora H. Dakle, ako postoje topoloski izomorfi-
zam T : H — H 1 ONB {e,} takvi da je

Te, =x, VYn.

Teorema 2.3.7 (Karakterizacija Risovih baza) Neka je {x,} niz u
Hilbertovom prostoru H. Tada je ekvivalentno:
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—_

. {x,} je Risova baza za ‘H

[\)

. {z,} je ogranicena baza za H

w

. {x,} je baza prostora H i

chxn konvergira < Z |en|? < 00

n n

W

. {z,} je kompletan niz u H i

N

E G

2 N
<B) |af
i=1 i=1

N
(3A,B > 0) (Vei,-+- ,cn) AZ i <
=1

5. {z,} je kompletan Beselov niz i postoji njemu biortogonalan sistem
{yn} koji je takode kompletan Beselov niz.

Propozicija 2.3.8 Topoloski izomorfizmi ¢uvaju okvire. Odnosno, ako
je {xn} okvir u H 1T : H — K topoloski izomorfizam izmedu Hilbertovih
prostora H i K, tada je {T'z,} okvir u K. Stavise,

1. Ako {z,} za granice ima A, B tada su A||T~!||721 B||T||* granice okvira
{Tz,}.

2. Ako je S operator okvira {x,}, onda je T'ST* operator okvira {T'z,}.

3. {z,} je egzaktan ako i samo ako je {T'z,} egzaktan.

Dokaz. Prvo, T* je topoloski izomorfizam, jer je ker(T*) = range(T)* =
{0} i range(T") je zatvoren i ogranicenost T' povla¢i ogranicenost T*.

Dalje, jasno je da T'ST* : K — K, te kako je kompozicija topoloskih

izomorfizama ponovo topoloski izomorfizam, sledi da je sledeéi dijagram ko-
mutativan:
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Neka je y € K prozvoljno.

TSTy=T <Z(T*y, xn>Hxn> = Z(y, Txy) Tz,

n n

s tim da dobijeni red uvek konvergira jer je T' ogranicen. Dokazimo jos
A|T7Y 72T < TST* < BJ||T|*I pa ¢e 1. i 2. biti zadovoljeni. Za svako
y € K vazi (TST*y,y) = (ST*y, T*y) te je

AT y|* < (ST"y, T"y) < BI|IT"y|*

Stavimo y = (T")"'T*y pa je |lyllc < (") Tyl = T[Tyl i
dobijamo

Y[l
1)~

Kombinujuéi prethodna dva zakljucka, dobijamo

< Tyl < T lyllx = ITMMlyllx

lyllx 211,112
A <ATST* < B||T
sto dokazuje tvrdnju.
Dokaz 3. jasno sledi iz ¢injenice da topoloski izomorfizmi ¢uvaju kom-
pletnost nizova. O

Posledica 2.3.9 Niz {z,} je egzaktan okvir u Hilbertovom prostoru H
ako i samo ako je Risova baza.

Dokaz. Pretpostavimo da je {x,} je egzaktan okvir, sa tim je i Beselov
niz koji je kompletan. Tada je {S~'x,} okvir pa i kompletan Beselov niz.
Dalje, tada su {z,} i {S~'z,} biortogonalni sistemi, te tvrdnja da je {x,}
Risova baza sledi iz Karakterizacije Risovih baza.

Obratno, ako je {z,} Risova baza, tada po definiciji postoji topoloski
izomorfizam T : H — H i ONB {e,} takvi da je Te, = x, Vn. Kako je
svaka ONB okvir a topoloski izomorfizmi ¢uvaju tu osobinu, zaklju¢ujemo
da je {x,} okvir. O

Kako je operator okvira S pozitivan topoloski izomorfizam H u samog
1
sebe, postoji njegov kvadratni koren S2. Sli¢no, i S~! je pozitivan topologki
1 1
izomorfizam H u samog sebe i postoji njegov kvadratni koren S™2 = (S2)71.

Posto je {z,} egzaktan, tada su {z,} i {S~'z,} biortogonalni i imamo
(S_%xm,S_%xn> = (:vm,S_%S_%xn) = (T, ST 1) = G
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Pa je niz {S~ 2, } ortonormiran i takode kompletan §to znaci da je {S~ 2z, }
ONB prostora H i topoloski izomorfizam S 2 slika ovu ONB u okvir {z,}.
Niz {S_%xn} mozemo posmatrati za svaki okvir, ne samo za egzaktne, ali
tada {S~2z,} vise nije ONB za H ve¢ Parsevalov okvir.

Posledica 2.3.10 Neka je {x,} okvir u Hilbertovom prostoru H i S
njegov operator. Tada

1. {S~2z,} je Parsevalov okvir za H
2. (2, S = 15722, 1210 < (20, S a,) < 1 za svako n

3. {,} je egzaktan ako i samo ako je {S~2z,} ONB za H.

2.4 Primeri okvira

U primeru 2.1.1 ilustrovali smo osnovne razlike izmedu ONB i okvira i naveli
prednosti i nedostatke i jednog i drugog. Sada ¢emo navesti jos nekoliko pri-
mera razlicitih okvira Hilbertovog prostora. Svaki od ovih slucajeva je vazan
za bolje razumevanje teorije okvira.

Primer 2.4.1 Neka je {e;}?2, ortonormirana baza Hilbertovog prostora
‘H. Ukoliko posmatramo skup u kom je svaki element ONB dupliran, odnosno
uzlmamo niz

{fk}io:l = {617617627627 tc }7

tada mozemo primetiti da je u pitanju ¢vrst okvir sa granicom A = 2.

Primer 2.4.2 Posmatrajmo sada skup u kom je samo prvi element ONB
dupliran, odnosno uzimamo niz

{fk}iozl - {61761762763764a Tt }a

pri cemu je {ex}3>; ONB prostora #H. tako dobijamo okvir sa granicama
A=1iB=2.

Primer 2.4.3 Neka je dat niz vektora

At { 1 1 1 1 1 }
=1 — 67_67_67_67_67_67”' 9
k=1 PRV VB3 B
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gde je {ex}72; ONB prostora H. To jest, { fr}22; je skup vektora oblika \/Lgek

u kom se vektor \/Lkek ponavlja k puta. Tada je za svako f € H zadovoljeno

S 10l = k| (1 e

k=1 k=1

2
= |If1I*

Dakle, {fr}%2, je ¢vrst okvir sa granicom A = 1, odnosno Parsevalov okvir.
Primer 2.4.4 Neka je I C N, to jest I je pravi podskup skupa prirodnih

brojeva i {ex}32, ONB prostora H. Tada {ey}rer nije kompletan u prostoru
H te ne moze biti okvir za H. Ali, {e }rer jeste okvir u prostoru span{ ey }re;-
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3
Gaborovi sistemi

1944. godine, Denes Gabor{T_sl je u radu [4] predstavio novi sistem funk-
cija, potpuno drugaciji on onih koji su se do tada primenjivali u vremensko-
frekvencijskoj analizi signala. Gabor je pretpostavljao da je sistem G(¢, 1,1),
gde je ¢(t) = e~ ONB prostora L*(R). Preciznije, njegova pretpostavka
bila je da se svaka funkcija f € L*(R) moZe napisati u obliku

f = Z Cn,k(f>MnTk¢7
k,n

za neke skalare ¢, ;(f). Videéemo da je njegova tvrdnja netacna, ali da
ovakva ekspanzija funkcije ima smisla u teoriji okvira.

U ovom poglavlju dajemo preciznu definiciju takvih sistema, koji po Ga-
boru nose ime Gaborovi sistemi, i dokazujemo dva osnovna rezultata teorije
okvira. Za osnovnu literaturu uzeta je referenca [7].

3.1 Osnovne osobine Gaborovih sistema

Osnovni operatori vremensko-frekvencijske analize su operatori translacije i
modulacije i oznacavano ih, redom, sa

T.f(x) = f(x —a) i Myf(x) =™ f(x).

Definicija 3.1.1 (Gaborov sistem) Neka su nenula funkcija g € L*(R)
i konstante a,b > 0 fiksirane. Gaborov sistem je dat sa

g(% a, b) = {e%ibmg(% - Cbk)}k,nez = {MbnTakg<-T)}k,n€Z- (3.1)

13G4bor Dénes - madarski fizicar (1900-1979), dobitnik Nobelove nagrade za fiziku ,za
fundamentalni rad i otkri¢a koja se ticu antiferomagnetizma i feormagnetizma, $to je
dovelo do vaznih primena u fizici ¢vrstog stanja.”
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Funkciju g zovemo generatorna funkcija ili atom sistema, a konstante a,b
parametr: sistema.
Gaborov sistem nazivamo Gaborov okvir ako je niz (3.1) okvir u L*(R).
Osnovni predlog Gaborovog rada je da se kao bazni sistem posmatra

o2 1

G(g,a,b) =G (e_”a?,a, 5) )

i 12 N ” .
[zbor Gausijana 21e~ ™" je logic¢an jer njegova Furijeova transformacu

ima isti oblik. Iz tog razloga Gausijan u vremensko-frekvencijskoj ravni vrsi
dobru lokalizaciju signala.

o
T 2 4UV5VV6

Slika 2: Gausijan f(z) = e~ | vremensko-frekvencijski pomeraj MyTs f

-1

Cesto promenljivu z posmatramo kao vreme, pa translacija predstav-
lja pomeranje vremena, a modulacija pomeranje frekvencije. Vremensko-
frekvencijska pomeranja su upravo kompozicije operatora translacije i modu-
lacije, T, M, i M,T,.

U opstem slucaju translacija i modulacija ne komutiraju, ali vazi

TuMyf(x) = (Tu(Myf)) (2)
= (Myf)(z — a)
_ 627rib(ac—a)f(m _ CL)
— e—27‘riab . e27ribxf($ . a)
= e M NLT, f(2). (3.2)
Kako je |e™?™| = 1, dobijamo da T, i M, komutiraju u slucaju kada je
proizvod a - b ceo broj.
U ovom, ali vide¢emo i u mnogim drugim, situacijama konstante a i b

pojedinacno nisu toliko vazne koliko je bitan njihov proizvod.
Jos jedna vazna transformacija je dilatacija, koju definisemo sa

(D, f)(z) = r f(ra)

Za po delovima neprekidnu i apsolutno integrabilnu funkciju f, definisemo Furijeovu
transformaciju sa f(w) = % ffooo F(z)e vy,
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za r > 01 funkciju f : R — C. Dilatacijom funkcije g mozemo menjati vred-
nost a sve dok srazmerno menjamo vrednost b, odnosno, vrednost parametra
a, to jest b, mozemo povecavati i smanjivati, ali tako da njihov proizvod ab
ostane nepromenjen.

Lema 3.1.2 Neka je data funkcija ¢ € L*(R) i konstante a,b € R. Za
dato r > 0, G(g,a,b) je okvir u L*(R) ako i samo ako je G(g,%,br) okvir u
L3(R).

Dokaz. Koristeé¢i definicije operatora dilatacjije D,, modulacije My, i
translacije T, dobijamo

l\:)\»—‘

Dr<MbnTakg) (.T) =

2mibn-rxe

72 (M Torg)(ra)

1
2

g(rz — ak)

; ak
7,,%627rzlm~rxg (T (.’L' _ _))
r

MbmnT% (Dyg)(z).

I
<

Dakle, G(g,%,br) je slika Gaborovog okvira G(g,a,b) dilatacijom D.
Kako je D, unitarno preslikavanje prostora L?(R) na samog sebe, sledi tvrdenje.
O

O karakterizaciji okvira s obzirom na proizvod ab govori upravo Teorema
o bezbolnoj neortogonalnoj ekspanziji, o kojoj ¢e biti reci kasnije.

Vel je receno da je Gaborov sistem okvir, ukoliko posmatrani niz ¢ini
okvir u prostoru L*(R). Odgovaraju¢i operator okvira dat je sa

Sf = Z Z<fa MbnTakg>MbnTakg' (33>

neZ kel
Operator S je pozitivan po (2.3) i samoajdungovan po (2.2), pa postoji njegov
inverz S—!. Oba operatora S i S~! komutiraju sa T, i My,.

Sledeca lema govori o tome da je kanonicki dual Gaborovog okvira (vidi
definiciju 2.3.3), ponovo Gaborov okvir.

Posledica 3.1.3 Ako je G(g, a,b) Gaborov okvir u L*(R), tada je njegov
kanonicki dualni okvir dat sa G(S™'g, a,b).

Ovo tvrdenje je jasna posledica pomenute komutativnosti:
S_1<MbnTakg> = MbnTak(S_lg)'
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Svakom Gaborovom okviru G(g, a,b) pridruzujemo a-periodi¢ni funkciju

G\ datu sa
= lge —ak)]? = |Tug(@)]? , z€R.

keZ keZ

Jasno, Gy zavisi samo od g i a. Ovu funkciju koristicemo u slede¢em
poglavlju.
Gaborovi sistemi se definisu i sa

G(g. A) = {e*™"g(x — a)}apyen

gde je A proizvoljan prebrojiv skup tacaka iz R?. Ovakav tip Gaborovog sis-
tema nazivamo nepravilan Gaborov sistem i posto su oni mnogo kompleksniji
za analizu, u ovom radu ¢emo ih zanemariti.

Tako jos uvek mlada disciplina, teorija okvira ima mnogo vaznih i pri-
menljivih rezultata. U ovom radu fokusira¢emo se samo na dva, a to su: Te-
orema o bezbolnoj neortogonalnoj ekspanziji (Painless nonorthogonal expan-
sion theorem) i Balian-Lou teorema (Balian-Low theorem).

3.2 Teorema o bezbolnoj neortogonalnoj eks-

panziji

Teorema o bezbolnoj neortogonalnoj ekspanziji je dokazana je u radu [3]
Ingrid Dobesi™] Aleksandra Grosmand'¥i Ivesa Mejerd"| a ona kaze da za
pogodno odabrane parametre, za svaku funkciju g € L?(R) sa odgovaraju¢im
kompaktim nosacem mozemo formirati Gaborov okvir.

Posmatrajmo Gaborov okvir karakteristicne funkcije

G(xo., 1, 1) = {*™ X s 1] (8) Heomez-

Znamo da je za fiksirano k niz {€*™™ Xy, x+1](t) }nez ONB za L? [k, k + 1]
(Furijeova baza), te je Gaborov sistem G(xo,1, 1, 1) unija ONB za L? [k, k + 1]
za svako k € Z, odnosno, G(xo1,1,1) je ONB za L*(R). Ovo pak nije pri-
menljivo u praksi, jer je karakteristicna funkcija x|o,1) prekidna pa ekspanzija
glatke funkcije u G(x[o,1], 1, 1) ne moze konvergirati brze od ekspanzije funk-
cije koja ima preklde Furijeova transformacija funkcije g = xjo,1) je data

sa _—
L SIn

~ t — —mit
g(t)=e —

5haronica Ingrid Daubechies - belgijska matematicarka i fizicarka (rodena 1954)
16 Alexander Grossmann - francusko-americki fizicar (1930-2019)
17Yves F. Meyer - francuski matematicar (roden 1939)
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pa ¢ nije integrabilna, odnosno sporo opada u beskonacnosti, te ovo nije
dobar primer ONB.

Cilj je pronadi glatku i lokalizovanu funkciju koja ¢e generisati Gaborov
okvir.

Teorema 3.2.1 (Painless Nonorthogonal Expansions) Neka su date
konstante a,b > 0 i funkcija g € L*(R).

1. Ako je 0 < ab < 1isupp(g) C [0,b7], tada je G(g,a,b) konacan okvir
u L*(R) ako i samo ako postoje konstante A, B > 0 takve da vazi

Ab <) " |g(z — ak)|* < Bb (3.4)

kEZ

skoro svuda. Konstante A i B su granice okvira G(g, a,b).

2. Ako je 0 < ab < 1 tada postoji funkcija g sa nosacem u [0,b7!] koja
zadovoljava (3.4) i glatka je koliko to zahtevamo, ¢ak i beskona¢no
diferencijabilna.

3. Ako je ab = 1 tada svaka funkcija g sa nosacem u [0, b~'] koja zadovo-
ljava (3.4) mora biti neprekidna.

4. Ako je ab > 1 i funkcija g ima nosa¢ u [0,b7!] tada nejednakost (3.4)
nikada nije zadovoljena i G(g, a, b) nije kompletan sistem u L*(R).

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je supp(g) C [0,b7'] i da je zadovoljeno
(3.4).

Da bismo pokazali da je G(g, a, b) okvir, dovoljno je pokazati da se granice
okvira ne menjaju ukoliko posmatramo gust podskup od L?(R). U tu svrhu
mozemo posmatrati gust potprostor C.(R). Pa, posmatrajmo ogranicenu
funkciju f sa kompaktim nosacem.

Kako je posmatrana funkcija ¢ € L*(R) sa nosacem u [0,b7'], trans-
lirana funkcija T,zg pripada prostoru L?(I,) = L?*([ak,ak +b7']). Zbog
ogranicenosti funkcije f, sledi da je f - Tug € L*(Iy). Sada, {e*™"*}, .z
je ONB za L?|[0,1], pa smenom promenljivih dobijamo da je

1 1 .
{b2€pn tnez = {bie%lbm&}nez

ONB za L*(I),). Upotrebom Planserelove jednakost{™ dobijamo

18Planserelova jednakost: Neka su f,g po delovima glatke i apsolutno integrabilne
funkcije. Ako je [ |f(z)* < oo i [T |g(2)]* < oo onda vazi 5 [7 f(z)g(z)dx =

S Fw)g(w).
Michel Plancherel - §vajcarski matematicar (1885-1967)
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[ et - avpar= [ ronaw]

— 00 ak

= lf - Tugllz2r,)
1
= Z ‘(f TG, b2 €pn) L2(1,)

nez

2

2

ak+b~1 ‘
= bz / f(x)g(z — ak)e 2™ dy

ne” k

:bz

ne”Z

= b [(f, My Turg) [ (3.5)

ne”

2

/OO f(z)e?ineg(x — ak)dx

Sada primenom Fubinijeve teoreme{ﬂ o zameni sume i integrala

S T2 =173 [ (ot — ok

n,kEZ keZ ¥~

v [ @Y gl - ak)Pdr (36)

kEZ

> / T |f (@) Ada
— A%

Slicnim racunom moze se pokazati da ista ocena vazi za gornju granicu
funkcije f. Kako je C.(R) gust skup u L?(R), zakljucujemo da je G(g,a,b)
okvir sa granicama A i B. U narednoj teoremi bi¢e navedena bolja ocena
druge nejednakosti, pa dokaz zavrSavamo ovde.

2. Neka je 0 < ab < 11ineka je g neprekidna funkcija takva da je g(x) = 0
van [0,b7'] i bez umanjenja opstosti, g(z) > 0 na (0,071). Posto je a < b~!
sledi da je a-periodi¢na funkcija Go(x) = > |g(x — ak)|* neprekidna i strogo
pozitivna. Stoga je 0 < inf Gy < sup Gy < 0o pa G(g, a,b) ¢ini okvir po 1.

3. Akojeab=1tojea =b"'. Sada ako je supp(g) C [0,b7'] = [0, a] onda
Turg ima nosac u [ka, (k+1)a]. Ako je g neprekidna onda je g(0) = g(a) = 0.

YFybinijeva teorema: ”Neka je f : R2 — R integrabilna funkcija na pravougaoniku

I = [a,b] x [¢,d]. Tada vazi [[, f(x,y)dA = f: fcd flz,y)dydx = fcd f: f(z,y)dzdy.”
Guido Fubini - italijanski matematicar (1879-1943)

36



Intervali oblika [ka, (k + 1)a] se seku u najvise jednoj tacki, te je funkcija
Gy neprekidna i Gy(ak) = 0 za svako k € Z. Slucaj 1. garantuje da sada
G(g, a,b) ne moze biti okvir, jer je tada donja granica A = 0, za nju treba da
vazi da je strogo veca od nule.

4. Ako je ab > 1 onda je jasno a > b~'. G(g,a,b) ne moze biti okvir jer
je Go(z) = > |g(x — ak)|? jednaka nuli na intervalu [b', a]. Preciznije, karak-
teristicna funkcija yp-1,4 je ortogonalna na svaki element niza G(g,a,b), te
je ovaj Gaborov sistem nekompletan. a

Primetimo da je u Teoremi 3.1.2 vazan bas proizvod parametara a i b jer
prema Lemi 3.1.3 moZzemo menjati vrednost a sve dok usaglaseno menjamo
i b. Takode, transliranjem funkcije g mozemo zameniti interval [0, 5] bilo
kojim intervalom duzine b1.

Primer 3.2.2 Radi jednostavnosti, pretpostavimo da su dati parametri
aib takvi daje 1 < ab < 1. Tada funkcija Go(z) = Y |g(z — ak)|? za svako
x ima najviSe dva nenula sabirka.

Generatornu funkciju g, koja ¢e biti neprekidna i imati noa¢ u [0,b7]
definiSemo na sledeci nacin:

0, x <0,

linearna, z €[0,b7 —al,
g(x)* =1 1, rexe bt —a,ad,

linearna, x € [a,b™!],

0, x>b L.

Za ovakvo g je Go(x) =1, = € R, sto se jasno vidi sa slike:

Slika 3: Grafici funkcija g(x)* i g(x — 3)? na [0, 4].

Otuda je G(g, a,b) b~ -¢vrst okvir, a skaliranjem mozemo uciniti da bude
Parsevalov. Konstrukcija postaje komplikovanija ukoliko je proizvod ab < %,
jer tada ima vise preklapanja, ali ista ideja se moze prosiriti za sve vrednosti
aibtakve daje 0 <ab < 1.

Najvaznije sto treba da zapamtimo iz Teoreme 3.2.1 jeste:
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e Ukoliko je 0 < ab < 1 tada mozemo pronaci "lepu” generatornu funk-
ciju g, to jest glatku i sa kompaktnim nosacem, za koju ée G(g,a,b)
biti okvir za L?*(R), u nekim slu¢ajevima ¢ak i Parsevalov okvir.

e Ako je ab = 1 tada postoji Gaborov okvir G(g,a,b) za L*(R), ali svaki
tako formiran okvir ima prekidnu generatornu funkciju g.

e Ako je ab > 1 tada nijedan Gaborov sistem sa generatorom koji ima
nosac u [0, b~!] nije okvir u L*(R), a nijedan Gaborov sistem G(g, a, b)
ne moze biti kompletan.

Teorema 3.2.3 Ako su g € L*(R) i a,b > 0 takvi da je G(g,a,b) okvir u
L*(R) sa granicama A, B > 0 tada skoro svuda vazi Ab < Gy < Bb, odnosno

Ab < " |g(a — ak)|* < Bb. (3.7)
keZ

Posebno, funkcija g mora biti ogranicena.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu slucaja 1. Teoreme 3.2.1, razlika je u tome
§to sada nemamo informaciju o nosacu funkcije g. Zato paznju usmeravamo
na funkcije f koje su ogranicene i imaju nosa¢ sadrzan na nekom intervalu I
duzine 3. Tada ¢e se proizvod f - T,g nalaziti u L*([).

Posto je bzey, ONB za L2(I) sliéno kao u jednakostima (3.5) sledi

o0

b [f My Targ) | =/ |f(z)g(z — ak)| dz.

ne”L —o°

Dalje, imamo da je

/ |f(2)]? Go(z)dx —Z/ |f(z)g(z — ak)|* dz

- kez ¥
=b Z ’<f7 Afbnjjakgﬂ2

kneZ
>bA| fIz:
b [ |f@)ds
Dakle, za sve ogranicene funkcije f € L?(I) je
| @P Gule) - vayar > 0 39)
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Sada, ako je Gy(x) < bA na nekom podskupu E C I koji je pozitivne
mere, onda mozemo uzeti f = yg i dobiti kontradikciju sa (3.8). Zato mora
biti Go(z) > bA na I, i sli¢no je Gy < bB ukoliko racunamo posmatrajuci
gornju granicu okvira. Kako je I proizvoljan interval duzine % i kako realna
prava moze biti prekrivena sa prebrojivo mnogo translacija I, zaklju¢ujemo
da je bA < Gy < bB skoro svuda na R. O

Posledica 3.2.4 Neka je data funkcija ¢ € L*(R) i konstante a,b >
0. Ako je G(g,a,b) okvir prostora L?(R) sa donjom granicom A i gornjom
granicom B tada vazi:

—_

. Aab < ||g||3. < Bab.

[\]

. Ako je G(g,a,b) Parsevalov okvir, tada je ||g]|7. = ab.

3. 0<ab< 1.

4. (g,S71g) = ab.

5. G(g,a,b) je Risova baza ako i samo ako je ab = (g, S 'g) = 1.
Rezimirajmo Posledicu 3.2.4:

e Ako je ab > 1 onda G(g, a,b) nije okvir.

e Ako je G(g,a,b) okvir i ab =1 onda je u pitanju Risova baza.

e Ukoliko je G(g,a,b) okviri 0 < ab < 1 onda govorimo o okviru koji nije
egzaktan.

3.3 Balian-Lou teorema

Jos jedan vazan rezultat jeste teorema do koje su dosli Rodzer Balian@ i
Frensis Lo nezavisno jedan od drugog. U sustini, oni su zakljuéili da od
Risovih baza ne mozemo uvek konstruisati korisne Gaborove sisteme, veé
da moramo dopustiti odredenu fleksibilnost, koju imaju okviri. Nadalje, za
Balian-Lou teoremu koristi se skracenica BLT.

20Roger Balian - americko-jermenski fizicar (roden 1933)
Bavi se izuéavanjem kvantne teorije polja, kvantne termodinamike i teorije mere. Clan je
francuske akademije nauka, a trenutno predaje na Ecole Polytechnique u Parizu
21Francis Eugene Low - americki fizicar(1921-2007)
Radio je u vise gradova, ali najduze se zadrzao u Bostonu na MIT-u, na departmanu za
fiziku. Za sebe je Saljivo govorio da je ”statisticki nepouzdan”.
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Teorema se primenjuje u vise verzija, a u ovom radu navodimo samo dve.

Teorema 3.3.1 (Amalgam BLT) Ako je G(g, 1, 1) Risova baza prostora
L2(R) tada g ¢ W(C,1?) P Specijalno, tacna je tacno jedna od tvrdnji

1. g nije neprekidna

2. ) g Xyl = 00
kez

Takode vazi g ¢ W(C,1?).

Dokaz Teoreme 3.3.1 moze se pronaéi u [2]. Za popunjavanje rupa u doka-
zima koje su dali Balian i Lou zasluzni su Koifman?, Dobesi i Semd?¥] Ipak,
ovde je prestavljen dokaz za slucaj kada je u pitanju ortonormirana baza, i
on je rezultat BatlaF_E].

Teorema 3.3.2 (Klasi¢na verzija BLT) Ako je G(g, 1,1) Risova baza
prostora L?(R) tada

(/_Z |"’“"9(f’3)|2d93> (/_Z |€§(£)|2d£) = . (3.9)

Pre samog dokaza, razmotrimo Sta teorema u stvari tvrdi i kako se od-
nosi na Teoremu 3.3.1. Furijeova transformacija je preslikavanje prostora
L*(R) u samog sebe, pa ako g € L*(R) tada isto vazi za njenu Furijeovu
transformaciju g. Slavni klasi¢ni Princip neodredenosti kvantne mehanike u
matematickom zapisu ima sledec¢i oblik:

(/Z |:cg(m)|2dx> (/Z |§g(§)|2d§) > ﬁ/: lg(z)*dx. (3.10)

Leva strana nejednakosti (3.10) moze biti konac¢na ili pak beskonacna, ali
nikada nije manja od desne strane. Jednakost se dostize za Gausijana f(z) =
e ™" kao i za modulacije i translacije te funkcije. Klasi¢na BLT tvrdi da
ako je G(g,1,1) Risova baza za L*(R), onda ne samo da vazi nejednakost
(3.10), nego leva strana u toj nejednakosti bas mora biti beskonacna.

22Vinerov amalgam prostor definisemo sa W(C,¢') = {f € W(L>®,)
f jeneprekidna} sa normom || - |[w(re 1) = SuPpez [1f - Xk k1)l Loc -
ZRonald Raphael Coifman - profesor na univerzitetu Yale (roden 1941)
24Stephen William Semmes - profesor na univerzitetu William Marsh Rice (roden 1962)
25 Joseph Battle - americki matematicar (roden 1930)
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Kvalitativno, Teoreme 3.3.1 i 3.3.2 imaju slicne zakljucke: generator
Gabor-Risove baze odredene gustine ili nije glatka funkcija ili se ne moze
razloziti na pogodan nacin. Obe teoreme ovo tvrde na razlicite nacine, iako
postoji odredeno preklapanje, ne mozemo iz jedne od njih izvesti drugu, te
ih moramo posmatrati kao dve razlicite teoreme.

Dokaz Teoreme 3.3.2 (Za ortonormirane baze). U matematickoj notaciji,
operatori pozicije i momenta iz kvantne mehanike dati su redom sa:

Pi)=f(x) | Mx)= o f(x)
i

Jasno, ovi operatori ne slikaju L?(R) u sebe. Restrikcijom na odgovarajuée
guste podskupove ovog prostora mozemo ih uciniti dobro definisanim, ali ¢ak
ni tada oni neée biti ograni¢eni u L?-normi. Ipak, oni igraju glavnu ulogu u
harmonijskoj analizi i kvantnoj mehanici.

Neka je data funkcija ¢ € L*(R) takva da je G(g,1,1) ONB prostora
L?(R). To, izmedu ostalog znaci da je

(9, M, Trg) = borbon , k,n € Z

1, m=n,
0, m#n.
Ukoliko je [|zg(z)]?dz = oo ili [|£g(€)[*d§ = oo tada je nejednakost
(3.9) trivijalno zadovoljena, pa pretpostavimo da su obe ove vrednosti kona¢ne.
To za operator pozicije znaci da Pg € L*(R) i Pg € L*(R).
Kako su ove funkcije g i Pg elementi prostora L*(R), tada za k,n € Z
imamo:

gde su gy 1 0o, Kronekerove delta funkcije date sa O, =

(Pg,My,Tg)
:/ rg(z)e ™™ g(x — k) dx
:/ g(x)e?minz(x — k)g(x — k) dx + k/ g(x)erinzg(x — k) dx
=(9, M T Pg) + k(g, My Tyg)
=(g, M, T;.Pg). (3.10)

Adjungovani operator za modulaciju M, je M_,, i sli¢no za operator tran-
slacije Ty je T_y, a kako su k,n € Z to vazi (3.2) i ovi operatori komutiraju,
te je

(9. M, Ty Pg) = (I_xM_pg, Pg) = (M_,T_1g, Pg). (3.12)
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Kombinujuéi rezultate (3.11) i (3.12) vidimo da je
(Pg, My Trg) = (M_nT g, Pg). (3.13)

Slededi cilj nam je da za operator momenta Mg izvrSimo isti rac¢un kao
za Pg.

S obzirom da Furijeova transformacija menja glatkost i opadaje funk-
cije, pretpostavka da se g i Pg nalaze u L*(R) implicira da g ima odredenu
"dozu glatkoc¢e”. Preciznije, g je apsolutno neprekidna na svakom kona¢nom
intervalu, ¢’(x) postoji skoro svuda i ¢’(x) € R i skoro svuda vazi

~

9'(§) = 2migg(§) = 2miPg(g).
Posebno, Mg € L*(R) i
(49 = (5m20') =P

211

Kako je Furijeova transformacija unitarna na L*(R), primenom (3.13)
dobijamo

(Mg)", (M, Trg)")
Py, T, M_g)

=

= {

= (Pg, M_+T,9)

= (MyT_,9, Pg)

= ((T-xM_n9)", (M g)")

= (T_xM_ng, Mg)

= (M_,T_g9,Mg). (3.14)

Razvijanjem Pg i Mg u ONB {M,Tig}knez 1 primenjujuéi rezultate
(3.13) i (3.14) zakljuc¢ujemo

(Mg, Pg) = < > (Mg, M, Tg) M, Tg, Pg>

kneZ

= Y (Mg, M,Ty.g){M,Tvg, Pg)

kn€Z

= Z <M—nT—kg7Mg><ng M—nT—k:g>

kn€Z

= Y (Pg, M, Tig)(M,Tig, Mg)

kn€Z
= (Pg, M g).
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Ali, pokaza¢emo da vazi i

1
(Mg, Pg) = (Pg, Mg) — 9
T

Sto ¢e dati oc¢iglednu kontradikciju. U tu svrhu prvo imamo

(Mg, Pg) = L /Oo g (x)xg(x)dr.

21 ) _ o

Za apsolutno neprekidne funkcije mozemo primeniti parcijalnu integra-

ciju, pa birajuéi u(z) = g(x) i v(x) = zg(x) dobijamo

[ s

= /ab(:cg’(:c) + g(x))g(z) dx — /abg(x)g(@ dx
= (o - ot - [ e @7~ [l ar

Za fiksirano a svaki od integrala koji se gore pojavljuju konvergira kad
b — oo. To znaci da b|g(b)|> mora konvergirati kad b — oo. Ali ova grani¢na
vrednost mora biti jednaka 0 posto je g kvadrat integrabilna funkcija. Sli¢no
vazi i kada a — —o0, pa konacno imamo

1
<M97Pg>=2— lim [ ¢'(z)rg(x)dr

o 271
= (Pg, Mg) — 5.
— VI T o
Dobijeni rezultat nam daje kontradikciju. a

Ipak, ovde nije kraj pri¢i o bazama koje povezujemo sa vremensko- frek-
vencijskim pomerajima. Izuzetna konstrukcija poznata kao Vilsonova baza
daje ortonormiranu bazu za L*(R) koja je generisana odgovarajué¢im linear-
nim kombinacijama vremensko-frekvencijsih pomeraja ”lepih” funkcija.

43



3.4 Primeri Gaborovih okvira

U praksi je cesto komplikovano odrediti kako izgleda Gaborov sistem date
funkcije ¢ € L*(R). Zbog teoreme 3.2.1 znamo da je potreban uslov da
{ My, Tur }nkez bude okvir jeste da vazi ab < 1. No to i dalje nije do-
voljno olakSanje problema pronalazenja Gaborovg okvira. U ovom delu fo-
kusiracemo se na klase funkcija za koje su Gaborovi sistemi ve¢ odredeni.

Primer 3.4.1 Gausijan g(z) = e ™"

Iz posledice 3.2.4 jasno je da ukoliko imamo Gaborov okvir G(g, a, b) pros-
tora L*(R) tada proizvod ab mora biti manji ili jednak jednici. Za funkciju
Gausijana vazi i vise

Teorema 3.4.2 Neka su date konstante a,b > 0 i funkcija g(z) = e~
Tada je Gaborov sistem G(g,a,b) = { My, Tk }nrez okvir ako i samo ako je
ab < 1.

Vise o tome moze se pronadi u [IJ.

22

Primer 3.4.3 Karakteristicna funkcija g(x) = xjo,q, ¢ > 0.

Pronalazenje parametara a,b,c, > 0 za koje ¢e { MppTuk }nrez biti okvir
naziva se abc problem. Teorema 3.2.1 tvrdi da same konstante a i b nisu vazne
pojedinacno, ve¢ je mnogo bitniji njihov proizvod ab, te pretpostavimo da je
b =1, pa ¢emo srazmerno tome birati vrednost a.

Jansenf? je u svom radu [10] detaljno pokazao da vazi:

1° {M"Takx[o»c}}n,kez nije okvir ukoliko je ¢ < a ili a > 1,

2° {MnTakX[o,c}}m%Z je okvir ako je 1 > ¢ > a,

3° {MyTukX(0.) ey, Mije Okvir ukoliko je a = 11ili ¢ > 1.
Sada mozemo pretpostaviti da je a < 1 < ¢, te imamo

4° {M"Takx[o»c}}n,kez je okvir akoa ¢ Q1ic € |1,2],

5° {M"Takx[ovc}}n,kez nije okvir ukoliko je a = g, gde je NZD(p,q) = 11i
2 — % <c<2,

6° {MnTakX[o,c}}n vz Dije okvir ako je a > % ic=L—1+L(1+4a), pricemu
je L prirodan broj veci od 2,

70 {MnTakX[O,c}}n rez, J€ okvir ukoliko je |c — |e] — %’ < % —qa.

26 Augustus J.E.M. Janssen - holandski matematicar (roden 1953)

44



Graficka ilustracija ovog rezultata poznata je kao Jansenova kravata. Iz-
nenadujuc¢e kompikovana struktura okvira karakteristicne funkcije ukazuje
koliko je tesko pronaci tacan domen parametara a i b koji generisu okvir za
proizvoljnu funkciju g.

Primer 3.4.4 Eksponencijalna funkcija g(z) = e~ 7l.
Jansen je u radu [§] pokazao da funkcija g(x) = e~ I*l ima okvir { My, Turg}n.rez
za svako a,b > 0 za koje je ab < 1.

Primer 3.4.5 Proizvod karakteristi¢ne i eksponencijalne funkcije g(x) =
€ X[0,00] (€)-

Ovakvu jednostranu eksponencijalnu funkciju g(x) = e™*x(0,0c) (), Jansen
je razmotrio u radu [9]. Dosao je do zakljucka da je potreban i dovoljan uslov
da { My, Torg}nkez bude okvir dat sa ab < 1.
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4
Vremensko-frekvencijska
analiza muzickog signala

U ovom delu naveséemo kako se Gaborovi sistemi primenjuju u analizi muzi-
¢kih signala. U tu svrhu definisa¢emo Gaborovu transformaciju. Svi navedeni
primeri preuzeti su iz reference [12]. Tehnika opisana u ovom radu je ekspe-
rimentalne i interdisciplinarne prirode. Gaborova transformacija takode je
poznata kao brza Furijeova transformacija.

Svi zvucni signali koje analiziramo su digitalni, pa pretpostavimo da sig-
nal ima oblik {f(#x)}, gde je t; dato sa t, = kAt na nekom konacnom inter-
valu [0,7]. Gaborova transformacija funkcije f sa prozorskom funkcijom g
definise se u dva koraka.

Prvo, mnozimo {f(¢)} sa nizom pomerenih funkcija {g(t; — 1)}, i do-
bijamo vremenski lokalizovane podsignale {f(tx)g(tr — 71)},. Ravnomerno
rasporedeni vremenski trenuci {7, = tjl}{‘io su koriSteni za ove pomeraje, gde
je j pozitivan ceo broj i j > 1. Svi prozori {g(tx — 1)}, imaju kompaktan
nosac i preklapaju se. Vidi sliku 4. Vrednost M predstavlja minimalan broj
prozora koji su potrebni da bi se prekrio interval [0, T, slika 4(b).

N N SN SN S
X X X X

Slika 4: (a) (b) (c)

(a) Zvuéni signal. (b) Sukcesija pomerenih prozorskih funkcija. (c) Signal
pomnozZen srednjom prozorom iz (b); na njega moZemo primeniti kratkotrajnu
Furijeovu transformaciju.
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Zatim, kako g ima kompaktan nosa¢, posmatramo podsignal

gt — 7))}

kao konacan niz i na njega primenjujemo Furijeovu transformaciju. Ovo daje
Gaborovu transformaciju za { f(tx)}:

{F{W)gty — m) 3z (4.1)

U nomenklaturi koju smo naveli u proslom poglavlju, Gaborova tran-
sformacija bila bi data sa >, (f, Mp,Turg), odnosno, ona je data sumom
koeficijenata koje dobijamo sa operatorom okvira, definisanim u (3.3).

Gaborova tranfsormacija koja se posmatra u [12] koristi Blekmenovu pro-
zorsku funkciju:

s 2 A
(t) = 0.42 + 0.5 cos (%) +0.08 cos (), |t| < 3,
g 0 It > 2
) 29

za pozitivan parametar A\ jednak Sirini prozora gde se primenjuje Furijeova
transformacija. Furijeova transformacija Blekmenove funkcije je skoro uvek
pozitivna, pa je ona pogodna zamena za Gausijan. Na slici 5(b) ilustro-
vano je kako se za svaki prozor g(tx — 7,) pravi particija frekvencija u tanke
pravougaone oblike koji leze tacno iznad nosaca prozora.

1.5 siz

1

0.5

=0.5

-0.5 =0.25 0 0.25 05

Slika 5: (a) (b)

(a) Blekmenov prozor za A\ = 1. (b) Vremensko-frekvencijska reprezentacija
(x-osa predstvalja vreme u sekundama, a y-osa frekvenciju u Hz) tri Blek-
menova prozora pomnozena realnim delom jezgra ™ /N Eurijeove transfor-
macije koja se koristi u Gaborovoj transformaciji.

Primetimo da Blekmenova funkcija "li¢i” na klasi¢cnu Gaborovu prozor-
sku funkciju, odnosno ima oblik zvona kao i Gausijan, ali njena prednost
je sto ima kompaktan nosa¢. Spektogram se sastoji od kvadtara modula
koeficijenata Gaborove transformacije, slika 5(b).
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Sada ¢emo pomocu spektograma analizirati par snimaka. Cilj je da
pokazemo da pomocu spektograma dobijamo novu, kvantitativnu, dimenziju
u razumevanju nastupa neverovatnih izvodaca.

Primer 4.1 Spektogram izvodenja dela Pucinijeve arije ” Nessum Doma”
iz opere "Turandot”, solo Luc¢ano Pavarotija iz 1990. godine.

Ovaj spektogram prikazuje visoke amplitude vibrata koje Pavaroti dostize.
Pomocu njega mozemo ih kvantitativno izmeriti.

R AL AR T T L

All’alba vincero! Vincero! Vin cer o/

Slika 6: Pavaorijev vibrato je jasno vidljiv i merljiv.

Ovo ilustruje kreativnu primenu spektograma. Kako je prikaz nastupa u
realnom vremenu, spektogrami su korisni izvodac¢ima jer mogu da vide gde i
kako da poboljsaju svoj vibrato, u aplitudama i postojanosti.

Primer 4.2 Sta to Ludvig van Betoven i Dzimi Hendriks imaju za-
jednicko? Slike 71 8 prikazuju spektograme isecaka dela koje su komponovali.

Slika 7: Betovenova ”Sonata u e-duru” za klavir. Strelica upucuje na mesto
gde se opadajuce note menjaju 1z dubokih tonova u visoke tonove.
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Kratak odgovor bio bi su stvorili neverovatna muzicka dela. Zanimljivo
je uporediti ova dva spektograma i zanrove muzike koje oni simbolizuju.

Slika 7 prikazuje odlomak Betovenove ”Sonate u e-duru” koju je izveo
David Anez Garsija. Vidimo opadajuéi, a odmah za njim i rastuéi niz tonova,
koji se na oko ¢ine simetric¢ni. Simetrija je ipak narusena pojavom dubokih
tonova, Sto je na slici oznaceno strelicom. Takode, primetimo da i lagano
povisavanje tona na desno rusi ovu simetriju.

P G (/‘- i '
5 v ‘

Slika 8: Izvodenje ”All About the Watchtower” DzZimija Hendriksa.

Zatim je na slici 8 prikazan spektogram snimka pesme ”All Along the
Watchtower” iz 1968. godine Dzima Hendriksa. Slicnost prethodnom je u
skoro simetricnom kretanju niza tonova navise i nanize tonova, koje prati
melodija. Hendriks ipak umesto da se koristi diskretnim notama, on svojom
gitarom pravi neprekidan tok akorda.

Iz ovih nekoliko primera mozemo zakljuciti da je primena spektograma u
praksi velika. Postoje mnogi programi koji trenutno ilustruju spektograme
raznih zvukova. U ovom radu navodimo samo jedan takav:

https://musiclab.chromeexperiments.com/spectrogram/.
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Zakljucak

Jasno je da su baze vektorskog prostora zaista vazne za proucavanje svih
elemenata tog prostora. Ali, kada oslabimo uslove da neki skup bude orto-
normirana baza Hilbertovog prostora u smislu da on ne mora biti linearno
nezavisan, dolazimo do osnovnog alata vremensko-frekvencijske analize, od-
nosno okvira. To su nizovi vektora {z;},c; za koje postoje pozitivne granice
A1 B takve da je zadovoljena nejednakost

Allz|* <Y [, z)* < Bllz|* , Va
el
Sa svakim okvirom u nekm prostoru dobijamo i poseban operator, njegov
operator okvira S. On je definisan kao kompozicija operatora analize i sinteze
koji su redom dati sa

Cr=((z,x,)) , Vo i Dc:chzn , Ve =(cp).

n=1

Za operator okvira vazi da je ograni¢en, samoadjungovan, pa s tim i pozitivan.
Ako je definisan na Hilbertovom prostoru H, onda S, ali i njegov inverz S—!,
topoloski izomorfno preslikavaju H na samog sebe. Inverzni operator okvira
{z,} definiSe na njemu novi okvir, takozvani kanonicki dulani okvir {S~'z,}
koji ima mnoge zanimljive osobine.

Gaborov okvir dat je kao niz funkcija

G(g,a,b) = {¥™ g(z — ak) }knez = {MipnTurg} knez

ukoliko on ¢ini okvir u prostoru L?(R), pri ¢emu je nenula generatorna funk-
cija g € L*(R), konstante a,b > 0 i T,; operator translacije, a M, operator
modulacije. Operator ovakvog okvira dat je sa

Sf = Z Z<f7 MbnTak9>MbnTak9'
ne€Z keZ

Dokazali smo dve vazne teoreme teorije okvira: Teoremu o bezbolnoj
neortogonalnoj ekspanziji i Balian-Lou teoremu. Prva kaze da ako za bilo
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koju fuknciju koja ima kompaktan nosac¢, na pogodan nacin izaberemo pa-
rametre a i b, tada ta funkcija postaje generatorna za neki Gaborov okvir.
Ona nam takode daje klasifikaciju Gaborovih sistema s obzirom na proizvod
konstanti @ i b. Druga, Balian-Lou teorema govori o tome da ako zelimo
da konstruisemo Gaborov okvir, moramo Risovim bazama olaksati odredene
zahteve, a takve osobine imaju okviri.

U poslednjem poglavlju smo ukratko opisali primenu teorije okvira na
analizu zvuc¢nih, odnosno mugzickih, signala.
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