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1. UVOD

Faktorisanje polinoma se smatra fundamentalnim problemom u algebri i teoriji brojeva.
Algoritmi koji su pronadeni u poslednjih Cetrdesetak godina ucinili su moguéim da se, uz
pomo¢ raCunara, efikasno faktoriSe polinom sa jednom, dve ili viSe promenljivih sa
koeficijentima iz odredenog polja (npr. kona¢nog polja ili polja racionalnih, realnih ili
kompleksnih brojeva).

Za polinome sa 10 promenljivih i 1000 terma, pri ¢emu je najveci stepen pojedinacne
promenljive 10, preko 85% ovakvih polinoma moZe biti prepoznato kao nesvodljivo u
delicu sekunde koriS¢enjem brzih testova nesvodljivosti. Medutim, ovakvi testovi ne
prepoznaju sve nesvodljive polinome, tako da bi trebali biti koriS¢eni kao pretest pre
koris¢enja opstijih i sporijih algoritama.

Neka je IF[x, y] prsten polinoma sa dve promenljive nad proizvoljnim poljem F. Polinom
maksimalnog stepena d po svakoj promenljivoj u ovom prstenu ima maksimalno (d+1)?

terma i polinom sa O((d+1)2) nenula terma nazivamo gust (“dense”) polinom.

Intuitivno, redak (“sparse’) polinom je polinom sa mnogo manje nenula terma od ovog

maksimuma. Formalno, za polinom iz F[x,y] sa najve¢im stepenom d po svakoj
promenljivoj kaZemo da je redak (“sparse”) polinom ako je broj nenula terma O(d).

Za polinom nad poljem F kazemo da je apsolutno nesvodljiv ako ostaje nesvodljiv nad
svakim natpoljem polja F. Na primer, polinom p(x,y) = X- yz je nesvodljiv nad poljem

racionalnih brojeva i ostaje nesvodljiv nad njegovim natpoljem — poljem kompleksnih
brojeva, pa je apsolutno nesvodljiv.

Jos uvek je otvoreno pitanje da li postoji efektivan algoritam za faktorisanje retkih
polinoma sa dve promenljive. Sa druge strane, lako je pokazati vezu izmedu retkih
polinoma sa dve promenljive i konveksnih poligona. Pokaza¢emo da se svakom
nerastavljivom konveksnom poligonu u smislu sume Minkovskog sa celobrojnim
temenima moZe pridruZiti klasa apsolutno nesvodljivih polinoma sa dve promenljive.
Poznato je da je ve¢ina polinoma apsolutno nesvodljiva, ali su postoje¢e metode za
dokazivanje apsolutne nesvodljivosti veoma spore.

U ovom radu bi¢e prikazan efikasan metod za pokazivanje apsolutne nesvodljivosti za
jednu specijalnu klasu polinoma — potklasu klase retkih (“sparse”) polinoma. Ovaj metod

ne ukljucuje bilo kakve pretpostavke o polju F, pa stoga funkcioniSe za bilo koje polje.
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Takode, ni vrednosti koeficijenata nisu vazne, vazno je jedino koji termi imaju nenula
koeficijente, pa ovaj metod sluZi za pokazivanje apsolutne nesvodljivosti €itave familije, a
ne samo jednog polinoma. Imajuci u vidu opisanu vezu nerastavljivih konveksnih poligona
i apsolutno nesvodljivih polinoma, mi ¢emo, zapravo, pronalaZenjem nerastavljivih
konveksnih poligona odredivati Citave familije apsolutno nesvodljivih polinoma.

Napomenimo da je jedan od najpoznatijih nereSenih algebarskih problema vezan upravo za

polinome sa dve promenljive. Nazvan je Jakobijev problem.

Podsetimo se, Jakobijan J (u,v) u odnosu na x, y definisan je sa:

Ju  Ou
J(u,v): z ; ,gdejeu:u(x,y),v:v(x,y).
ox dy

Formulidimo, sada, Jakobijev problem. Ako su wu=u(x,y), v=v(x,y) polinomi sa
celobrojnim koeficijentima po x i y takvi da je J(u,v)=1, dali se onda x i y mogu

izraziti kao polinomi po u i v, tj. xzx(u,v), y= y(u,v).
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2. NJUTNOV POLIGON POLINOMA SA DVE PROMENLJIVE

ObeleZimo sa R* dvodimenzionalni realni euklidski prostor i neka je S njegov proizvoljan

podskup. Konveksni omota¢ skupa S (u oznaci: conv(S)) je najmanji konveksan skup
koji sadrzi skup S. Kasnije ¢emo pokazati da je:

conv(S) z{i/i,-x,- Ax,mx f S S04 Zo,i/if zl}.
i=1 i=1

Konveksni omota¢ skupa kona¢nog skupa tacaka u R’ je poligon. Tacka poligona se
naziva teme ako se ne nalazi ni na jednoj duZi koja spaja bilo koje druge dve taCke
poligona. Poznato je da je poligon uvek konveksni omota¢ svojih temena. Takode,
zatvoren i ogranicen skup naziva¢emo kompaktnim.

Definicija 1: Za bilo koja dva skupa A i B iz R* skup A+B={a+b : ac A, be B} naziva se
suma Minkovskog skupova A i B.

Za tacku iz R* kaZemo da je celobrojna ako su obe njene koordinate celi brojevi. Za
poligon kazemo da je celobrojni poligon ako su sva njegova temena celobrojna.

Definicija 2: Za celobrojni poligon C kaZzemo da je integralno rastavljiv ako postoje
celobrojni poligoni A i B takvi da vazi C=A+B, pri ¢emu i A i B sadrZe bar dve tacke.

Poligoni A i B se nazivaju poligoni sabirci od C. U suprotnom, kazemo da je celobrojni

poligon C integralno nerastavljiv, odnosno da ne poseduje netrivijalnu dekompoziciju.

Definicija 3: Neka je F proizvoljno polje. Posmatrajmo proizvoljan polinom iz IF[x, y] -
prstena polinoma sa dve promenljive nad tim poljem:

flx,y) = D Corx"y* € Flx,y]
Posmatrajmo vektore eksponenata (ese;) onih terma gornjeg polinoma sa nenula
koeficijentima (C,,, # 0) kao tatke u R”. Svakom vektoru (esez) pridruzimo tatku
Dekartove koordinatne ravni sa koordinatama (eze;). Konveksni omota¢ ovog skupa

taCaka naziva se Njutnov poligon polinoma f, u oznaci Py.

Napomena 1: Njutnov poligon polinoma f, tj. konveksni omotac efektivno konstruiSemo
na sledeé¢i nacin: najpre u Dekartovoj koordinatnoj ravni ucrtamo sve tacke (eez); koje
odgovaraju termima gornjeg polinoma sa nenula Kkoeficijentima, i=L,....k (pod
pretpostavkom da polinom fima k terma sa nenula koeficijentima). Jasno je da sve tacke
(er,ez); 1imaju obe celobrojne, nenegativne koordinate, odnosno nalaze se u prvom
kvadrantu Dekartove koordinatne ravni zajedno sa nenegativnim delovima x i y ose. Za

prvo teme poligona odaberimo onu tacku (esez);, i=1,....k sa najmanjom x koordinatom.
Ako postoji viSe od jedne takve taCke, za polaznu tacku biramo tacku sa najmanjom
x koordinatom koja pritom ima i najmanju y koordinatu, odnosno koja je bliza

koordinatnom pocetku. Neka je za polaznu tacku odabrana tacka (epez),, 1< p< k. Za

ciljnu tacku prve duzi biramo jednu od preostalih tacaka (egez);, i=1,...,k, i# p, obeleZimo je



Ivan Pavkov, Nesvodljivost polinoma dve promenljive — master rad 4

sa (epez). takvu da se sve ostale tacke (esez);, i=L,....k, i+ p, i+ cnalaze u istoj zatvorenoj
poluravni u odnosu na pravu odredenu tackama (ezez),i (€s,e2).. Pretpostavimo da postoji
vise od jedne takve tacke (eez)., neka su to recimo tacke (ese2)q 1 (en,ez)c. Jasno je da su
tada tacke (ez.ez),, (er.€2)c 1 (e1,€2)c kolinearne, pa vazi jedan od rasporeda: (esez), — (€1.€2)c
- (ere2)c ili (enez), — (enez)s — (enez)s. Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da vaZzi
raspored: (enez), — (enez)e — (enez). Tada za sledece teme Njutnovog poligona polinoma
f biramo tacku (ezez).. Za sledeCe teme poligona biramo jednu od tacaka razli¢itu od
(ere2)p, (ene2)e 1 (enez)e, takvu da su sve tacke u istoj zatvorenoj poluravni u odnosu na

pravu odredenu izabranom tackom i tatkom (esez).. Potpuno analogno, postupak

nastavljamo izborom za sledece teme poligona tacke koja do tada nije izabrana za teme,
niti je odbacena zbog kolinearnosti sa dva uzastopno izabrana temena. Postupak se prekida

kada se vratimo u pocetnu tacku. Njutnov poligon polinoma f je poligon ¢ija su temena
redom taCke izabrane opisanim algoritmom.

Primer 1: Posmatrajmo polinom:
fxy) =X+ X+ Xy + '+ x+ L

Konstruis$imo Njutnov poligon polinoma f{x,y) pomocu prethodno opisanog algoritma.
Termima polinoma f(x,y) sa nenula koeficijentima odgovaraju redom slede¢i vektori
eksponenata: (3,2), (2,3), (2,1), (0,2), (1,0) i (0,0). Najpre ucrtajmo u Dekartovoj
koordinatnoj ravni sve tacke Cije koordinate odgovaraju datim vektorima eksponenata.
Kandidati za prvo teme poligona su tacke sa najmanjom x-koordinatom, tj. tacke (0,2) i
(0,0). Za prvo teme biramo onu tacku koja ima manju y-koordinatu, tacku (0,0). S obzirom
da se sve tacke u istoj zatvorenoj poluravni u odnosu na pravu odredenu tackama (0,0) i
(1,0), za sledece teme poligona biramo tacku (1,0). Kako su tacke (1,0), (2,1) i (3,2)
kolinearne i vaZi raspored tacaka: (1,0)—(2,1)—(3,2), za sledece teme poligona biramo tacku
(3,2). Pri izboru sledeceg temena poligona iz razmatranja se izuzimaju da sada izabrana
temena (tacke (0,0), (1,0) i (3,2)) i tacka koja nije izabrana za teme zbog kolinearnosti sa
dva uzastopna temena (tacka (2,1)), kandidati za slede¢e teme su tacke (2,3) i (0,2). Kako
su sve tacke u istoj zatvorenoj poluravni u odnosu na pravu odredenu tackama (3,2) i (2,3),
za sledece teme poligona biramo tac¢ku (2,3). Rezonujuci na potpuno isti nacin, za sledece
teme poligona (0,2). S obzirom da su sve tacke ili izabrane za temena poligona ili
odbacene zbog kolinearnosti sa dva uzastopna temena, postupak se prekida. Njutnov
poligon polinoma f je poligon ¢ija su temena redom tacke: (0,0), (1,0), (3,2), (2,3) i (0,2),

Sto je prikazano na slici 1.
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(3,2)

v

Slika 1

Primer 2: Posmatrajmo polinom:
flxy) =Xy +xy’+ x+y+ 1.
Termima polinoma f(x,y) sa nenula koeficijentima odgovaraju redom slede¢i vektori

eksponenata: (3,1), (1,2), (1,0), (0,1) i (0,0). Njutnov poligon polinoma f(x,y) je konveksni
omotac ovog skupa tacaka (slika 2).

1,2)

v

Slika 2
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Teorema 1: Neka su f,g,he F|x,y] ineka je f=gh. Tada vaZi Pr= Py+Py,.

Dokaz:
U Teoremi 8 ¢emo pokazati da je suma Minkovskog dva poligona poligon i da teme
zbirnog poligona nastaje kao suma Minkovskog temena poligona sabiraka.

Neka je (a,B)e Pr proizvoljno teme Njutnovog poligona polinoma f. Po definiciji
Njutnovog poligona, to znac¢i da polinom f sadrzi monom X“‘yB sa nenula koeficijentom.
Kako je f=gh, zakljucujemo da polinomi g i s sadrZze redom monome ny(s i X‘”yB ¥ sa
nenula koeficijentima. Ovim monomima odgovaraju tacke (y,0)e P, i (a-y,B-0)€ Py. Jasno
je da vazi: (y,0)+(a-y,B-0)e Py+Py, odakle dobijamo (y+a-y,0+p-0)€ Py +Py, tj. (a.p)e
P4+Py. Kako za proizvoljno (o.p)e Py vazi (a,B)e Py+Pp, zakljuCujemo da je PrC Py+Pp.

Pokaza¢emo da vaZi i obrnuta inkluzija, tj. da je P,+P, C Pr. Kako je Njutnov poligon
konveksni omota¢ svojih temena, dovoljno je pokazati da se svako teme poligona
P +Py, nalazi u poligonu Pr. Neka je v teme Njutnovog poligona Py+Py. Kako ve P +Py,

zakljucujemo da postoje tacke v,e P, i vye Py, takve da je v=v,+vy.
Iz pretpostavke da je v teme Njutnovog poligona P,+Pj, sledi jedinstvenost vektora v, i vy.
Pretpostavimo suprotno, v= vg+vy= v,+v,, gde v, v,/ePy vy, v, /ePy, pri Cemu vazi
v #v, iviEvy. Neka je v= (xy) i v, = (a,b). Kako je v = v, +vy, ocigledno je v = (x-a,y-b).
Ako je v, = (c.d), potpuno analogno zakljucujemo da je v, = (x-c,y-d).
Posmatrajmo, sada, tacku v,+v;'. Jasno je da v +vj'e P,+Pyivazi:
Vg+vi' = (a.b) + (x-c.y-d) = (x+a-c.y+b-d) = (x+(a-c),y+(b-d)).

Posmatrajmo, zatim, taCku v,'+v;. Jasno je dav,'+vye Pg+Py 1 vazi:

vy+vi= (c.d) + (x-a.y-b) = (x-a+c.,y-b+d)=(x-(a-c),y-(b-d)).
Potrazimo sredinu duZi ¢ije su krajnje tacke v,+vy' i v,'+v; Njutnovog poligona Py+Py:

(x+(a—c)+x—(a—c) y+b-d)+ y—(b—d)j —(ny).

>

2 2

Dakle, sredina duzi Cije su krajnje tacke v +v;' 1 v,/'+v; Njutnovog poligona P,+Py, je taCka
(x,y). Kako je teme poligona tacka koja se ne nalazi ni na jednoj duZi koja spaja bilo koje
druge dve taCke poligona, zakljuCujemo da tacka (x,y) nije teme poligona P +Pp, Sto je
ocigledna kontradikcija. Dakle, za teme v Njutnovog poligona P,+Py, postoje jedinstveni
vektori v € Py 1vy€ Py takvi da je v = v +vy,.

Kako je v teme poligona P,+Pj , zakljuCujemo da v, 1 v, moraju biti temena poligona P, 1
Py. S obzirom da su v, 1 v jedinstveni, oCigledno je da postoji jedinstven term u izrazu
g-h koji ima v za svoj vektor eksponenta. Odavde sledi ve Pr. Na ovaj nacin smo pokazali
da su sva temena poligona P,+Pj u poligonu Py, a kako je Njutnov poligon konveksni

omotac svojih temena, vaZi: Py+Py C Pr. [
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Napomena 2: 1z dokaza prethodne teoreme moZemo primetiti da monomima polinoma
f koji se "dobijaju" na bar dva razli¢ita naina mnoZenjem monoma faktor-polinoma g1i

h sigurno ne odgovaraju temena Njutnovog poligona Py.
Posmatrajmo, recimo, polinom:
flxy) = 2y + xy’ + X'y € F[x,y].
Polinom f{x,y) se moze faktorisati na slede¢i nacin:
flxy) = 25°0 + xy’ + Xy = (X + xy)(y° + xy) = gh.
Monom X%y polinoma fsa koeficijentom 2 se "dobija" iz faktor-polinoma na dva razli¢ita
nacina:
Xy’ = (C)Y°) = (xv) (xy).
Posmatrajmo, sada, Njutnove poligone polinoma f'i njegovih faktor-polinoma g1 .
Jasno, Pr= conv((2,2), (1,3), (3,1)) je duZz sa krajnjim taCkama u (1,3) i (3,1), P, =
conv((2,0), (1,1)) je duz sa krajnjim tackama u (2,0) i (1,1) i Py = conv((0,2), (1,1)) je duz

sa krajnjim tackama u (0,2) 1 (1,1). Poligoni Pf, P;1 Py prikazani su na slici 3.

A
y
4 .

13)
3
Py
0,2) 2,2)
2
Py,
| (1L, 3,1
P g
(2,0) |
0 1 2 3 4 x

Slika 3
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Zaista, monomu xzyz polinoma f koji se "dobija" na dva razli¢ita nacina iz faktor-

polinoma g i h odgovara tacka (2,2) koja nije teme poligona P.

Teorema 2: Neka je F proizvoljno polje i f nenula polinom iz IF[x, y] koji nije deljiv ni
sa x ni sa y. Ako je PrNjutnov poligon polinoma f integralno nerastavljiv, onda je
polinom f apsolutno nesvodljiv nad poljem IF.

Dokaz: Kako polinom fnije deljiv ni sa x ni sa y, f u faktorisanom obliku nema nijedan

¢inilac koji se sastoji samo od jednog terma. Pretpostavimo suprotno, polinom fnije
apsolutno nesvodljiv nad poljem [, tj. ne ostaje nesvodljiv nad svakim natpoljem polja .
To znaci da nad nekim natpoljem polja F vaZi f=gh, pri ¢emu gikimaju bar dva nenula

terma. Medutim, kako i gi/imaju bar po dva nenula terma njihovi pridruzeni Njutnovi
poligoni imaju najmanje dve tacke. Kako je f=gh, na osnovu Teoreme 1 zakljucujemo da
vazi Pr= P, + Py, pri Cemu P, 1 Py imaju najmanje dve tacke. Dakle, ovo je netrivijalna
dekompozicija Njutnovog poligona Py, §to je u kontradikciji sa pretpostavkom teoreme da
je Py integralno nerastavljiv. Zaklju¢ujemo da je polinom fapsolutno nesvodljiv nad

poljem F. [

Nas cilj je da pronademo integralno nerastavljive Njutnove poligone u R’ i, samim tim,
pronademo njima pridruZene apsolutno nesvodljive polinome nad proizvoljnim poljem F .

Napomena 3: Posmatrajmo polinom f nad proizvoljnim poljem [F. Ako je Njutnov
poligon polinoma f integralno rastavljiv, u zavisnosti od datog polja, f moZe biti svodljiv
ili nesvodljiv. Pretpostavimo da Pyima m mogu¢ih dekompozicija u smislu sume
Minkovskog. Drugim re¢ima, vazi: Pr=A;+ B;, A;, B;C R?, i=1,...,m, za neke integralne
poligone A; i B;. S obzirom na Teoremu 2, kako je Py integralno rastavljiv, polinom f mora
vaziti f=g;n;, i=1,...,m, za odgovarajuce polinome g;i A;, pri ¢emu su Njutnovi poligoni
polinoma g;i h;upravo A; i B, Ovo vazi za svaku mogucu dekompoziciju Pr u smislu
sume Minkovskog.

Dakle, Teorema 2 se moze koristiti da se pronadu moguce faktorizacije polinoma. U
slede¢im primerima, analiziracemo iskljucivo polinome sa dve promenljive malog stepena.
Ocigledno, u sluc¢aju polinoma sa velikim stepenom analiza se komplikuje. Ali, poligonalni
metod moZe bar pruZiti informaciju o obliku faktora polinoma sa dve promenljive visokog
stepena.

Kao §to smo ranije istakli, vrednosti koeficijenata nisu vazne, vazno je jedino koji termi
imaju nenula koeficijente. Dakle, ovi koeficijenti se mogu proizvoljno birati nad
odgovarajuéim poljima, zaklju¢ak o svodljivosti polinoma i dalje vaZi, s tim Sto se

koeficijenti faktor polinoma menjaju.
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Primer 3: Posmatrajmo polinom:

flxy) =xy+x+y+ le Flx,y], za proizvoljno polje F.
Termima polinoma f(x,y) sa nenula koeficijentima odgovaraju redom slede¢i vektori
eksponenata: (1,1), (1,0), (0,1) i (0,0). Njutnov poligon polinoma f(x,y) je kvadrat sa

celobrojnim temenima prikazan na slici 4.

A

0,1) (LD

(1,0)

v

Slika 4

Jasno je da Py mozZe biti integralno rastavljen u smislu sume Minkovskog samo na jedan
nacin:

Ps=conv((1,1), (1,0), (0,1), (0,0)) = conv((0,0), (1,0)) + conv((0,0), (0,1)),
Sto je prikazano na slici 5.

A A
y y
0,1) (1D — | + 1 $O,1)
0,0 1,0 . 0,0) -
X 0 1 X 0 1 X
Slika 5

Dakle, f(x,y) moZe se faktorisati na slede¢i nacin:
flxy) = (x+1)(y+1).
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Primer 4: Posmatrajmo polinom:
flxy) =X+ 1.
Termima polinoma f(x,y) sa nenula koeficijentima odgovaraju redom slede¢i vektori

eksponenata: (2,0) i (0,2). Njutnov poligon polinoma f(x,y) je duz sa celobrojnim
temenima prikazana na slici 6.

(0,2)

(2,0)

Slika 6

Jasno je da Py moZe biti integralno rastavljen u smislu sume Minkovskog samo na jedan
nacin:

Py = conv((2,0), (0,2)) = conv((1,0), (0,1)) + conv((1,0), (0,1)),
Sto je prikazano na slici 7.

y y YA
2 2 21
1 - 1 + 1 ;
o 1 2 X 0o 1 2 X o 1 2 X
Slika 7

Koriste¢i komutativnost mnoZenja u polju i s obzirom da nad poljem karakteristike 2 vazi
xy + xy = 0, dobijamo:
(X+Y)(X+Y) = X+ P+ XY+ yx =X+ Y + Xy + xy=x"+y".
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Drugim re€ima, nad poljem karakteristike 2 vaZzi:
(x+y)(x+y) = x* + ¥,
Odavde zakljudujemo da se polazni polinom f(x,y) = x> + y* nad poljem karakteristike

2 moze faktorisati na slede¢i nadin:

flxy) = (x+y)(x+y).

Primer 5: Posmatrajmo polinom:
fxy)=x"+y" + 1.
Termima polinoma f(x,y) sa nenula koeficijentima odgovaraju redom slede¢i vektori

eksponenata: (2,0), (0,2) i (0,0). Njutnov poligon polinoma f{x,y) je trougao sa
celobrojnim temenima prikazan na slici 8.

2,0

v

Slika 8

Jasno je da Py mozZe biti integralno rastavljen u smislu sume Minkovskog samo na jedan
nacin:

Ps=conv((2,0), (0,2), (0,0)) = conv((1,0), (0,1), (0,0)) + conv((1,0), (0,1), (0,0)),
Sto je prikazano na slici 9.

Slika 9
Koriste¢i komutativnost mnoZenja u polju dobijamo:

(X+y+1) (X+y+1) = X HYX+AX+AXY+Y +Y+x+Y +]1 = XoHxY +X +XY Y Y +X +y +]



Ivan Pavkov, Nesvodljivost polinoma dve promenljive — master rad 12

Kako nad poljem karakteristike 2 vazi: xy + xy=0, x+ x=0, y + y = 0, koriste¢i osobinu
asocijativnosti sabiranja u polju iz prethodnog izraza dobijamo:
(x4+y+1)(x+y+1) =X+ 2+ 1+ (xy +xy) + (x +X)+ W+ y) =X+ 5+ 1.
Drugim re¢ima, nad poljem karakteristike 2 vazi:
(x+y+D)(x+y+1) = X + y°+ 1.
Odavde zakljuéujemo da se polazni polinom f(x,y) = x>+ y*+ 1 nad poljem karakteristike

2 moze faktorisati na slede¢i nacin:

f(x,y) = (x+y+1)(x+y+1).
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3. NEKE OSOBINE KONVEKSNIH SKUPOVA

Obelezimo sa R*> dvodimenzionalni Euklidski prostor. Elemente tog prostora v=(x.y)

nazivamo vektorima ili tackama. Sa ||V|| obelezimo Euklidsku normu (duZinu) vektora v:

||V|| =Jx*+y’.
U prostoru R* vektorska jednacina prave kroz ta¢ke ai bima slede¢i oblik:
x=a+tbh—a)=(1-ta+th, —0o< t <.
Zatvorena duZ [a,b] usmerena od tacke a ka tacki bse dobija kada te [0,1]. Formalne

definicije zatvorene i otvorene usmerene duZi u R* glase:

Definicija 4: Neka su ai bproizvoljne tacke u R?. Zatvorena duZ [a,b] usmerena od
tacke a ka tacki b se definiSe na sledeci nacin:
[a,p] = {ze R*: z= (1-t)a+th, 0<t<l}
ili ekvivalentno:
[ab]={ze R*: z=0a+Pb,a>0,B>0,a+p=1}.
Otvorena duz? usmerena od tacke a ka tacki bu oznaci (a,b) se definiSe na sledeci nacin:
(ab)={zeR*:z=(1-ta+th, 0<t<1)}
ili ekvivalentno:
(ab)={zeR’:z=aa+Pbh,a>0,B>0,a+p=1}.
Poluotvorena usmerena duZ [a,b) koja sadrzi tacku a, ali ne sadrZi taCku b se dobija kada
parametar £ € [0,1), odnosno za uslov a > 0, B >0, a + B = 1. Poluotvorena usmerena duz

(a,b] se definiSe potpuno analogno.

Definicija 5: Za skup S, SC R?, kazemo da je konveksan ako za bilo koje dve tacke ai b,

a,be S vazi [a,b]CS.
Drugim recima, skup je konveksan ako za svake svoje dve tacke sadrzi i celu duz koja ih
spaja. Na primer, tacka, prava i kruznica zajedno sa svojim unutra$njim tackama su

konveksni skupovi u R*. Prazan skup i R® su takode konveksni. Primeri konveksnih i
nekonveksnih skupova dati su na slici 10.

konveksan skup konveksan skup nekonveksan skup

Slika 10
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Teorema 3: Neka je {C;}icr proizvoljna kolekcija konveksnih skupova u R*. Tada je i
skup ﬂC,- konveksan.

el
Dokaz: Neka a,be ﬂC,- . Po definiciji preseka skupova, to znaci da a,beC;, za sve ie 1.
iel
Kako su C;, ie I, konveksni skupovi, sledi da [a,b]CC;, za sve ie 1. Koriste¢i ponovo

definiciju preseka skupova, zakljucujemo da [a,b]gﬂC,- . Dakle, nC,- je konveksan
iel iel

skup. [

Neka je S, SCR?, proizvoljan podskup R”. Primetimo da je konveksan omota¢ skupa S

(conv(S)), definisan kao najmanji konveksan skup koji sadrzi skup S, zapravo presek svih
konveksnih skupova koji sadrze S. Dakle:
conv(S) = nKi , Kikonveksan skup.

ScKi
Kako je prazan skup konveksan, jasno je da vazi conv(Q) = Q.

Napomena_4: Ako je skup S, SCR?, konacan, tj. S={ai,..., a}, skup conv(S)

obelezavamo sa conv(ay,..., a;) 1 nazivamo ga konveksni omotac tacaka ay,..., ay.

Definicija 6: Neka ay,..., aye R?. Za tacku x kazemo da je konveksna kombinacija tacaka
A1y...5 i akO postoje realni brojevi A,,..., 4, takvi da vazi:

x=Aa+..+Aa, 420,.,4 20, 4, +..+ A4 =1.
Slede¢om teoremom ¢emo pokazati da je konveksni omotac¢ skupa S zapravo skup svih

mogucih konveksnih kombinacija elemenata skupa S.

Teorema 4: Neka je skup S proizvoljan podskup R*. Tada vazi:
k k
(1) conv(S)={ Y Aai: ke N fai,..,a}CS, 1i20,i=1...k, D Ai=1}

i=1 i=1
(2) Skup S je konveksan ako i samo ako S = conv(S)
(3) Ako je skup S konacan, tj. S={ay,....am}CR?, tada je:

n

conv(S) ={ Aa,+..+ A,a,,, 4 >0,i=1,...,m, Z/L:l}

i=1
Dokaz:
(1) Oznacimo desnu stranu gornje jednakosti sa ©. Najpre ¢emo dokazati da je skup D

konveksan. Neka X:iﬂixi, y:iﬂiyiED, pri  emu  Xi,..., X, Visees Ym €S,
Ao A sy ees, 20, A :l...+/1k =1 :.l..+77m =1. Treba pokazati dai (1-4)x+ Ay € D.
Kako je (1-4)x+Ay= (l—l)i/bxi + limyi, pri ¢emu: (1-2) A,....(1-4) 4,
AN A1,>0, B B

(1-A)(A+.+A)+ A (p+.47,)=(1-4) + 1 =L
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Zakljucujemo da:
(1-2) x+ Aye D.

Kako je conv(S) najmanji konveksan skup koji sadrzi skup S, a O je konveksan skup koji
sadrZi skup S, ocigledno je da vazi: conv(S)CD.

Indukcijom po k pokaZimo da vaZi i obrnuta inkluzija D C conv(S). Za k=1, jasno je da
vazi: 1x; = x; € SCconv(S).

Pretpostavimo da inkluzija D C conv(S) vazi za k—I1. Posmatrajmo, zatim, bilo koji
konacan skup { x,...,x, }CS1i parametre A,...,A4, >0, A +...+ A, =1 i pokazimo da se tacka

Ax +...+ A x, nalazi u conv(S). Zaista:

/llxl ++ﬂkxk = (l_ﬂk)(%xl +...+lﬂ_‘—};xk_1)+/1kxk .
Naravno, pretpostavka je da je 4, <1. Naime, ako je A4, =1 iz gornjih uslova dobijamo da je
ﬂlxl +...+ﬂkxk = Xy a X € SQCOI”LV(S).
A A = Atha A g

Uvedimo oznaku: Z=mx1+---+ik—§;xk-1- S obzirom da je ﬁ+...+f—2— o= =1,

po indukcijskoj pretpostavci zaklju€ujemo da z € conv(S). Dalje dobijamo:
ﬂqxl +...+ﬂ/k.xk = (l_ﬂk)Z‘Flkxk ’

pri demu z € conv(S), x, €S C conv(8)i (1-4 )+ A4 =14 20.

Kako je 0< 4, <1, jasno je da vazii 1- 4, 20. Odavde na osnovu indukcijske
pretpostavke zakljucujemo da:

(1=4) z+ Ax, € conv(S),
pa vazii

Ax +...+ A x € conv(S).

(2) Neka je Skonveksan skup. Uvek vaZzi ScCconv(S). Kako je conv(S) najmanji
konveksan skup koji sadrzi skup S, a S konveksan skup koji, o¢igledno, sadrzi skup S vazi
i conv(S)CS.

Neka vazi S= conv(S). Kako je conv(S) konveksan skup, zakljuujemo da je i S

konveksan.
(3) Ovo tvrdenje je ogigledna posledica tvrdenja (1). [

Sada ¢emo se podsetiti nekih vaznih osobina sume Minkovskog. Suma dva trougla A i B u
ravni je trougao, ¢etvorougao, petougao ili Sestougao, §to je prikazano na slikama 11.1-
11.4.



16

Ivan Pavkov, Nesvodljivost polinoma dve promenljive — master rad

Slika 11.1 Slika 11.2

Slika 11.3 Slika 11.4

Svaki centralno simetri¢an dvodimenzionalni Z#-gon moZe se predstaviti kao suma » duZi.
Pravilan Sestougao u ravni moZe se predstaviti kao suma tri duZi K, L i M (slika 12), ali i
kao suma dva trougla A i B, kao Sto je prikazano na slici 11.4. Dakle, predstavljanje
konveksnog i kompaktnog skupa kao konac¢ne sume konveksnih i kompaktnih skupova,
ako je moguce, nije jedinstveno.

Slika 12

Jasno, pravougaonik - centralno simetrican dvodimenzionalni ¢etvorougao u ravni moZe se
predstaviti kao suma dve duZi, Sto je prikazano na slici 13.
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K K+L

L

Slika 13

Teorema 5: (1) Neka je sa 7 obeleZena translacija, tada za proizvoljne skupove A i B u

R* vazi:
7(A)+B=7(A+B)=A+7(B)

(2) Ako su A i B oba konveksni, zatvoreni i konveksni ili kompaktni i
konveksni skupovi u R*, onda je i A+B konveksan, zatvoren i konveksan ili
kompaktan i konveksan skup.

Dokaz:

(I) Ako je translacija 7 definisana vektorom ¢, vazi:

(t+A)+B=1+(A+B)=A+(t+B),
a odavde direktno sledi tvrdenje teoreme.
(2) PokaZimo da ako su A i B konveksni skupovi u R*, onda je to i skup A+B. Skup A+B
je konveksan ako za proizvoljnea+b € A+B ia'+b'e€ A+B i proizvoljno A, 0< A <1, vazi
da:
Ma+b)+(1-A)(a'+D") € A+B.

Kako a+be A+Bia'+b'e A+B,jasnoje daa,a€cAib,b'eB.
Aa+b)+(A-A)(@+b)=Aa+Ab+(1-AD)a'+(1-A)b' = la+(1-Da+Ab+(1- )b,
Kako a,a'€A, a skup A konveksan pa sadrzi svaku konveksnu kombinaciju svojih
elemenata, zakljuCujemo da vazi: Aa+(1—A)a'€A. Potpuno analogno zakljucujemo da

Ab+ (1—A)b' € B. Kona¢no dobijamo:
Aa+b)+(1-A)(a'+b")e A+B,
Sto je 1 trebalo pokazati.

Ako su A i B zatvoreni i ograni¢eni skupovi u R*, onda je to i skup A+B, jer je suma
Minkovskog neprekidna operacija i preslikava parove ogranicenih skupova na ogranicen

skup. [

Napomena 5:
(1) Suma Minkovskog moZe se zapisati u formi: A+B=|_J(A+b).

beB
(2) Ako A€ R i AcR?, onda skup AA definiemo na sledeéi nadin:
AA={Aa:ae A}.
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Ako su dati A,.. A4 eR i skupovi A,..,A, cR*, onda A4A +...+ 4 A, nazivamo
linearnom kombinacijom skupova A,...,A,, pri ¢emu neki od Kkoeficijenata
A,..., A, mogu biti negativni.

Medutim, (—1) A=—A nije suprotan element za A u smislu sume Minkovskog. Zaista, na

slici 11.4. jasno je daje B=—A, ali A+ B nije prazan skup, nego Sestougao.

Teorema 6: Ako su A,..., A, konveksni skupovi u R*i A,..., A realni brojevi, onda je
LA + ...+ 4 A, konveksan.

Dokaz:
Neka x, ye LA +..+ A4 A+ A4 A, 1 neka je A proizvoljno 0< A <1 fiksirano, treba
pokazati da:
Ax+(1-A)ye AA +..+ AL A+ AA, .

Kako xe 4 A +..+ 4 A + 4 A,, to znadi da je x=Ax +...+ 41X+ A4x., za neke
Xiyees Xip» X takve daje: x; € A,..., X € ALy, X € Ap.

Kako ye LA +...4+ 4 A + A A, to znaCidaje y=Ay +...+ 4y + A Vi » Za neke
Viserr Yir» Vi takve daje: y € Ay,..., Vi € Ay, W E A;.
Dobijamo:

Ax+(1=2)y=A(Ax +.c+ Aoxia +Ax )+ (1= ) (A +oot Aoayia A )

odnosno:

Ax+(1=-A)y=AAx +..+ A + A +(1=A) Ay + .o+ (1= A) Ay + (1= ) Ay, -
Kako je mnozZenje realnih brojeva komutativno, sledi:

Ax+(1=A)y = AAx + o+ Ao Ax + A A + A (1= )y 4+ A (1= A) yea + A (1= 2) ..
Dalje dobijamo:

Ax+(1-A)y=4 (/1)6l +(1-2) yl)+...+/1k_1 (/bck_1 +(1-2) yk_1)+/1k (ﬂxk +(1-2) yk).
Kako je A, konveksan, jasno je da za x;,y € A vazidai Ax +(1-4)y, € A.
Potpuno analogno zakljuujemo da:
A +(1=-A)y, € Ayyoy Ax+(1=A) yis € Ay Axg +(1-4) y € A,
Konacno dobijamo:
Ax+(1-A)ye AA +..+ A AL + AA,
Sto je i trebalo pokazati. []
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4. POTPORNE PRAVE I LICA POLIGONA

Neka je P c R’ konveksan poligon u ravni. Kao $to je poznato, skalarni proizvod je
neprekidna funkcija, a konveksan poligon kompaktan skup, tako da za proizvoljan nenula
vektor v =(v,v,)e R? vazi:
suppePp-v:max{p-v|pe P} ,
gde je:
pv=pvitpony
skalarni proizvod vektora p=(p,.,p,)iv=(v,»,).

Definicija 7: Nekaje P cR*> konveksan poligon u ravni. Preslikavanje:
hy(v):R* >R, v—sup, p-v

naziva se potporna funkcija poligona P.

Definicija 8: Neka ve R* i se R. Skup tacaka:
H :{xe R? :v-x:s}
je prava u R*. Zatvorene poluravni odredene sa H definisane su na slede¢i na¢in:
H~ :{xe R? :v-xSs}, H* :{xe R? :v-st}.

Definicija 9: Prava H, nazivase potporna prava konveksnog poligona P c R* ako
PcH, ii PcH,” i PnH, #9,1t. H, sadrZi rubnu tatku poligona P.

Potporna prava H, konveksnog poligona P — R’ naziva se netrivijalna potporna prava
ako skup P nije sadrzanu Hp .

Skupovi H,” i H,' nazivaju se potpornim poluravnima poligona P.
Napomena 6: Jedini konveksan poligon koji ima trivijalnu potpornu pravu je duz.

Teorema 7:
(I) Ako je P+a translacija konveksnog poligona P — R”, onda je:

hpoo (V) =hp (v)+av, zasve ve R%.
(2) Za svaki nenula vektor ve R*, prava
H, (v) :{xe R*:x-v=h, (v)} , (D)
je potporna prava konveksnog poligona P.
(3) Svaka potporna prava poligona P ima reprezentaciju u formi (o).

Dokaz:
(1) Za svaki vektor ve R* vazi:
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Bpra (V) =SUP cprg XV =sup,cp(x+a) v=sup,,(x-v+a-v)=sup,px-v+a-v=hy(v)+a-v
(2) Kako je funkcija skalarnog proizvoda f (x)=x-v neprekidna, o¢igledno je neprekidna

i potporna funkcija konveksnog poligona P, h, (v)=sup,., x-v.
Konveksan poligon je zatvoren i ogranicen, tj. kompaktan skup, a neprekidna funkcija
hp (v) nakompaktnom skupu P dostiZe maksimum, jasno je da postoji x, € P takav da

vazi:
hp (V) =2xy-v.
Dakle, za bilo koje xe P vazi:
X V<XV,
Sto znaci:
PcH, (v),

tj. Hp(v) je potporna prava poligona P.

(3) Neka je H,(v) :{xe R*:x-v=1x, -v} potporna prava poligona P u tacki x,. Jasno,
moZemo izabrati nenula vektor ve R* za koji vaZi:
PcH, (v).
Tada za taj vektor v vaZzi:
Xy V=SUp,px-v="hp(v).
Dakle, Hp(v) potporna prava poligona P u tacki x, moZe se zapisati i na slede¢i nadin:
H, (v) :{xe R*:x-v=h, (v)} ,

$to je i trebalo pokazati. [

Napomena 7: Pojmovi potporne funkcije i potporne prave mogu se definisati za
proizvoljan konveksan i kompaktan skup, ne obavezno konveksan poligon. Stoga, tvrdenje
prethodne teoreme vazi i za proizvoljan konveksan i kompaktan skup, ne samo za
konveksan poligon. S obzirom da je Njutnov poligon proizvoljnog polinoma sa dve

promenljive konveksan, definicije i tvrdenja u ovom radu su data za konveksne poligone.

Definicija 10: Neka je P, Njutnov poligon polinoma f{x,y) i Hp, njegova potporna
prava. Presek poligona P, iprave Hp se naziva lice poligona P; u odnosu na potpornu

pravu Hp .

Napomena 8: Kako svaka potporna prava poligona P, ima neprazan presek sa tim
poligonom i poligon je sadrzan u jednoj od dve zatvorene poluravni odredene tom pravom,
zakljucujemo da lice Njutnovog poligona polinoma f{x,y) mozZe biti teme ili ivica poligona
P; , u zavisnosti od potporne prave.
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Primer 6: Posmatrajmo polinom:

flxy) =X+ Xy + Xy + 7+ x+ L.
Konstrukciju Njutnovog poligona polinoma f{x,y) ( P, ) opisali smo u primeru 1. Na slici
14 dajemo primer dve potporne prave poligona P,. U prvom slucaju lice poligona u
odnosu na potpornu pravu H,_je teme (0,0), a u drugom slucaju lice poligona u odnosu na

potpornu pravu H ' ivica poligona P, koja spaja temena (0,0) i (1,0).

2,3

(3,2)

Slika 14

Sledec¢a teorema daje najvaznije osobine dekompozicije poligona. Kao §to ¢emo videti,
suma Minkovskog o€uvava aditivnost potporne funkcije.

Teorema 8:

(1) Neka su hy (v) i h (v) potporne funkcije konveksnih poligona K, L c R* u odnosu na
proizvoljan vektor ve R*, v=(u,w), gde su u,w>0. Tada je h (v)+h, (v) potporna
funkcija kompaktnog i konveksnog skupa K + L, tj.

hg,o (v) =hy (v) +h (v) .

(2) Hy,; (v):HK (V)+HL (v)

(3) Ako je F lice kompaktnog i konveksnog skupa K + L, onda postoje jedinstvena lica

Fy i F, skupova Ki L takva da vazi:

Svako teme K + L je sumatemena K i L.

(4) Ako su K 1 L konveksni poligoni, onda jetoi K+ L.

Dokaz:
(1) Kako su konveksni poligoni K, L kompaktni, znamo da je i K + L kompaktan.
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Pokazimo da je K+ L konveksan skup. Ako su K i L dve duZi u ravni koje nisu
paralelne tada je K + L paralelogram. Ako su K i L dve duZi u ravni koje su paralelne
tada je K+ L duZ paralelna K i L ¢ija je duZina zbir duzina K i L. Neka su K i
L dva konveksne figure i P=K+ L. Uzmimo proizvoljne C,De P. Po definiciji
sume Minkovskog, postoje tacke A;,A,e€ K (koje mogu da se poklapaju) i
B,, B, € L (koje mogu da se poklapaju), takve da je:

C=A+B i1iD=A+B,.
Kako je K konveksna figura duz conv(Al,Az)e K . Potpuno analogno dobijamo da
conv(Bl,B2 ) € L. Paralelogram (ili duz) dobijen kao suma Minkovskog:

conv (A, A,)+conv(B,,B,)
pripada P zajedno sa unutra$njim tackama.
Tacke duzi conv(C,D) pripadaju dijagonali tog paralelograma. Kako smo tacke
C, D birali proizvoljno, sledi da je P konveksna figura.
Uzmimo, sada, proizvoljan vektor ve R*, v=(u,w), gde su u,w>0. Za taj vektor
v vazi:

Por (V) =SUP ek yer (X+Y) - V=SUPck sop (X v+ Y- V) =SUP g X VHSUP,, y-v ="y (V) + (V)

(2) Pokazimo najpre: Hy,, (v) < Hy (v)+H, (v). Neka je:
(x,y)e Hg,p (v) ={(a,b)e R? |(a,b) (u,w)=hyyy (v)} , gde je v=_(u,w).

Na osnovu (1) znamo da je:

(%) (x,y)-(u,w)=hg, (v)=he (v)+h, (v).

Jasno:
hg (V) =SUP (4 p)ek [(a,b) : (u, W)]

hy (v) = sup(ae. [ (e.d)- (. w)].

Posto su K i L kompaktni skupovi, supremum se na njima dostiZe, tj. postoje tacke
(ag,by)€ K i (cy,dy)e L takve da vazi:

(%) J (v) =sup(r [ (a.b)- (.w) | = (an.by)- (u, w)

(k%) f, (v)=sup ., [ (c.d)-(uw)]=(co.do)- (. w).
UvrStavanjem (%) i (3% % %) u (%) dobijamo:
(x, y)-(u, w) = (ao,bo)-(u, w)+(co,d0)-(u, w) ,
odnosno:
(x, y) . (u, W) = (ao +cy,b, +d0)‘(u, W) .
Odavde dobijamo:
(x,y)-(u,w)—(ay +co.by+dy)- (u,w) =0,

odnosno:
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[(X, Y)_(ao + ¢y, by +do)]‘(u»W) =0,
paje:
[x—(a0+c0),y—(b0+d0)]~(u,w):0.
S obzirom da je u, w>0, zakljucujemo da vazi:
(x—(a0+co),y—(b0+d0))=((),0) ,
tj.
X =dy +C0 1 y=b0+d0.
Dakle:
(X, }7) = (ao +¢o,bo +d0) = (a(),b())+(c(),d()) .
Kako (ay,by)e Hy (v) i (co.dy)e H, (v), oigledno je:
(x,y)e Hy (v)+HL (v)
Pokazimo i obrnutu inkluziju Hy (v)+H, (v) € Hk., (v). Neka
(x,y)e He (v)+H,(v).
Tada postoje (xx,yx )€ Hg i (x,,y,)€ H, takvi da vaZi:
X=Xg+x, 1 y=yc+y..

S obzirom da (x, yg )€ Hy vazi:

SUP(, )k [(a,b) . (u,w)] = (g, vk ) (. w) =hy (v).
Kako (x,,y,)e H, vaZi:

SUP (¢ d)er [(C,d)‘(”’w)] =(x v ) (. w)=hy (v).
Sabiranjem poslednje dve jednakosti dobijamo:

(xg, v ) (s w)+(xp, ) - (usw) =g (v)+ by (v),
odnosno:

(xK + XL, Yk +YL)'(M’W):hK (V)+hL (V)
Na osnovu (1) sledi:
(xK +X, Yx t yL)'(u’W) =hgip (V)
Odavde sledi da je:
(xx +xp, yg + yL)e Hy,, (V) )
tj.
(X,Y)E HK+L(V) .

(3) Na osnovu Teoreme 7, slucaj (2), za kompaktan i konveksan skup K+L i nenula vektor
v sa ciljnom tatkom izvan skupa K+L, prava H., (v) :{xe R? :x~v:hK+L(v)} je
potporna prava skupa K+L. Onda je F=(K+L)NHg,,(v) lice poligona K+L u
odnosu na potpornu pravu Hy,, (v). Potpuno analogno, za kompaktne i konveksne
skupove K i1 L i1 odabrani vektor vbiramo njihove potporne prave
Hy (v):{xe R*:x-v=h (v)} i H, (v):{xe R? :x-v:hL(v)} . Neka su lica

skupova K i L u odnosu na date potporne prave su: Fy =KNHg(v) i
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F,=LnH,(v).O¢gledno je da su prave Hy,, (v), Hx(v) i H,(v) paralelne i vazi:
Hy, (v)=Hg(v)+H,(v). MoZemo pretpostaviti da vazi Hy(v)=H,(v), do na
translaciju skupa L. Dalje dobijamo:
F=(K+L)NHg,, (v)=(K+L)"(Hg(v)+H,(v))=(KNHg (v))+(LOH, (v))=Fc + F,
Jedinstvenost Fy i F; slediiz (1).

(4) Za konveksne poligone K i L ,pokazali smo da je K+ L kompaktan i konveksan
skup. Uo¢imo dva proizvoljna temena poligona K i L - v, i v,. Odaberimo vektor v
tako da lica poligona K i L u odnosu na potporne prave Hy (v) i H,(v) budu vy i
v,. Tada: vy +v, € H (v)+H,(v). Na osnovu (2) sledi: vg +v, € Hg,, (v). Drugim
reCima, suma Minkovskog dva temena je svakako tacka ruba skupa K+L.
Pokaza¢emo da je K + L poligon koji nastaje kao konveksan omotac¢ svih tacaka oblika

vk +v,, gde su vy 1 v, temena poligona K i L. S obzirom na konveksnost skupa
K + L dovoljno je pokazati da, osim tacaka oblika vy +v,,ne postoji ni jedna tacka

K+ L ¢&ije je lice u odnosu na neku potpornu pravu samo ta tacka. Naime, ako bi
postojala takva tacka F', onda bi prema (3) ove teoreme postojala jedinstvena lica
poligona K i L - Fy i F, takva daje: F = Fx + F,.Kako je F tacka, ocigledno je da
i Fy 1 F, moraju biti taCke, tj. temena poligona K i L, odnosno F je oblika
F =vg +v,, §to je kontradikcija. []

Sledeca teorema je vazna posledica Teoreme 8.

Teorema 9:
Ako za konveksne poligone A,B,C c R* vazi: A+C=B+C,tadaje: A=B.

Dokaz:
Neka je vnenula vektor sa ciljnom tackom izvan skupa A+C. Dalje, za taj vektor v

definiSemo: hAJrC(v)zsupl,e asc PV, potpornu funkciju poligona A+ C u odnosu na
vektor dati vektor v. Tada je prava:

H,. (v):{xe R*:x-v="h,c (v)}
potporna prava skupa A+C. Neka je Fy,c=(A+C)NH,.(v) lice poligona A+C u
odnosu na pravu H,,c (v) Bez umanjenja opStosti, pretpostavimo da je lice poligona
A+C u odnosu na pravu tacka - teme poligona A+C . Naime, ako za izabrani vektor
v dobijamo da je lice poligona A+ C duZ, odaberimo drugi vektor v' sa ciljnom tackom
izvan skupa A+ C tako da za taj vektor odgovarajuce lice poligona bude teme.
Na osnovu Teoreme 8, stavka (3) za teme F,,. poligona A+ C postoje jedinstvena
temena poligona A i C,F, i F¢, ¢ija je sumaupravo Fy,.:

Frc=Fy+Fc.
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Potpuno analogno, za teme F,,. poligona B+ C postoje jedinstvena temena poligona B i
C, Fyi F.', ¢ijaje sumaupravo F .:
Fpoc =Fg+F¢'.
Kako se svako teme poligona A+C na jedinstven nacin moZe predstaviti kao suma
Minkovskog jednog temena poligona A i jednog temena poligona C, zakljuCujemo da
vazi:
FA :FB 1 FC =FC"
S obzirom da je izbor vektora v bio slucajan, pravac potporne prave smo slobodno birali,

zakljuCujemo da poligoni A i B imaju ista temena. Kako je svaki poligon konveksan
omotac svojih temena, dobijamo: A=B. [l
Napomena_9: U daljem tekstu ¢emo skup konveksnih poligona u R? obeleZavati

saK (Rz). Na osnovu prethodne teoreme zakljucujemo da je (K (Rz),+) komutativna

polugrupa sa zakonom kancelacije.

Napomena 10: Primetimo da obrat Teoreme 8, stavka (3) ne vazi. Dakle, ako su F, iFp
lica Q 1 P, tada F,+F, nije obavezno lice Q+ P. Zaista, posmatrajmo Cetvorougao

conv(A,B,C,D) prikazan slici 15 koji se moZe predstaviti kao suma Minkovskog dva
trougla, AAED i aEBF . Dakle vazi:
conv(A,B,C,D) = conv(A, E,D)+C0nv(E, B, F) .
Medutim, jasno je da vaZi:
conv(E, D)+ conv(E,F)=conv(E,F,C,D),

odnosno, duzi conv(E,D) i conv(E,F) su lica poligona aAED i aEBF , ali njihova
suma — paralelogram conv(E, F,C, D) nije lice poligona conv(A,B,C,D).

Slika 15
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Napomena 11: Neka su A, B i C konveksni poligoni u R* takvi da vazi: C=A+B.Na
osnovu Teoreme 8, stavka (3), svaka ivica poligona C moZe se predstaviti jedinstveno kao
suma Minkovskog jedne ivice poligona A i jedne ivice poligona B, pri ¢emu jedna od njih
moZe biti tacka. Obrnuto, svaka ivica poligona A i B je poligon sabirak tacno jedne ivice
poligona C .
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5. INTEGRALNO NERASTAVLJIVI POLIGONI

U ovom poglavlju bavicemo se pronalazenjem integralno nerastavljivih poligona i da¢emo
primere apsolutno nesvodljivih polinoma nad proizvoljnim poljem pridruZenih ovim
poligonima.

Za konveksan poligon sa celobrojnim temenima u Euklidskoj ravni R®moZemo
konstruisati konac¢an niz vektora pridruZenih njegovim ivicama na dole opisan nacin. Neka

su redom vy,V,...,V,,V, =V, temena poligona u smeru suprotnom od smera kretanja
kazaljke na satu.
Ivice poligona mogu se predstaviti vektorima E; =v;,—v,_, =(a,-,b,»),1SiSn, pri ¢emu

a;,b; € Z . Vektore E; nazivamo ivicnim vektorima.
Definicija 11: Vektor v=(x,y)e Z* se naziva primitivni vektor ako je NZD(x,y)=1.

Ako definiSemo ¢; = NZD(a;,b;), tada su vektori ¢, = (j—’ci) , 1<i<n primitivni vektori.
Jasno, E;, =ce;, 1<i<n.

Svaki iviéni vektor E; sadrzi tacno c;+1 celobrojnih tacaka, ukljucujuci svoje krajnje
tacke, Sto Ce biti pokazano u Teoremi 11.

Definicija 12: Niz vektora {c,»e,»}l<l_<n se naziva poligonalni niz vektora (ivicni niz
vektora).

Napomena 12: Poligonalni niz vektora jedinstveno odreduje poligon do na translaciju.

Kako je rub poligona zatvorena putanja, jasno je da vaZi: ZCie,» =(0,0).
i=1

Teorema 10: Neka je P poligon sa celobrojnim temenima ¢iji je poligonalni niz vektora
{cie;},__, pri Gemu su e € Z® primitivni vektori. Tada je poligon sa celobrojnim
1<i<n

temenima Q poligon sabirak poligona P ako i samo ako je poligonalni niz vektora poligona

pri ¢emu vazi 0<d, <¢; i Y de; =(0,0).

i=1

Q oblika {d.e;}

1<i<n ’

Dokaz:

() Neka je {e'} \<ic, MZ 1vi€nih vektora poligona Q. Iz Napomene 11 zakljuCujemo da se
svaka ivica poligona Q pojavljuje kao ivica - sabirak neke ivice ce poligona P, gde je e
primitivni vektor. Jasno je da toj ivici poligona Q odgovara ivi¢ni vektor oblika de, pri

¢emu vazi 0<d <c. Kako je omota¢ poligona, sa aspekta ivicnih vektora, zatvorena
putanja, zaklju¢ujemo da vazi:

S die; =(0.0).
i=1
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za koji vazi 0<d,;<c¢; i Zdiei =(0,0) definise

i=1

zatvorenu putanju. Kako je {c,-el-}KK” poligonalni niz vektora poligona P,

(&) Proizvoljan niz vektora {d,e;}

1<i<n

{die,-}lsls” definiSe omota¢ konveksnog poligona koji je poligon sabirak poligona P i koji
daje poligon P u zbiru sa poligonom ¢&iji je ivi¢ni niz {(c; —d, )e"}1<-< :
Napomena 13: 7Za svaki poligon sa celobrojnim temenima koji ima dve paralelne ivice
moZemo re¢i da tim ivicama odgovaraju primitivni vektori ¢; i e; za koje vaZzi: ¢; = —e;,
odnosno ¢; +e; =0. Odavde iz Teoreme 10 direktno sledi da je ovaj poligon integralno

rastavljiv u smislu sume Minkovskog. Zbog toga ¢e, za sve poligone koji ¢e biti razmatrani
u ovom poglavlju, standardna pretpostavka biti da su im sva temena celobrojna i da nemaju
paralelnih ivica.

Takode, poligon sabirak poligona sa celobrojnim temenima se naziva frivijalnim
poligonom sabirkom ako je duz ili celobrojna tacka.

Iz Teoreme 10 je ocigledno da bilo koji n-tougao sa celobrojnim temenima, n =3, koji
nema paralelnih ivica moze jedino imati celobrojne poligone sabirke sa sa i ivica, pri

cemu | e{3,4,...,n—1,n}. Na primer, petougao sa celobrojnim temenima koji nema

paralelnih ivica moZe imati samo trougaone, Cetvorougaone ili petougaone poligone
sabirke sa celobrojnim temenima.

U ovom poglavlju bavicemo se pronalaZenjem kriterijuma nerastavljivosti za poligone sa

celobrojnim temenima u dvodimenzionalnoj Euklidskoj ravni R”i predstaviéemo vaZne
rezultate u vezi sa nerastavljivoScu Cetvorouglova i petouglova sa celobrojnim temenima.
Iz razloga kompletnosti, analizu po¢injemo duzima.

5.1. DUZI

Definicija 13: 7a bilo koje dve tacke a, i a, iz R* duz [al,az] koja spaja tacke a; 1 a, je
skup svih tacaka oblika:
a=a+A(a,—a), 0<A<1.

Napomena 14: Neka su v,, v, ,a,, a,, b, b, tatke iz R*> za koje vazi: v, =a, +b i
Vo =a, +b2 Tada_]e: [VI,V2] c [al,a2]+[bl,b2].

Ako vazi: [vl,vz] z[al,a2]+[b1,b2], onda su duzi [vl,vz], [al,az] i [bl,bz] paralelne jer:

val= U ([a.a]+b)= U (a+[b.5:])
belbn bn] aclanas]
Zaista, na slici 16 vidimo: (0,0)= (0,0) + (0,0) i (1,1)=(0,1) + (1,0), pa vaZi i:
conv((0,0),(1,1)) < conv((0,0),(0,1)) +conv((0,0),(1,0)) = conv((0,0),(0,1),(1,1),(1,0)),
jer je duz conv((0,0),(l,l)) dijagonala kvadrata conv((0,0),(0,1),(1,1),(1,0)). Medutim,
kako duzi conv((0,0),(1,1)), conv((0,0),(0,1)), conv((0,0),(1,0)) nisu paralelne, ne vazi:
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conv ((0,0),(1 , 1)) = Conv((0,0),(O,l)) +conv((0,0),(l,0)) .

0,1) (1,1)

(1,0)

0,0)

v

Slika 16

Na slici 3, vidimo da je: (2,0)+(1,1)=(3,1) i (1,1)+(0,2)=(1,3). Ocigledno je da su duZzi
conv((2,0),(l,l)), conv((l,l),(0,2)), conv((3,l),(l,3)) paralelne, pa vazi:
conv((3,1),(1,3)) =conv((2,0),(1,1)) +conv((1,1),(0,2))..

Slede¢a teorema nam daje moguénost da odredimo broj tacaka sa celobrojnim
koordinatama na proizvoljnoj duzi. U daljem tekstu, sa NZD(a) éemo obeleZavati

NZD(ax,ay), gde je a :(ax,ay) proizvoljna tacka iz R’ sa celobrojnim koordinatama.
Sli¢no, NZD(a,b) ¢e oznacavati NZD(NZD(a),NZD(b)), gde su a,b proizvoljne tatke

iz R* sa celobrojnim koordinatama.

Teorema 11: Neka su a, i a, dve razli¢ite tacke sa celobrojnim koordinatama iz R*. Tada

na duZi [a,,a,] ima taéno NZD(a, —a,)+1 tacka sa celobrojnim koordinatama, raunajuci

a,i a,. Stavise, ako je a; proizvoljna tatka sa celobrojnim koordinatama na otvorenoj

duZi (a,a,), §j. a; = aa, + Pa,, zaneke >0 i >0 takve daje a+ B =1, tada vaZi:
NZD(a3—ar) _ |as=a| _ B

NZD(az—ay) ~— las—as|| T

Dokaz:
Neka je a; tacka na otvorenoj duzi (al,az). Tada vazi a; =aa, + fa,, za neke a>0 i

p>0 takve daje a+ S =1.
Ocigledno je da vazi:
a;—a, =oa + fa, —a, = (1_,B)a1 +pa, —a :ﬁ(az _al) )
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kao i:
a;—a,=0a,+ fa,—a, =aa,+(1-a)a, —a, =a(a, —a,).
Odavde direktno sledi:
las-ai]| _ |Blaz=a)| _ Bla-a| _ p

las=aa] " a(a-ar)] ~ ela-a] T @ -

Jasno je da prethodna jednakost vaZi za bilo koju tacku na otvorenoj duZi (a,a,), bez
obzira da su njene koordinate celobrojne.

Iz jednakosti a; —a, = B(a, —a,) oigledno je da je a; tacka sa celobrojnim koordinatama
ako i samo ako je f(a,—a,) tatka sa celobrojnim koordinatama. Neka je a; tacka sa
celobrojnim koordinatama. Kako je a, —q, tacka sa celobrojnim koordinatama i a; # q,,

zakljuCujemo da je S racionalan broj oblika:

ﬁ = % , za neke O<m<n, takve daje NZD(m,n)=1.
Jasno je da je f(a,-— al) tacka sa celobrojnim koordinatama ako i samo ako n deli
d =NZD(a, —q,). Dakle, da bi a; bila tatka sa celobrojnim koordinatama, potrebno je da
vazi:
,B=§,gdeje 8 Zde,pavaii: O<g<d.
Odavde sledi da g biramo na d —1 nalin, pa zaklju¢ujemo da na zatvorenoj duZi [al,az]

ima (d —1)+2=d +1 tatka sa celobrojnim koordinatama.
Dalje dobijamo:

a;—ay=f(a,—a))=%dv,
za neki primitivni vektor v'.
Sli¢no dobijamo:

za neki primitivni vektor v".
Kako su v' i v" primitivni vektori, sledi da je:

NZD(a;—a,)=g i NZD(a;—a,)=d—g .
Odavde dobijamo:

NZD(a3—ay) g

NZD(a3—a,) d-g d-

i _p

1-p

|a~\0z

SYRSY

o

.
Aos

¢ime je dokaz zavrsen. [

Teorema 12: Neka su a, i a, dve razli¢ite tacke sa celobrojnim koordinatama iz R*. Duz
[al,az] je integralno nerastavljiva u smislu sume Minkovskog ako i samo ako je

NZD(a, —a;)=1.

Dokaz:
(=) Neka je duz [al,az] integralno nerastavljiva u smislu sume Minkovskog. PokaZimo

da je tada NZD(a, —a,)=1. Pretpostavimo suprotno: NZD(a,—a,)=d>1.
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Tada na duZzi [al,az] ima tacno d +1 tacka sa celobrojnim koordinatama, racunajuéi q, i
a,. Kako je d>1, zakljucujemo da je d +1>2, odnosno d +1>3. Dakle, na duzi [al,az]
ima bar 3 tacke sa celobrojnim koordinatama, racunajuéi g, i a,. Odavde je jasno da se na
otvorenoj duZi (a;,a,) nalazi bar jedna tacka ¢ sa celobrojnim koordinatama. Tada za nju
vazi:
[al,az]z[al,c]+[0,a2—c],

odnosno duz [al,az] je integralno rastavljiva u smislu sume Minkovskog, S§to je
kontradikcija. Dakle, vazi NZD(a, —a,)=1.

(¢) Neka je NZD(a,—a,)=1. PokaZimo da je duZ [al,az] integralno nerastavljiva u
smislu sume Minkovskog. Pretpostavimo suprotno: [a,,a,|=[b,,b,]+[c/,c,], za neke duzi
[6,b,], [ci.c,] sa celobrojnim koordinatama za koje vaZi ||(b1,b2 )”, ||(cl,c2)|| >0. Na
osnovu Napomene 14 zaklju¢ujemo da su duZi [a,a, ], [b,b,] i [¢,c, ] paralelne. Ovo je
oc¢igledna kontradikcija s obzirom da je duz [al,az] primitivna. Dakle, duz [al,az] je

integralno nerastavljiva. [

Primer 7: Polinom f(x,y)=x"+y" je apsolutno nesvodljiv nad proizvoljnim poljem ako

i samo ako je NZD(n,m)=1.

5.2. TROUGLOVI

Neka je conv(v;,v,,v;) trougao sa celobrojnim koordinatama u Dekartovoj pravougaonoj

ravni R”. Pokaza¢emo da je taj trougao rastavljiv u smislu sume Minkovskog ako i samo
ako vazi:
NZD (v, —v,,v,—v;)=d>1.
Prethodni uslov je ekvivalentan uslovu:
NZD(V1 -V, 0 —v3) = NZD(v2 -,V —v3) = NZD(V3 -V, V; —vz) =d.

Teorema 13: Trougao conv(v,v,,v;) u R’ sa celobrojnim temenima v, v,,v; je

integralno nerastavljiv u smislu sume Minkovskog ako i samo ako je:
NZD(VI Vo,V _V3) :1

Dokaz:
() Neka je T =conv(v;,v,,v;) trougao sa celobrojnim temenima u R*. Formirajmo
ivicne vektore trougla 7' na slede¢i nacin:
E=v,—vi=ce, E,=v;—v, =06, 1 E5 =V, —V; = 3¢5,
pri cemu su:
¢ =NZD(v, =), ¢; =NZD(v;=v,) i ¢s = NZD(v,—v;)
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pozitivni, celi brojevi, a e, e, 1 e; su primitivni ivicni vektori trougla 7. Kako T nema
paralelnih ivica, na osnovu Napomene 14 zakljucujemo da svaki konveksan poligon S sa

celobrojnim temenima koji je poligon sabirak trougla 7 mora biti trougao i njegov ivi¢ni
niz vektora je oblika:
E'=de, E,=d,e, 1 E;'=d;e;,
gdesu 0<d; <¢;,za i=1,2,3, pri Cemu vazi:
E'+E,'+E;'=0.

Stoga, svaki poligon sabirak trougla 7 mora biti trougao koji je slian trouglu 7 . Drugim
re¢ima, vazi:

Il el &1 _d _d _ds _m

El "Bl TIB " e e

gde je 2 racionalan broj, 0<m<n 1 NZD(m,n) =1.
Kako su d;, i=1,2,3 celi brojevi, jasno je da n deli ¢;, j=1,2,3.
Pretpostavimo da je NZD (v, —v,,v, —v;)=1. S obzirom da vaZi:
NZD (v, =v,,v, —=v;) = NZD(NZD (v =v,), NZD (v —v;) ) = NZD (¢, ;) =1,
tj. ¢ 1 ¢; su uzajamno prosti. Kako n delii ¢, i ¢;, zaklju€ujemo da je n=1. Iz relacije
0<m<n sledi da je m=0ili m=1. Odavde dobijamo S ={0} ili $ =T . Dakle, trougao

T nema netrivijalnu dekompoziciju, pa je integralno nerastavljiv u smislu sume
Minkovskog.
(=) Neka je trougao T integralno nerastavljiv. Treba pokazati da je:

NZD (v, —v,,v,—v;) =1.
Pretpostavimo  suprotno, NZD(v,—v,,vi —v;) = NZD(cj,c;)=d>1.  Tada je
S =conv(0,v, —v;,v3—V,) trougao sa celobrojnim temenima i vazi: T=v,+d(+S).
Dakle, dobijamo da je trougao T rastavljiv u smislu sume Minkovskog, S§to je
kontradikcija. Dakle, vazi NZD (v, —v,,v,—v;)=1. [

Napomena 15: Na osnovu dokaza Teoreme 13 vidimo da je trougao u R’ sa celobrojnim
temenima v;,v,,v; integralno nerastavljiv u smislu sume Minkovskog ako vaZi:
NZD(v;-v;,v;—v,)=1, zaneke i, j,k, {i, j,k} ={1.2,3}.

Primer 8: Posmatrajmo trougao conv((1,2),(7,4),(5.8)). Kako je:
NZD((7.4)-(1,2).(7.4)=(5.8)) = NZD((6.2).(2.-4)) =2>1
zakljucujemo da je trougao conv((1,2),(7,4),(5.8)) rastavljiv u smislu sume Minkovskog
i njegova dekompozicija je:
conv((1,2),(7.4),(5.8)) = conv((1,2),(4.,3).(3.5)) + conv((0,0),(3.1),(2.3)),

Sto je prikazano na slici 17.
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Slika 17

Primer 9: Posmatrajmo polinom:

f(xy)=ax®+a,y" +a;’y+axtyt +asx’y’ +agx’y* + a,xy*,
pri emu je a,...,a; € F\{0}, gde je F proizvoljno polje.
Termima polinoma f (x,y) sa nenula koeficijentima odgovaraju redom sledec¢i vektori
eksponenata: (13,0), (0,9), (2,1), (4,4), (5,3), (6,2) i (3,4). Njutnov poligon polinoma
f(x,y) je trougao P, = conv((l3,0),(0,9),(2,1)) prikazan na slici 18.

Slika 18

Kako je:
NZD((13,0)~(0,9),(13,0)~(2.1)) =NzD((13-9) ,(11,-1) ) =NZD( NZD(13,-9), NZD(11,-1)) = NZD(L 1) =1,
zakljucujemo da je trougao P; =conv((13,0),(0,9),(2,1)) integralno nerastavljiv u smislu

sume Minkovskog, pa je polinom f (x, y) apsolutno nesvodljiv nad poljem [F.




Ivan Pavkov, Nesvodljivost polinoma dve promenljive — master rad 34

Polinom f(x,y) "ostaje" apsolutno nesvodljiv nad poljem F ako mu dodamo nove terme
&iji vektori eksponenata leZe u Njutnovom poligonu polinoma f (x, y).

S obzirom da njihovi vektori eksponenata leze u P;, mozemo dodati terme x°y*, x’y’ itd

sa proizvoljnim koeficijentima.
Drugim re¢ima, svaki polinom oblika:

f(xy)=ax"+ay’ +a;x’y+axty' +asx’y’ +agx’y* + a,x°y* +Zcijxiyj ,
gde aj,....a, € F\{0} i (i, j)e P,,

je apsolutno nesvodljiv nad F.

5.3. CETVOROUGLOVI

Na osnovu Napomene 13 zakljucujemo da je Cetvorougaosa celobrojnim temenima u
R* koji ima dve paralelne ivice integralno rastavljiv. Najpre primetimo da proizvoljan
getvorougao Q = conv(A,B,C, D) sa celobrojnim temenima koji nema paralelnih ivica lezi
u unutra¥njosti tatno dva trougla 7, =conv(A,B,v) i T, =conv(B,C,v,) za neke tacke
v,v, € R?, pri éemu svaki od tih trouglova ima ta¢no jednu zajedni¢ku ivicu sa Q, §to je
prikazano na slici 19. Za cetvorougao Q koji lezi u unutraS$njosti trougla, njihovu
zajednicku ivicu nazivamo osnovna ivica. Jasno je da Cetvorougao ( ima tacno dve
osnovne ivice koje odgovaraju trouglovima 7,1 7,. Ocigledno je da su osnovne ivice
cetvorougla Q susedne. Osnovne ivice Cetvorougla Q prikazanog na slici 19 su [AB]i
[BC].

B Vi
Slika 19

Bez umanjenja opStosti, u daljim razmatranjima moZemo pretpostaviti da je cetvorougao
ABCD sa celobrojnim temenima u R* koji nema paralelnih ivica oblika prikazanog na
slici 20.



Ivan Pavkov, Nesvodljivost polinoma dve promenljive — master rad 35

Slika 20

Naime, ako je ¢etvorougao ABCD u nekom od poloZaja prikazanih na slici 21, analiza je
analogna kao u slucaju cetvorougla prikazanog na slici 20 koju ¢emo izloZiti.

C B B A A
\\/ D
D \/D/ /\
A C B C

Slika 21

Formirajmo, najpre, paralelograme CDEF i AGHD na nacin prikazan na slikama 22 i 23.

Primetimo da tacke E, F, G i H nisu obavezno celobrojne.
Na osnovu Teoreme 10 zakljuCujemo da je proizvoljan poligon sabirak Eetvorougla
ABCD trougao ili ¢etvorougao.

Ocigledno je da ¢etvorougao ABCD ima netrivijalne trougaone ili ¢etvorougaone poligone
sabirke sa celobrojnim temenima ako vaZzi neki od uslova (1),...,(5).
(1) Postoje tacke a, i a, sa celobrojnim koordinatama, a, € (B,E ], a, € (B,F ] takve

da je duz [al,az] paralelna duzi [D,C ] (slika 22).
(2) Postoje tacke b, 1 b, sa celobrojnim koordinatama, b, € (A, E], b, e (A,D] takve
da je duz [bl,bz] paralelna duzi [B, C ] (slika 22).

C

Slika 22
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(3) Postoje tacke ¢, i ¢, sa celobrojnim koordinatama, c, € (B,G], c, € (B,H ] takve
da je duZ [c,,c, | paralelna duZi [A, D] (slika 23).

(4) Postoje tacke d, i d, sa celobrojnim koordinatama, d, € (C,D] ,d, e (C,H | takve
da je duZ [d,.d, | paralelna duZi [A, B] (slika 23).

C

dq /\d2
‘H

D

€2

G €1 B
Slika 23
(5) Postoje tacke e, e,, f;i f, sa celobrojnim koordinatama, ¢, € (A,B), e, (B,C),

fie(D,A), f,e(C,D)takve da je duZ [e,e,] paralelna duzi [f,f,]1 vaz
ler,ex| =]/, £z (slika 24).

A el B
Slika 24

Napomena 16: Uslovi (1), (2), (3) i (4) netrivijalne trougaone, a uslov (5) netrivijalne
Cetvorougaone poligone sabirke sa celobrojnim temenima. Primetimo da je (I)&(4) i

(2) =(3).

FormuliSimo, sada, teoremu za cetvorouglove.
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Teorema_14: Cetvorougao Q:conv(A, B,C,D) prikazan na slici 20 je integralno

nerastavljiv u smislu sume Minkovskog ako i samo ako uslovi (1), (2) i (5) ne vaZe.

Dokaz:

(¢) Nekasu E,=B—-A, E,=C-B, E;=D-C i E,= A— D ivi¢ni vektori ¢etvorougla
0.

Neka je (1), (2) i (5) ne vaZe. Treba pokazati da je Cetvorougao Q integralno nerastavljiv.
Pretpostavimo suprotno, da se Cetvorougao Q moze rastaviti u smislu sume Minkovskog.
Pretpostavimo, najpre, da je netrivijalni poligon sabirak cetvorougla Q trougao sa

celobrojnim temenima. Na osnovu Teoreme 10 jasno je da svaka ivica netrivijalnog
poligona sabirka mora biti poligon sabirak tacno jedne ivice Cetvorougla Q. Dakle,

ocigledno je da ivi¢ni vektori trougaonog poligona sabirka mogu biti iz jednog od skupova:
a) {ElsEZsES}

b){E.E,,E,}
¢) {E,,E;,E,}
d) {E;.E,.E}

Jasno, ivi€ni vektori trougaonog poligona sabirka ¢etvorougla Q su redom istog pravca i

smera kao vektori u jednom od skupova a), b), c¢), d), ali ne moraju biti istog intenziteta.
Ako ivicni vektori trougaonog poligona sabirka Q odgovaraju vektorima iz stavke a) ili b),

onda su uslovi iz stavke (1) ili (2) ispunjeni, Sto je ocigledna kontradikcija. Dakle, Q

integralno nerastavljiv. Sa slike 20 je jasno da ¢) i d) ne mogu dati trougaone poligone
sabirke zato Sto odgovarajuci vektori ne mogu formirati zatvorenu putanju.

Pretpostavimo, zatim, da je netrivijalni poligon sabirak § cetvorougla Q cetvorougao sa
celobrojnim temenima takav da vazi Q=S+T, gde je T netrivijalni poligon sabirak
cetvorougla Q. Tada je uslov (5) ispunjen. Naime, sve ivice poligona sabirka S moraju
biti sabirci ivica poligona Q. Neka su F,, F,, F; i F, ivicni vektori ¢etvorougla S koji su
redom netrivijalni sabirci ivica E,, E,, E;1 E,. Neka su ¢ =B-F, e,=B+F,,
fi=D+F,1 f, =D—F; celobrojne tacke na ivicama cetvorougla Q.

Tada vazi:

ee,=¢,B+Be,=(B—(B-F))+((B+F)-B)=F+F,

fifs=fiD+Df,=(D-(D+F,))+((D-F)-D)=—(F,+F,).
S obzirom da ivi¢ni vektori ¢etvorougla S formiraju zatvorenu putanju, vazi:
E+F+F+F =0.
odnosno:
F+F,=—(F+F,).
Odavde je jasno da vaZzi:

ee, = fifs.

Drugim re¢ima:

[elez] je paralelno sa [flfz] i ||elez|| = ||f1f2

’
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odnosno uslov (5) je ispunjen, Sto je kontradikcija sa pretpostavkom.
Dakle, cetvorougao Q je integralno nerastavljiv.

(=) Pretpostavimo da je Cetvorougao Q integralno nerastavljiv. Treba pokazati da uslovi
(1), (2) i (5) ne vaze. Pretpostavimo suprotno, neki od uslova (1), (2) ili (5) vazi.
Pretpostavimo, najpre, da vazi uslov (). Dakle, postoje tacke a, 1 a, sa celobrojnim
koordinatama, a, € (B,E ], a, € (B,F ] takve da je duz [al,az] paralelna duZzi [D, C ] Tada
se cetvorougao Q) moze rastaviti u smislu sume Minkovskog na sledec¢i nacin:

Q =conv(A,B,C,D)=conv(A,a,P,D)+conv(a,B,a,),
Sto je prikazano na slici 25.

Slika 25

Na slikama 25-27 ¢emo ilustrovati rastavljanje cetvorougla u smislu sume Minkovskog
gde je tacka dodira poligona sabiraka koordinatni pocetak. Ovo moZemo uliniti bez
gubitka opStosti na osnovu Teoreme 5.

Pretpostavimo, zatim, da vaZi uslov (2). Dakle, postoje tacke b i1 b, sa celobrojnim
koordinatama, b, € (A,E ] , be (A,D] takve da je duz [bl,bz] paralelna duzi [B,C ] Tada
se cetvorougao Q moze rastaviti u smislu sume Minkovskog na sledec¢i nacin:

(0] :conv(A,B,C,D) :Conv(A,bl,bz)+conv(b2,P,C,D) ,
Sto je prikazano na slici 26.

Slika 26
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Konac¢no, pretpostavimo da vaZzi uslov (5), odnosno da postoje tatke e, e,, fii f, sa
celobrojnim koordinatama, e € (A,B), e, (B,C), fie(D,A), f,€(C,D) takve da je

duZ [e,e,] paralelna duZi [f;, f>] i vaZi |

e, = || fis f2|| . Tada se Cetvorougao Q moze
rastaviti u smislu sume Minkovskog na sledec¢i nacin:
Q =conv(A,B,C,D)=conv(A,e,P, f,)+conv(e,B,e,,Q),

Sto je prikazano na slici 27.

Slika 27

Pretpostavka da vazi neki od uslova (1), (2) ili (5) implicira da se Cetvorougao Q moze

rastaviti u smislu sume Minkovskog, Sto je kontradikcija. Dakle, zaklju¢ujemo da uslovi
(1), (2) i(5) ne vaze. [

Primer 10: Posmatrajmo Cetvorougao Q =conv(A,B,C,D), gde su A=(0,3),
B=(6,0), C=(14,4) i D=(6,4) prikazan na slici 28.

R RV . S RS

»
>
X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14
Slika 28

Ocigledno je da je tatka H =(10,2) takva da je [D,H | paralelno sa [A, B]. Postoje tacke
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d,=(10,4) i d,=(12,3) sa celobrojnim koordinatama, d, (C,D] , dy€ (C,H] takve da
je duz [d,,d, ] paralelna duZi [A, B], §to je prikazano na slici 29.

<

L IS N NV R NN R

»

Slika 29
Dakle, ispunjene su pretpostavke uslova (4), pa je Q integralno rastavljiv.
Jasno, d, 1 d, moZemo birati i na slede¢i nacin:
d=De(C,D)id,=He(C,H].
Kako tacke d, i d, biramo na dva nacina, cetvorougao Q se moze rastaviti u smislu sume

Minkovskog na dva nacina.
Dekompozicija ¢etvorougla Q:

Q = conv((0,2),(4,0),(10,3),(6,3) )+ conv((0,1),(2,0),(4.1)),

prikazana je na slici 30.
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2 2

1 1

Slika 30
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Druga dekompozicija ¢etvorougla Q:

Q = conv((0,1),(2.0),(6,2))+conv((0,2),(4,0).(8,2)),

je prikazana na slici 31.

D (6,4) C (14,4)

B (6,0)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Slika 31
Sledeca teorema je direktna posledica Teoreme 10.

Teorema 15: Neka je m pozitivan ceo broj i Q=conv(A,B,C,D) &etvorougao sa

celobrojnim temenima bez paralelnih ivica &iji je iviéni niz vektora {me,,me,,e;,e,}.
Cetvorougao Q je integralno nerastavljiv u smislu sume Minkovskog ako i samo ako je

ie, + je, +e; # 0, za sve celobrojne uredene parove (i, j), gdeje 1<i, j<m—1ii#j.

Dokaz:
(=) Neka je Q je integralno nerastavljiv. Treba pokazati da je ie + je, +e; #0, za sve

celobrojne uredene parove (i, j), gde je 1<i,j<m—1 ii# j. Pretpostavimo suprotno,
postoji ureden par celih brojeva (i,j), 1<i,j<m-1 1 i+ jtakav da vaz
ie, + je, +e; =0. Na osnovu Teoreme 10 dobijamo da je trougao sa iviénim nizom vektora
{iei, jes,es} poligon sabirak etvorougla Q, $to je kontradikcija sa pretpostavkom da je Q

je integralno nerastavljiv.
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(«) Pokazimo, najpre, da proizvoljan celobrojni poligon sabirak cetvorougla
Q oblika ce, + c,e, + cze5+c4e, =0, 0< ¢y, ¢, £m, 0L ¢5,¢, £1 ne moZe sadrzati obe ivice
e; 1 e,, odnosno da postoje samo dve moguénosti:
(c3,c4) = (1,0) ili (c3,c4) = (O,l).
Zaista, kada bi vazilo (c;,c,)=(1,1) poligon sabirak bi bio oblika:
) ce+ceyte;+e,=0,0<¢,c,<m—1.

Kako je {me,,me,,e;,e,} iviéni niz vektora Setvorougla Q vazi:

2) me +me,+e;+e,=0.
Oduzimanjem jednakosti () od jednakosti (2) dobijamo:

(m—c)e +(m—c,)e, =0.
Dobijamo da su vektori ¢ i e, paralelni Sto je nemoguce jer cetvorougao ( nema

paralelnih ivica.
Na osnovu prethodne analize zaklju€ujemo da za poligon sabirak Cetvorougla Q sa

celobrojnim temenima postoje dve moguénosti:

a) ie+je,+e;=0,1<i,j<m—1,i#]

b) ie+ je,+e, =0, 1<i,j<m—1,i#j.
Za i, j uzimamo 1<i, j jer ako bi bilo, recimo, 1<i i j=0 dobili bismo: ie, +e; =0, §to
bi znacilo da Q ima dve paralelne stranice. Potpuno analogno razmatranje vazi i za slucaj
1<j1ii=0. Ako bi bilo i = j =0, dobijamo e; =0. Kako je e; =v, —v;, to bi znacilo da
se temena v; i v, Cetvorougla Q poklapaju. Kako sve druge mogu¢nosti za donju granicu
za i 1 j vode u kontradikciju, zaklju¢ujemo da je 1<4, j.
Obrazlozimo, sada, izbor gornje granice za i1 j. Kako je i#j, slucaj i=j=m je
nemogu¢. Razmotrimo slucaj i=m, j<m-1, tj. me + je,+e;=0. Oduzimanjem
prethodne jednakosti od jednakosti (2) dobijamo (m— j)e, +e, =0, odnosno dobijamo da
Q ima dve paralelne stranice.S obzirom da 1 slu€aj j=m, i<m-1 vodi u
kontradikciju, mora vaziti i, j <m—1.
S obzirom da vazi me, +me, +e;+e, =0, jasno je da svakom slucaju tipa a) odgovara

ta¢no jedan slucaj tipa b). Dakle, analiziraju¢i slucajeve tipa a) zapravo analiziramo sve
moguce poligone sabirke ¢etvorougla Q.

Takode, pretpostavili smo da je i # j. Zaista, slucajeve i= j moZemo odbaciti jer kad bi

vaZzilo:
ie, +ie, +e;=0,
dobijamo:
mie, + mie, + me; =0,
a odavde:

mie, + mie, + mey = i(me, + me, )+ me; =i(—e; —e, ) +mey = (m—i)e; —ie, =0.
Drugim re¢ima, dobijamo da su vektori e; i e, paralelni §to je nemoguce jer ¢etvorougao

QO nema paralelnih ivica.
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Dakle, pokazali smo da je svaki poligon sabirak ¢etvorougla Q sa celobrojnim temenima
oblika ie + je,+e;=0, 1<i,j<m—1, i# j, gde su i, celi brojevi. S obzirom da je
pretpostavka teoreme da za sve celobrojne uredene parove (i, ), gde je 1<i,j<m-1
ii# jvazi: ie + je, +e; #0, zakljuCujemo da se Cetvorougao ( ne moZe rastaviti u
smislu sume Minkovskog, $to je i trebalo pokazati. []

U slede¢im primerima ilustrovaéemo primenu Teoreme 15 za nalaZenje apsolutno
nesvodljivih polinoma sa dve promenljive.

Primer 11: Posmatrajmo ¢etvorougao Q sa celobrojnim temenima:
Q = conv((0,8),(10,0),(8,18).(3.15)),

prikazan je na slici 32.

L B VSR Y B - NS - SN =]

(10,0

QO

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Slika 32

»
»
X

Ivicni niz vektora Cetvorougla Q je:
{(10,0)-(0,8),(8,18)—(10,0),(3,15)—(8.18),(0,8) - (3.,15)} .
Odnosno:
{(10,-8),(-2.18),(-5,-3).(-3.-7)} ={2(5.-4).2(-19).(-5.-3).(-3,-7)} .

Sa slike 32 je oCigledno da Q nema paralelnih ivica.
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Na osnovu Teoreme 15, Cetvorougao Q sa ivicnim nizom vektora {26’1,26’2,6’3,6’4} , gde su
e, =(5,—4),e, =(-1,9),e; =(-5,-3),e, =(-3,—7) primitivni vektori, je nerastavljiv u
smislu sume Minkovskog.
S obzirom da je ¢etvorougao Q Njutnov poligon polinoma:
f(xy)=ax"+a,y* +a:x*y"* +a,x’y", a,....a, e F\{0},

zakljudujemo da je polinom f (x,y) apsolutno nesvodljiv nad F, gde je F proizvoljno
polje.
Polinom f(x,y) "ostaje" apsolutno nesvodljiv nad poljem F ako mu dodamo nove terme
&iji vektori eksponenata leZe u Njutnovom poligonu polinoma f (x, y) - Setvorouglu Q.
Drugim re¢ima, svaki polinom oblika:

f (x, y) = alxlo +c12y8 +a3xgy18 +a4x3y15 +Zcijxiyj , Ayy...,dy € IF\{O} 1 (i, j)e 0,
je apsolutno nesvodljiv nad F.

Primer 12: Posmatrajmo ¢etvorougao Q sa celobrojnim temenima:
Q = conv((0,3),(9,0),(12,15),(4.8)).

prikazan je na slici 33.

19 4
18 +

17 4

16 7 (12,15)

L BV R~V e N - EN=)

1(9,0)

»
>
X

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Slika 33
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Ivicni niz vektora Cetvorougla Q je:
{(9,0)-(0,3).(12,15)—(9,0),(4.8) - (12.15),(0,3) - (4.8)}.
Odnosno:
{(9.-3).(3.15).(~8.-7).(~4.-5)} ={3(3.-1).3(1.5).(-8.-7).(-4.-5)} .

Sa slike 33 je oCigledno da Q nema paralelnih ivica.
Na osnovu Teoreme 15, Cetvorougao Q sa ivi¢nim nizom vektora {3¢,3e,,e;,¢,}, gde su
e =(3,-1),e, =(1,5),e; =(-8,-7),e, =(—4,-5) primitivni vektori, je nerastavljiv u
smislu sume Minkovskog ako i samo ako je:

e+2e,+e; 701 2¢ +e,+e;#0.

S obzirom da je:
e +2e,+e;=(3,-1)+2(1,5)+(-8,-7) =(3,—-1)+(2,10)+(-8,—7) =(-3,2) #(0,0)
i
2e,+e,+e;=2(3,-1)+(1,5)+(-8,~7) =(6,-2) +(1,5) +(-8,—7) =(-1,—4) #(0,0),
dobijamo da je Cetvorougao Q nerastavljiv u smislu sume Minkovskog.
S obzirom da je ¢etvorougao Q Njutnov poligon polinoma:
f(xey)=ax’+a,y’ +axy" +a,x*y*, ay,...,a, € F\{0},

zaklju¢ujemo da je polinom f (x,y) apsolutno nesvodljiv nad F, gde je F proizvoljno
polje.
Polinom f(x,y) "ostaje" apsolutno nesvodljiv nad poljem F ako mu dodamo nove terme
&iji vektori eksponenata leZe u Njutnovom poligonu polinoma f (x,y) - Eetvorouglu Q.
Drugim re¢ima, svaki polinom oblika:

f(x, y) = alx9 +c12y3 +a3x12y15 +a4x4y8 +ZC,»jxiyj, a,...,a, € IF\{O} 1 (i, j)e 0,
je apsolutno nesvodljiv nad F.

Primer 13: Posmatrajmo cetvorougao Q sa celobrojnim temenima:
Q = conv((0,4),(8.0),(12,8).(3.9)),

prikazan je na slici 34.

Ivi¢ni niz vektora Cetvorougla Q je:

{(8.0)-(0,4),(12,8)-(8.0),(3.9)—(12.8),(0,4) - (3.9)} .
Odnosno:

{(8,4).(4.8).(-9.1),(3,5)} ={4(2,-1),4(1.2),(-9,1),(-3,-5)}.

Sa slike 34 je oCigledno da Q nema paralelnih ivica.
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Na osnovu Teoreme 15, Cetvorougao Q sa ivicnim nizom vektora {4el,4e2,e3,e4} , gde su
e =(2,-1),e,=(1,2),e5 =(-9,1),e, =(-3,—5) primitivni vektori, je nerastavljiv u smislu
sume Minkovskog ako i samo ako je:
e+2e,+e; 70, 2¢,+e,+e; 70, ¢ +3e,+e; 20, 3e,+e,+e; 0, 3¢, +2¢,+6; 70 1
2e,+3e, +e; #0.
S obzirom da je:

e +2e,+e;=(2,-1)+2(1,2)+(-9,1) =(2,-1)+(2,4) +(-9,1) =(-5,4) #(0,0),
2e,+e,+e;=2(2,-1)+(1,2)+(-9.1) =(4,-2) +(1,2) +(-9,1) =(-4,1) #(0,0),
e +3e,+e;=(2,-1)+3(1,2)+(-9,1) =(2,-1)+(3,6) +(-9,1) =(—4,6) #(0,0),
3e,+e,+e; =3(2,-1)+(1,2)+(-9,1) =(6,-3) +(1,2) +(-9,1) = (-2,0) #(0,0),
36, +2e, + €3 =3(2,~1)+2(1,2)+(=9.1) = (6,-3) +(2,4) +(-9,1) = (~1,2) = (0,0),
2e,+3e, + ;3 =2(2,—1)+3(1,2)+(-9,1) =(4,-2) +(3,6) +(-9,1) = (-2,5) # (0,0),

dobijamo da je ¢etvorougao Q nerastavljiv u smislu sume Minkovskog.
S obzirom da je ¢etvorougao Q Njutnov poligon polinoma:
f(xoy)=ax’+a,y’ +axy" +a,x*y*, ay,...,a, € F\{0},
zaklju¢ujemo da je polinom f (x,y) apsolutno nesvodljiv nad F, gde je F proizvoljno

polje.
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Polinom f(x,y) "ostaje" apsolutno nesvodljiv nad poljem F ako mu dodamo nove terme
&iji vektori eksponenata leZe u Njutnovom poligonu polinoma f (x, y) - Setvorouglu Q.
Drugim rec¢ima, svaki polinom oblika:

f(x, y) =ax’ +a,y’ +axy" +ax*y® +ZCijxiyj , Qy,...,0, € IF\{O} 1 (i, j)e 0,
je apsolutno nesvodljiv nad F.

5.4. PETOUGLOVI
Neka je P petougao sa celobrojnim temenima koji ima dve paralelne ivice, prikazan na
slici 35.

Slika 35

Na osnovu Napomene 13 P, je integralno rastavljiv u smislu sume Minkovskog.

Neka je P, petougao sa celobrojnim temenima bez paralelnih ivica kod koga je zbir svaka
dva susedna unutra$nja ugla striktno manji od 7, prikazan na slici 36.

V3

Slika 36
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Neka je P, petougao sa celobrojnim temenima bez paralelnih ivica kod koga je zbir svaka
dva susedna unutra$nja ugla striktno ve¢i od 7, prikazan na slici 37.

V4

V1 A\
Slika 37

Na slici 38 dajemo neke postupke dekompozicije integralno rastavljivih petouglova tipa
P, i P,. Na osnovu Teoreme 12, na duZi otvorenoj (v,,v,) postoji celobrojna tacka m, ako

1 samo ako vazi:
NZD(v,—v)#1.
Dakle, pretpostavljamo da je NZD (v, —v,)#1 ¢ime obezbedujemo da tacka m; bude

celobrojna.
Potpuno analogno obezbedujemo da ostale tacke m; budu celobrojne.

ms
mg m7
m) my
mp m3 mg
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Slika 38

Teorema 16: Petougao P bez paralelnih ivica sa ivicnim nizom vektora {6’1,62,63,64,65} ,

gde su e, e,,es,e,,es primitivni  vektori je integralno nerastavljiv u smislu sume
Minkovskog.

Dokaz:
Ivi¢ni niz vektora {el,ez,e3,e4,e5} petougla P ne moze imati podniz Cija je suma nula, s

obzirom da vaZi e, +e, +e;+e, +es =0. [
Tlustrujmo primenu Teoreme 16 slede¢im primerima.

Primer 14: Posmatrajmo petougao P sa celobrojnim temenima:
P =conv((0,2),(1,0),(3.1),(2.5).(16)),

prikazan je na slici 39.
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Slika 39

Ivicni niz vektora petougla P je:

{(1.0)=(0.2),(3.1) = (1.0).(2.5)~ (3.1).(1.6)~ (2.5).(0.2)~ (L6} .
{(1-2).(2.1).(~1.4). (~L1).(-1.~4)}.

Odnosno:

Sa slike 39 je oCigledno da P nema paralelnih ivica.
Na osnovu Teoreme 16, petougao P sa ivicnim nizom vektora {el,ez,e3,e4,es}, gde su
e =(1,-2),e,=(2,1),e;=(-1,4),e, =(-1,1),e5 = (-1,—4) primitivni  vektori,  je
nerastavljiv u smislu sume Minkovskog.
S obzirom da je ¢etvorougao P Njutnov poligon polinoma:
f(oy)=ax+ay’ +ax’y+a,x’y’ +asxy’, ay,....as€ F\{0},

zaklju¢ujemo da je polinom f (x,y) apsolutno nesvodljiv nad F, gde je F proizvoljno
polje.
Polinom f(x,y) "ostaje" apsolutno nesvodljiv nad poljem F ako mu dodamo nove terme
&iji vektori eksponenata leZe u Njutnovom poligonu polinoma f (x,y) - petouglu P.
Drugim re¢ima, svaki polinom oblika:

f(xy)= ax+a,y’ +a;x’y+a,x’y’ +asxy® +ZC,»jxiyj , ay,....,ase I\{0} i (i, j)e P,

je apsolutno nesvodljiv nad F.

Primer 15: Neka su m,n pozitivni celi brojevi takvi da vazi:
NZD(m,n)=1.
Posmatrajmo petougao P, , sa celobrojnim temenima:

P :conv((m,O),(O,n),(m+l,n+1),(m,n+m+1),(0,m+1)).

m,n
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Ivi¢ni niz vektora petougla B, , je:

{(Qn)Am0)(metLnt) HQn) (mrtm)  met L), ( Q) mrtaet]) (mO Q1)
Odnosno:
{(—m,n),(m+1,1),(—l,m),(—m,—n),(m,—(m+1))} .

Oc¢igledno je da su vektori:

e, :(m+1,l) ie; :(—l,m)
primitivni vektori jer je NZD(i‘l,c) =1, gde je ¢ proizvoljan prirodan broj.
Vektori:

e =(—m,n) ie, :(—m,—n)
su primitivni vektori jer je NZD(m,n)=1.
Vektor:

e = (m,—(m+1))

je primitivni vektor jer je NZD(c,—(c +1)) =1, gde je ¢ proizvoljan prirodan broj.
Dakle, iviéni niz {e,,e,,e5,e4,¢5}, ¢, =(—m,n), e, =(m+1,1), s =(-1,m), e, =(-m,—n),
es = (m,—(m+1)) petougla P, , je niz primitivnih vektora, pa je na osnovu Teoreme 15

petougao P, , nerastavljiv u smislu sume Minkovskog.
Odavde zakljucujemo da je svaki polinom sa dve promenljive €iji je Njutnov poligon
petougao P, apsolutno nesvodljiv nad proizvoljnim poljem F.

Na primer, uzmimo da je m=3, n=2. Jasno, NZD(3,2) =1 tako da je petougao:
P, =conv((3,0),(0,2),(4.3).(3.6).(0,4)).

prikazan na slici 40 nerastavljiv u smislu sume Minkovskog.

Slika 40
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Sa slike 40 je o€igledno da P, , nema paralelnih ivica za proizvoljne pozitivne cele brojeve
m,n , tako da mozemo primeniti Teoremu 16.
S obzirom da je petougao P, Njutnov poligon polinoma:
f(xy)=ax’+ay’ +ax'y’ +a,x’y’ +asy’, ay,....as€ F\{0},
zakljudujemo da je polinom f (x,y) apsolutno nesvodljiv nad proizvoljnim poljem F.
Jasno, svaki polinom oblika:
f(xy)=ax’+a,y’ +ax*y’ +a,x’y’ +asy’ +Zc,-jxiyj , ay,....,as€ F\{0} i (i, j)e P,

je apsolutno nesvodljiv nad F.
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