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Predgovor

Diferencijalna geometrija proucava svojstva krivih i povrsi koristeé¢i analizu i linearnu

algebru. U ovom radu, predmet istrazivanja su razli¢ite klase povrsi (pravolinijske, rotacione i
minimalne).
Rad se sastoji od cetiri poglavlja. U prvom poglavlju su uvedeni osnovni pojmovi teorije
krivih i povrsi koji su potrebni za dalje razumevanje izloZzene materije. U drugom poglavlju su
izlozene pravolinijske povrsi, kao i neke podklase linijskih povrsi. Nihova velika primena je u
arhitekturi 1 gradevinarstvu, pa su iz tog razloga interesantne za proucavanje. U tre¢em
poglavlju definisane su rotacione povrsi, njihove geometrijske veli¢ine i specijalan tip krivih
koje se nalaze na njima-glavne krive. Pokazano je da su glavne krive ba§ meridijani i paralele.
U cetvrtom poglavlju razmatrane su minimalne povrSi. To je oblast koja je i danas
interesantna jer postoji fizicka ilustracija matemati¢kog problema minimalnih povrsi.

Zahvaljujem se svom mentoru, dr Sanji Konjik, na velikoj pomoci i strucnim savetima
pri pisanju ovog rada, kao i na strpljenju i celokupnom zalaganju.

Takode, zahvalnost dugujem clanovima komisije dr Milici Zigi¢ i dr Dusanu Zorici na
Strucnim savetima i sugestijama.
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1 Osnovnipojmoviteoriek r 1 vi h | povVv

U uvodnom delu da¢emo definiciju krive u 4 . One se mogu definisati kao neprekidna
preslikavanja iz intervala “GP 5 u A . Medutim za analiti¢ko izu¢avanje krivih neprekidnost
je isuvisSe slab uslov, jer tako definisane krive mogu da izgledaju dosta komplikovano i da
imaju mnoge neocekivane osobine. Na primer, postoje neprekidne krive koje prekrivaju Citav
kvadrat u ravni. Samim tim, prirodno je da uz uslov neprekidnosti imamo i uslov
diferencijabilnosti. Dakle, dodatni uslov samo govori da krivu mozemo linearno aproksimirati
u datoj tacki sa:

w0 wo @ o6 O 8
Stoga, da bi ova linearna aproksimacija u tacki @0 bila moguca, zahtevaéemo jo§ da je
o) Tt

Sada mozemo definisati pojam regularne parametrizovane krive.

Definicija 1.1. Regularna parametrizovana kriva je preslikavanje cifO s klase 6 za
kojevazi — G  TH ON "Qgde je ‘Onterval u 5.

Definicija 1.2. Kriva QILCP S je parametrizovana duZinom luka odnosno prirodno
parametrizovana ako je Aa £ pH o '@

U ovom radu ¢emo koristiti teoremu o inverznom preslikavanju pa ¢emo navesti njenu
formulaciju:

Teoremal.3 Neka je “Yotvoren podskupod s i @Y s klased ho ¥ "o h "Qw
i'O"Qv invertibilno preslikavanje (tj. Q' Q 6 '@"Q ). Tada je lokalno u okolini & h
"Qdifeomorfizam, tj. postoji otvorena okolina Y P "Ytacke G i otvorena okolina & facke &
tako da je "@®[Y bijekcijai’™Q go Y jeklase 6

Posmatrajmo slede¢e parametrizacije:

G0 LAIBOBI o it
o 1AT@HROEJ h  ov mt h
, AT @ RHOEdJo h o~ mit* 8

Date parametrizacije opisuju istu krivu: kruznicuu 8 sa centrom u TiTt
polupre¢nikai  TU

Obzirom da naizgled razli¢ite parametrizacije mogu opisivati istu krivu, definiSimo pojam
reparametrizacije krive na sledec¢i nacin:



Definicija 1.4 Nekasu| o a if daiQ  a diferencijabilne krive. Kazemo da
jeT pozitivna reparametrizacija krive | ako pOStOjI diferencijabilna funkcija
JORH) o) oo takvada Q@ mhzasve® 6 Qif | 2®

Slicno, krivaT e negativna reparametrizacija krive| ako postoji diferencijabilna funkcija
@, G0 oo takvada Qe mzasve® 6 Qif | 2B

Kazemo da je1 reparametrizacija krive | bez obzira na to da li je pozitivna ili negativna
reparametrizacija krive| 8

Primetimo, izvodi @D B i imaju vaznu ulogu u opisivanju krive & Ako su dodatno
oni linearno nezavisni u svakoj tacki krive @) moéi ¢e da se formira &€ okvir (tj.
ortonormirana baza) koja ¢e u potpunosti opisivati svojstva krive.

Definicija 1.5 Neka je dregularna prirodno parametrizovana kriva u s klase t . Kriva &
naziva se Freneova ako su vektori R 8 Fo linearno nezavisni u svakoj tacki krive.
Tada se krivoj Gmoze pridruziti Freneov€ okvir ‘Q i B AQ i i N "Okoji je jedinstveno
odreden sledecim svojstvima:

i) Qi MBI i formira ortonormiranu bazu koja je pozitivno orijentisana tj.
QBB 1
i) [ N oued Mieewef o inadi BRI ,"O plBR p

i) @ (Rio ml'™ piBRE p,li.

Nadalje, ¢emo podrazumevati da vektori zavise od parametra i pa ¢emo ga radi lakSeg zapisa
izostavljati.

Konstrukcija Freneovog okvira krive se vrsi slede¢im Gram-Smitovim postupkom:
[ORN
Caece

Q —
ALDIER

® ohd i

C R mom o
8
o ) B & oM
@ B & f®

Poslednji vektor Q je jedinstveno odreden u skladu s uslovom 1) iz definicije.

Primetimo da je svaka regularna kriva klaset u s Freneova ako vazi cee eert jer da bi kriva
u ovom slucaju bila Freneova trebalo bi da oa# uaetsadu linearno nezavisni. Medutim, kako je
kriva prirodno parametrizovana imamo da je

toha® ph
2



pa diferenciranjem ove jednakosti dobijamo da je:

~ o~

Dakle, T  Gad Gzesae ortogonalni, pa da bi bili linearno nezavisni, morai & T a to je bas
ono $to smo tvrdili.

Definicija 1.6. Neka je Freneova kriva u 8 (tj. vazi G@ecem). Funkcija krivine u oznaci
Il i ,regularne kriveklaset u s definise se kao:

I i h Az
Krivina krive se geometrijski interpretira kao mera odstupanja krive u datoj tacki od prave, tj.
meri u svakoj tacki koliko brzo tangentni vektor menja svoj pravac. Preciznije, ona

predstavlja intenzitet brzine promene pravca tangentnog vektora.

Definicija 1.7. Neka je "YP s otvoren skup. Kazemo da je preslikavanje "@[Y n

diferencijabilno u tacki N "Yako postoji linearno preslikavanje 0 dg A takvo da vazi:
Mw , Qo 6, ' &££#£h ££ T8
0 se naziva Jakobijan funkcije 'Qtj.6 'O Qw y dO0Qw.

R
Rang preslikavanja "se definise kao rang Jakobijana O"Qw.

Definicija 1.8. Neka je skup "YP s otvoren. Preslikavanje ‘@Y a se naziva regularno
ako je za svako wN "Yrang Jakobijana ‘O Qo maksimalantji.i ©@"Qb & "Q&kE 8Imamo
i QO 'QQE0E0 " QQ& QQd QD" Qv . Tada:

i) M ¢ QQd QD T 'O"Qw je injektivno i "(se naziva imerzija
i) N & QQOE™Ww & O™ jesirjektivno i "se naziva submerzija.

Radi odgovarajuceg istrazivanja teorije povrsi zahtevamo da povrs nije data samo kao
diferencijabilno preslikavanje dve promenljive, ve¢ vise, zahtevamo geometrijsku
linearizaciju u smislu da u svakoj tac¢ki povrsi postoji linearna povrs (tj. ravan) koja dodiruje
povrs U toj tacki. Stoga, prirodno je da zahtevamo da Jakobijan povrsi U svakoj tacki ima
maksimalan rang (tj. da je preslikavanje imerzija).

Definicija 1.9. Neka je "YP & otvoren skup. Parametrizovani povrsinski element je imerzija
@Y a .’Qse naziva parametrizacija, elementi skupa U se nazivaju parametri, a njihove
slike preslikavanjem "Qracke.

Ubuduée ¢emo cesto govoriti umesto parametrizovani povrSinski element samo povrs.
Takode, sliku povrSinskog elementa ¢emo oznacavati sa !

Ako povrSinski element predstavimo u lokalnim (Dekartovim) koordinatama
parametrizacija "(QJe data sa:

~ ~

"Qoh G 6h hd 6hy hy oy 8



Tada je

~

0" oh "Q"Q o6l h

Qe €
Qe €

pa posto rang preslikavanja ‘O R mora biti maskimalan jer je "Qimerzija sledi da su
vektori "Q i "Q linearno nezavisni na “Yhjer se rang definiSe kao maksimalan broj linearno
nezavisnih kolona. Vektori "Q1i "Q generiSu tangentni prostor (tangentnu ravan) na povrsinski
element "Q

Uvodimo sledeée oznake za parametrizovani povrSinski element
"YO a ,"YP a otvoren,6 N Y  "QO

1o — tangentni prostoru 6 na™y, "Y'Y 0 s (tj. prostor svih vektorau st koji poginju
u tacki 6)

45 - tangentni prostor u R nas , "Ys N A (tj. prostor svih vektora u s koji
pocinju u tacki n)

Definicija 1.10. Tangentna ravan na povrsinski element "Qu tacki "Q0 u oznaci “Y definise
se kao:
"Yngq 'O n@ uY'?‘Y 8

Elementi prostora “Y"(se nazivaju tangentni vektori.

Oznac¢imo sa GROEuklidski unutrasnji (skalarni) proizvod u 8 kao i u svakom tangentnom
prostoru “Ysa , tj. koristi¢emo notaciju

gde su, i — vektori iz tangentnog prostora “Ys koji imaju pocetak u tacki r|. Cesto éemo
govoriti da su vektori , i— zakaceni za tacku ).

Sada mozemo da defini§emo prvu fundamentalnu formu u oznaci s th .

z

Definicija 1.11  Prva fundamentalna forma povrsinskog elementa "Qje restrikcija Gho
(skalarnog proizvoda) na sve tangentne ravni "Y'®d N 7Y, tj.

s Gy D awndl Gty Y0

U datoj parametrizaciji prva fundamentalna forma se moze posmatrati i kao simetri¢na
bilinearna forma na Y'Y, tj. kao preslikavanje

YY YYs o 0Q whog o O

Primetimo da smo za svaku tacku povrsi prvu fundamentalnu formu definisali na tangentnom
prostoru (tangentnoj ravni) povrsi. Pokazatemo da postoji jedinstvena matrica koja
predstavlja prvu fundamentalnu formu u odnosu na standardnu bazu tangentnog prostora “Y"Q
Primetimo da komponente ove matrice zavise od tatke "Q0 na povrsi! . Za bilo koju drugu

4



tacku Q6 N ' gde 6 N 7Y, prva fundamentalna forma je definisana na isti nadin ali je
odgovaraju¢a matrica razli¢ita od prethodne. Predstavimo povrSinski element u lokalnim
(Dekartovim) koordinatama kao:

Qo o o ohy hy ol 8
Kako je "Qimerzija vektori "Q i "Q generiSu tangentni prostor "Y"QVZelimo da izrazimo
unutradnji (skalarni) proizvod st u funkciji baze povrsi "Q Neka su oM "Y'QTada @i @
mozemo izraziti pomoc¢u baze prostora “Y CYj.
O OQ OQIK OQ ©Q
Racunajucéi dobijamo:
A0 O QFNAD @ OFNAD ¢ HINAD & & FAD
Dakle, dokazali smo slede¢u lemu:

Lema 1.12 Nekaje sth dYQ a prva Jundamentalna forma u tacki "Q6 N ! 8Matrica
opisana prvom fundamentalnom formom s th u odnosu na bazu "OHQ je

- O Oy 8 HQ  sTORQ G‘QH‘QQ G‘m‘gx?
no uo s"ffi‘Q s,‘m‘g G‘Q‘QO G‘m‘m

8

Primetimo, matrica je simetri¢na i pozitivno definitna.

Prva fundamentalna forma nam omoguéava da raCunamo metricke osobine objekata na
povrsi, kao npr. duZinu luka krive na povrsi, uglove izmedu tangentnih vektora ili povrSine
delova povrsi posmatraju¢i samu povrs a ne prostor 4 u kom ona lezi.

Neka je ! regularna povr§ parametrizovana sa "®[Y s , gde je "YO s otvoren.
Posmatramo krivu na ! datu sa w0 Q6 O0MD O , gde je [ O 6ol o

diferencijabilna parametrizovana ravanska kriva na domenu Y. Koriste¢i formulu za duzinu
luka krive na intervalu o ho:

i O Azet AQ 8
Racunajucéi dobijamo:
gde su 6 i Lagzvodi po t. Imamo da je:
AE O 6o R WO

0Q0@e IO  SHQY 8



Konac¢no:

ADE 00 UL Qa8

Dakle, duZina luka krive Gna intervalu o fd je:

i 0 Qe (@@L "@xQ8

Posmatrajmo sada dve ravanske krive| o if O na "Ytakve da prolaze kroz istu tacku tj.
| O T 0 . Ozna¢imo sa [ "C&| i "(&1 odgovarajuce krive na regularnoj
povr§i! .Ondautacki™ Q4  nfkrive[ 0 i1 O obrazuju ugao —takav da je

.. . G had O | s h &
Al-O - < 8
A AED A . .
| @ h ao Tad K ad

Kao §to smo pomenuli, prva fundamentalna forma nam dozvoljava da ra¢unamo povrSinu
odredene oblasti na povrsi.

Lema 1.13. Neka je ! regularna parametrizovana povrs u A i @Y ' njena
parametrizacija. Neka je dat ogranicen skup O U Y. PovrSina dela povrsi "QU je data sa:

0 "Q0 QQ® Qo6 BU

Dokaz. Formula za povr$inu dela povrsi je:

~

0 QU Q0 AQ "OFQ 06 'BU

Imamo da je:
NQ®  AQEAME RO £QEA0E p Al &

EQEAQE OEL- £Q Q&8

Korenovanjem prethodne jednakosti i uvrStavanjem u formulu za povrSinu dela povrsi

dobijamo trazeno.
o

Definicija 1.14. Za povrsinski element "®[Y a Gausovo preslikavanje ' Y a je
definisano sa

a0
£Q O

"D 8

Jedinicni vektor normale’ O nije vektor sa pocetkom u tacki "Q0 veé je transliran tako da
mu pocetak bude u koordinatnom pocetku.



Definicija 1.15. Preslikavanje 0 D 0’z '0"Q definisano sa
0 O'sz20Q dYQ "YQ
naziva se Vajngartenovo preslikavanje ili shape operator od "Q
Sledeca teorema obezbeduje dobru definisanost Vajngartenovog preslikavanja.
Teoremal.16. Neka je Y A  povrsinski element sa Gausovim preslikavanjem
'dy "YO=s
i) Zasvako 6 M “Yravan koja je slika linearnog preslikavanjaO’'s Y'Y Y 1

je paralelna sa tangentnom ravni “Y"@BNa osnovu identifikacije Y a e a e
Y a se O’ usvakoj tacki moze posmatrati kao preslikavanje

O'sdYY “YQ

Takode preslikavanje 'O"Q je linearni izomorfizam 0O'Q@dYY “YQ sa
inverznim preslikavanjem O"Q  koje je takode izomorfizam.

i) Za svako 0N Y, 0 je linearni endomorfizam tangentne ravni u odgovarajuco;
tacki "QO .

i) O ne zavisi od parametrizacije (do na izbor znaka '). Takode 0 je
samoadjungovani operator s obzirom na prvu fundamentalnu formu (4. vazi
sO & s ¢h! OdN "Y' Q

Definicija 1.17. Neka su @Y a A dY Y i 0 kao u prethodnom tvrdenju. Tada za
tangentne vektore Qi W (tj. za WON "Y'Q definisemo

i) drugu fundamentalnu formu u oznaci ss tft od "Osa:
so  sb &
i) trecu fundamentalnu formu u oznaci sss tft od "Osa:
sod sOd O O ohod

U narednoj lemi ¢emo dati dva nacina za izracunavanje druge fundamentalne forme kada je
poznat povriinski element "@[Y s i Gausovo preslikavanje’ Y Y.

Lema1.18. Za povrsinski element @Y  a i Gausovo preslikavanje’ €Y Y vazi:

r'J Q 170

sts fere

gde smo sa"Q oznacili elemente matrice druge fundamentalne forme.



Dokaz. Kako svaki element iz prostora "Y"Qmoze da se prikaze pomoc¢u baznih vektora i kako
je prema prethodnoj teoremi O linearno preslikavanje traZzenu jednakost je dovoljno pokazati

za bazne vektore. Dakle, uzmimodaje® —i o —.
Dalje, imamo:
T Q R O S O R B O O 2 S B 012

®rete *Yefs  ‘fets  fefe
w10
Fere

LI T I e
016

s 1o

pri ¢emu smo u jednakosti:
z  koristili definiciju Vajngartenovog preslikavanja,
zz | ajbnicovo pravilo za skalarni proizvod vektora,

zzz yektor normale ’ je normalan na bazni vektor — , pa je njihov skalarni proizvod
jednak nuli. u
Sli¢no se pokazuje da su elementi matrice tre¢e fundamentalne forme jednaki:
T 7.1
To * 0
koriste¢i definiciju tre¢e fundamentalne forme.

Sumiraju¢i prethodno dokazano, imamo slede¢u napomenu.

Napomena. U lokalnim koordinatama za fundamentalne forme imamo sledece izraze:

g Q —h— h (prva fundamentalna forma)

s: 0 —h— h——h (druga fundamentalna forma)

s Q —h—h (tre¢a fundamentalna forma)

za "AQ pht8

Kao §to smo matricu prve fundamentalne forme oznacavali sa "Q D % 8 , tako i

matricu druge fundamentalne forme mozemo zapisati kao:

Q D 8

5

U sledec¢oj lemi ¢emo pokazati kako izgledaju elementi matrice Vajngartenovog preslikavanja
izracunati preko elemenata matrica prve i druge fundamentalne forme.



Lema 1.19. Ako sa "Q oznacimo elemente matrice Vajngartenovog preslikavanja, tada vazi:

Q Q°Qh

gde smo sa 'Q oznacili elemente matrice druge fundamentalne forme, a sa "Q elemente
matrice inverzne matrici prve fundamentalne forme.

Dokaz. Kako je Vajngartenovo preslikavanje 0gY'Q "Y'Q posmatracemo kako
preslikavanje 0 deluje na bazne elemente tangentnog prostora “Y'Q Kako je slika
preslikavanja 0 opet u "Y"Qimamo:

L1 ,,QT Q
UV — —a
To To
Sada imamo:
o 1ot o "QT "o "0 00
OV — |?—, —,q—,
To (0] To 0]
pa posto je matrica prve fundamentalne forme pozitivno definitna, imamo da je A A'Q TT,

pa postoji njoj inverzna, odnosno dobijamo:

MM B QQ.
Ovde, "Q oznadéava inverznu matricu; "Q 1.
: 0 0 2 0
Q — 0 0 — 0 "0

Definicija 1.20. Neka je "@[Y A povrSinski element, 6N Y, 1) "Q0 ineka je N "Y'Q
Posmatramo krivu wkoja lezi na povrsi "Qi ciji je tangentni vektor u 1y bas @ tj. wn 8
Tada definisemo normalnu krivinu I - Krive wsa:

I soho8

Definicija 1.21 Neka je ON "Y' Qjedinicni tangentni vektor, tj. s Y p8Q se naziva
glavni pravac za "Qako vazi jedan od sledeca dva ekvivalentna uslova:

i) $ G (tj. normalna krivina I u pravcu ) ima minimalnu ili maksimalnu
vrednost medu svim (sa osobinom s W p.

i) @ je sopstveni vektor Vajngartenovog preslikavanja 0. Odgovarajuca sopstvena
vrednost _ 0 @ _ @se naziva glavna krivina.

Moze se pokazati da su u prethodnoj definiciji uslov i) i ii) ekvivalentni.
9



Nadalje ¢emo sopstvene vrednosti matrice Vajngartenovog preslikavanja (tj. glavne krivine)
oznacavatisall i1l .

Definicija 1.22

i) Determinantatb  QQo I |

se naziva Gausova krivina.
i) Aritmeticka sredina™©O  -"Yi 0

—— se naziva srednja krivina.

Posledical.23. U lokalnim koordinatama imamo:

Qg QQ Q 00 0

Y q Qg MM™Q Q@ ©OO

2 2 90 —2 _w0a ¢ea w0k
G . CQQ®

tj.
0"0c¢dO GO
C 00 O

U ovom poglavlju kori¢ene su reference: [2], [4] i [10].

10



2Pravolini (s$¢kai pskegipoyVv

Pravolinijske povrSi predstavljaju vaznu klasu povrSi koje sadrze prave linije.
Pravolinijska povr§ nastaje pomeranjem prave po nekoj krivoj. Ova vrsta povrsi, a posebno
konoidne povrsi se jako Cesto koriste u gradevinarstvu i arhitekturi. Takode, konoidne povrsi
se koriste kao smele krovne konstrukcije. Uglavnom su se koristili tzv. sawtooth roofs ili
naborani krovovi, za pokrivanje industrijskih hala. Ovi krovovi se formiraju povezivanjem
istih elemenata na razli¢ite nacine. Pruzaju veliku koli¢inu dnevne svetlosti koja prolazi kroz
vertikalne povrSine stakala. Jednostavna proizvodnja i veoma bogat spektar oblika glavni su
razlog primena ovih vrsta povrsi u krovnim i drugim konstrukcijama.

U ovom poglavlju analiziraéemo pravolinijske povrsi, neke njihove osobine i dati
njihovu vizuelizaciju koriste¢i paket Mathematica. Kao podklasu pravolinijskih povrsi
posmatratemo 1 povrsi nulte Gausove krivine, poznate kao razvojne povrsi. Koristi¢emo

reference: [1], [5], [8] i [9].
2.1 Definicija i klasifikacija

Definicija 2.1.1  Pravolinijska povrs ' U 8 je povrs koja sadrii bar jednu
jednoparametarsku familiju pravih i parametrizovana je sa"®@[Y ' tako da:

Q6 ©6 Vioh

gde su @i i krive u s . Krivu Gnazivamo direktrisom ili bazicnom krivom linijske povrsi, a
krivu i generatrisom.

U definiciji iznad ¢emo pretpostaviti da je ceeuvek raliGito od nule, kako bismo imali
regularnost krive wkao i da i nije identicki jednaka nuli jer u tom slucaju uopSte nemamo
povrs.

Imamodaje™@ w6 VB Ii'Q 106

Primetimo, wje regularno ako i samoakosuw 6 U B i1 O linearno nezavisni.

Definicija 2.1.2 U slucaju kada pravolinijska povrs ima dve razlicite parametrizacije ovog
oblika, za datu povrs kazemo da je dvostruko pravolinijska.
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Teorema2.1.3 Za Gausovu krivinu pravolinijske povr§i vaZi daje 0 T8

Dokaz. 1z Posledice 1.23 imamo da je
QQg 00 0O
Qe OO0

0
Kako je za linijskupovis 0 QG RQa& T jerje:

M i6h Q mh
atakodevazi QQ9® AQ "Q& T sledidaje

. QQg O .
Y Qqs Qag "

Definicija 2.1.4 Razvojna povrs je pravolinijska povrs nulte Gausove krivine.

Lema 2.1.5 Povrs je razvojna akoisamoakoje 0 180 Q)

Dokaz. Direktna posledica prethodne teoreme:

0 —— Tmakoisamoako0d T8

Definicija 2.1.6. Nekaje! Osa povrs. Onda:

i) ' je tangentna razvojna povrs krive G, 6300 A ako! ima parametrizaciju

Qo w6 Leo 8
i) ' je uopStena cilindricna povrs nad krivom G, GG .
parametrizaciju
Qo wd 0 R
gdejen™N a A TN fiksna tacka.

i) ' je uopstena konusna povrS nad krivom G}, 6H00 A
parametrizaciju

Qo 0w,
gdeje NN a fiksna tacka. Tacka N je vrh konusa.

Lema?2.1.7.

ako ! ima

ako ! ima

i) Nekaje i, Gftd s regularna kriva cija je krivina | Ttsvuda. Tangentna razvojna

povrs "Ckrive Wje regularna svuda osim duz krive 68

i) Uopstena cilindricna povrs Q0D @06 0 fjeregularnakadgodje®d® 1 1

i) Uopstena konusna povrs Q0D 1) U a® je regularna kad god je 0 @ Gz i nije

nikada regularna u vrhu konusa.
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Dokaz. i) Za tangentnu razvojnu povrs imamo:
Q Qo ® Véeed ® O VO O VO 08

Kako je

(Vidi literaturu [5], teorema 7.15)

sledi da je Gze c@eeert Dakle, povrs je regularna kad je U Tt Dakle ako je 0 Trimamo
"QOh w06 paje povrs regularna u svim tackama osim duz krive ¢8

Ostale Cinjenice dokazujemo sli¢no kao 1).

Lema2.1.8 Akoje! tangentna razvojna povrs, uopsteni cilindar ili uopsteni konus tada je
' razvojna povrs.

Dokaz. Prema Lemi 2.1.5. ako pokazemo da je 0 Ttu svakom od tri slu¢aja imac¢emo da je
povrs razvojna.

Za tangentnu razvojnu povr§ imamo da je Qo w6 v éd,paje’Q @ U &
"Q @ 'Q  caeBalje dobijamo:

0 AGHRQQ Q Q0 RQ P dQ Q&
v 20 & 20 &
p ”n ”n ”n p i N~ T il il
70 Oh QQQ 70 & W LW W e T8

Za uopitenu cilindri¢nu povr§ imamo daje "Q6f GO U Apaje’Q ®RQ i
"Q 1t Odatle imamo:

0 ahrQa ™

Za uopstenu konusnu povr§ imamo da je MO ) Vv ,paje’Q VOhQ Qi
"Q  w80datle imamo:

a hQ & Q 0 RQ
) 20 "Of
o du@ 18

Lema 2.1.9. Gausova krivina linijske povrsi Q0D @6 0 16 je negativna akko su
wh i1atinearno nezavisni.

Dokaz. U Teoremi 2.1.3. smo pokazali da j je za linijske povrsi Gausova krivina 0 TBAkO
pokazemo daje 0 Trako i samo ako su @A i i adinearno zavisni, imaé¢emo traZeno.

U Lemi 2.1.5. smo videli da je 0 mako i samo ako je Q@  mtj. 0 1T 0dnosno kada
imamo razvojnu povrs. Dalje ra¢unamo 'Q 8
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Kako je

M Q 0 VB i ® i Vieli i'Q lissledidaje:
N  dhQa _P__ dQ "CHQ a
£Q QO
p nT \ CYRRY \ Mooon
mow i UViei ha
p ny VR oo JARYRRY R
70 & o hae ixei has
Odatle je:
9 —P & ifias
£Q O

Sadaimamodaje’Q  makoisamoako & A& mrakoisamo akoje A Adfifi Tt
ako i samo ako su wh iiakomplanarni tj. linearno zavisni.

Primer 2.1.1Q Mebijusova traka, jednograni hiperboloid i hiperboloicki paraboloid imaju
Gausovu krivinuv 18

Resenje. Pokazali smo da za linijske povr$i vazi: U T8Jednostavno se proverava da su
Mebijusova traka, jednograni hiperboloid i hiperbolicki paraboloid linijske povrsi, pa je
dovoljno pokazati daje U  Ttpa ¢emo imati trazeno.

Iz prethodne leme imamo daje 0  Trako i samo ako je Q  1rako i samo ako je
w iha m

Mebijusova traka je parametrizovana sa:

4

- . R ¢ D S o PP o JU
&€ QuQo i ani "QnoA | 6O DAIE@\IO(D(K)OEOI DAIZ@E'JH”L‘)OEC—Ih

Za Mebijusovu traku imamo:

0o OATAdO BIh o AT-@ 16DA T-O B0 B, paje

W 6 0O BBIROA T 6t h

o, P. O ~0. ..o PO, . .0 .. . P.. .0,

K=%0) —OEIAT1O Al-@OBh —OEIOBI AIl-AITWAIT-On
qC qC C q C C C qC

. . L e O O .0,

w 0 1 O ooAIoGDEc—IrmOEoIOEq—I ooAIEOh

we v s M om pP.

ow O I O hao Q Ew ™8

Odatle imamo da je za Mebijusovu traku vazi 0 T8
14



Jednograni hiperboloid je definisan neparametarski sa:

— =— = pP8
W W w

Pokazacemo da je jednograni hiperboloid dvostruko-linijska povr$ nalazeci dve linijske
parametrizacije. Fiksiraju¢i ¢fohod Tt definiduéi

@WH QOO 06 w6 L nimoh
gde je

o6 Q&b dwi QA T 6o Bifn
standardna parametrizacija elipse

p8

£ €
e

Lako se proverava da je

@N Q1 0L Qe HATO VOBIMHOBI VAT U
zaista parametrizacija hiperboloida.

Uzmimo '@ Q1 o & Qe AT VOBIMOBI VAT 60U, pa
imamo:

06 DA ToDO B, i 6 0O BOIMOA T 60 .
Odatle je:
Gaehd O BSIMOA T ol , 1 a0 OA T OO Bihm h

o 16 OATOBIMh o id6hadd OO
Sledi da je za jednograni hiperboloid Gausova krivinav T8
Hi per bol i | kjedefipismrnepdramétacski

a 0
MoZemo ga parametrizovati sa:

P rioio 8

W Oi woioé Qo V- -
Mp o

Za hiperbolicki paraboloid imamo:

) L,
- ho h
Mp O rip

®o  ofmmh 1o

®o6  phmh
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e  he——h——ooh

p o p o

. .0 . p .

wo 10 Tih- — - — h
Mp o Up o

nr . oM s om P

wo 1 0hada 5 8

Sledi da je za hiperboli¢ki paraboloid 0 T8

22 Necilindrilne pravolinijske povrggi

U ovom odeljku ¢emo pokazati da ukoliko uvedemo dodatnu pretpostavku u definiciju
linijskih povrsi, tj dajei 1amvek razli¢ito od nule, gde je i generatrisa linijske povrsi, onda
¢emo pravolinijsku povr§ moci da reparametrizujemo pomocu tzv. “standardnih parametara”.

Definicija 2.2.1  Pravolinijska povrs parametrizovana sa "Q6fD  ®6 016 je
necilindricna ako je i 1 a&vek razlicito od nule.

Lema 2.2.2 Neka je "Qparametrizacija necilindricne pravolinijske povrsi oblika
Q6 w6 U 106 8rada Qima reparametrizaciju oblika:

Qo , 6 016h
gdeje4£ £ piQ A& T Krivu, nazivamo strikcionom krivom od "Q

Dokaz. Postojel iamvek razli¢ito od nule, i je uvek razli¢ito od nule.

DefiniS§imo reparametrizaciju "Qod "(sa
s e .- U LIO
Qoo Qoh—— |
A 0 A

A o0 A

Jasno, "Qima istu sliku kao "Q Ako stavimo] 0 — onda
oy T 6 0168
Stavise, # 6 £ piodatlejed 6 had O ™ ) ]
Dalje, trebalo bi da nademo krivu , takvu da Q,a® h a® O m8Predstavimo krivu ,, u
obliku :
,0 T 0 007 O

za neku funkciju 0 0 0 koju ¢emo naci u nastavku. Diferenciranjem prethodne jednakosti
dobijamo:
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,a0 Tad d] 6 00708
Postojed 6 hao O m sledidaje
Qe had O G had O 00 0ad had B

Kako se i iamikada ne anulira, i i1asu uvek linearno nezavisni, pa imamo da je| aavek
razli¢ito od nule. Odatle, ako definiSemo 0sa

oo 2 0P 0Q
A 0 A
dobijamo: §, a0 fi @ O m8Sada definisimo:
"Qohh Qoo L 8

Ondaje™Qolb 1 6 006 01 6 , 6 076 hpa "®Q "Qopisuju istu krivu i "Q
zadovoljava uslov teoreme.
o

Lema 2.2.3 Strikciona kriva necilindricne pravolinijske povrsi "One zavisi od izbora bazicne
krive linijske povrsi.

Dokaz. Nekasuf iT aglve bazi¢ne krive za "Q Ako uzmemo notaciju iz prethodnog dokaza,
zaklju¢ujemo:

6 016 T 6 O0U] Oh

zaneku funkcijud O U .Nekasu, i, odgovarajuce strikcione krive. Onda:
6 6 a0 had O
_ " Ao A
[
6 1 dadhodQ 6 h
" A A
pa je
& 1 hO
A 1 8
£ A
S druge strane, iz prve jednakosti sledi da:T | O 0 U 8Diferenciranjem poslednje

jednakosti dobijamo: fee T 0O 0 01 &8
Rezultat sledi.

Definicija 2.2.4 Neka je "Qunecilindricna linijska povrs data kao u Lemi 2.2.2. Onda je
parametar distribucije od "Qfunkcijany 1 6 definisana sa:

R
o he&
17
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Lema 2.2.5 Neka je ! necilindricna linijska povrs, parametrizovana sa povrSinskim
elementom "Qoblika kao u Lemi 2.2.2. Onda je "Qregularno kad god je 0 T, ili kada je
U Tino6 T8Stoga, Gausova krivina od "Qje data u funkciji od parametra distribucije
sa:

N O
no V)
Takode, 3 o 3
AE U Aah O g h® O ph
. V& oE
6 mh LS
n v

Dokaz. Prvo, primetimo da su vektori: i ,& 1 i] amormalni na] i na, eStoga, , e | je
kolinearno sal gpa mora biti jednako nekom umnosku od] &Takode, imamo:

. 1 Niee
gde je
o 6‘151;88
Postoje™Q , 01@"Q 1 ,imamo:
QU 1h
pa je:

£Q O Ml]E M| A n UL A8
Sada je jasno da je regularnost od "(utvrdena.
Dalje, Q 1&Q mpajebd OhQO mi

p 50 ,mgoqﬂhe@ vdé Th&®

0 GRQO ————¢
£Q O& N &

NEoE VA AMaEAlwn) N4
R X n U

8

Konac¢no dobijamo Gausovu krivinu:
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23 Pri mer i pravolinijskih povrggi

Hel i k oi djeparamptrizavanajsa:

M & QB Qi) & A T odd 1O BIRD 08

Ukoliko definiciju zapiSemo u obliku:
Mo QEETA® 6 vidh

gde je N o o
@6  mmooh 16 OATOMO I A

T, pa je helikoid pravolinijska povr§ Cija je bazi¢na kriva

zakljutujemo da je Gze TUi |
¢ o0sa, a generatrisa je krug.

Mebijusovu traku mozemo parametrizovati sa:
G €& QONO I @i Qo  vioh
gde : : :
., e s e S o S ¢ U o N
w6 OAToOBIh 10 AIE@\IO(MIEGDE)TFOEC—IB

U ovom primeru, bazi¢na kriva linijske povrsi je krug, a generatrisa je kriva koja lezi na

jedini¢noj sferi.
/ '/T\\\\\
-_
~ —— i A
7 R /]
/ ",/ ’,
':'""E::’ D‘\-J
02k T 4 »";
o.oi / : %2
o2t / 2 7
0.4K /
1 : /o
= b 7/
\\o“\\ ! : 7
\\ A 7:
e e
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Jednograni hiperboloid je definisan neparametarski sa:

W 0 a
— =— = pP8
w w w

Predstavlja dvostruku pravolinijsku povrs, posto moze biti parametrizovan na dva nacina:

~ N

®w 6l 06 v& L mwh

gde je . N . N
00 Qda & Gl 6Q A T odO Bl

standardna parametrizacija elipse:

0w
o o P
U @  ravni.
Hi per bol i | Kkjéneparametaask adefinsan s:
W W
0 W

Predstavlja dvostruku pravolinijsku povrs, posto moze biti parametrizovan na dva nacina:

o o @b Odh dgd  Ho vh o o8
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Plikerov konoid je neparametarski definisan sa:

CO W

¢ —-8
®» ®

Mozemo ga parametrizovati sa:

Cn e memens g GOU
naoQamQi oh)hﬁS

Ovom parametrizacijom paket Mathematica ne prikazuje ovu povrs kao pravolinijsku. To se
postize uvodenjem polarnih koordinata:

NaoQoaQQinyt e d di-& OB K- nmOE- | AT-@OEHT S
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Poslednja jednacina pokazuje da je @ osa bazi¢na kriva, a krug je generatrisa. Sada je lako
definisati uopstenje Plikerovog konoida koji ima € nabora:

Moo fE-a GiAT-& OEFROEI-8
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S3Rotacione povr gl

Rotacione povrsi formiraju najlakSe prepoznatljivu klasu povrSi. Rotaciona povr$ se
dobija rotiranjem ravanske krive oko ose u 5 8Veoma cCesto se koriste u arhitekturi jer
doprinose zanimljivosti forme i poigravanju istom. U ovom poglavlju koristicemo reference:

[5], [7]i [10].
3.1 Definicjaigeometrijske veliline

Definicija 3.1.1 Neka je ravanus ,( pravauravni ,aw krivau .Kadase®
rotira u s oko prave @ rezultujuci skup tacaka '  se naziva rotaciona povrs generisana sa
W Wse naziva profilna kriva povrsi' , dok je prava ¢osa rotacije za !

Zbog pogodnosti biramo & ravan za , a G-0su za () Za tatke skupa ( moZemo
pretpostaviti da imaju parametrizaciju | d, chw w koja je diferencijabilna. PiSemo
| h 8
Definicija 3.1.2 Povrsinski element "Q)  d, Tig" b s definisan sa

Qo « U wédh O i @ 0
naziva se standardna parametrizacija rotacione povrsi !

Uzmimo da 0 lezi u otvorenom intervalu Tdg“ i Cesto pretpostavljamo dajes O  Trkako
bismo bili sigurni da profilna kriva ne prelazi osu rotacije.

Definicija 3.1.3 Neka je Qskup tacaka uravni O s inekaje! rotaciona povrs u s
generisana rotacijom skupa woko prave 0O . Presek proizvoljne ravni koja sadrii osu
rotacione povrsi ' i povrsi ' naziva se meridijan na ! . Paralela na ' je presek
proizvoljne ravni normalne na osu rotacione povrsi' i povrsi"

Za povrs parametrizovanu kao u Definiciji 3.1.2. paralele su

~

6 "Q o6h « 0 Aldd 0 OBIT 0O h
a meridijani su
b Q o « 0ATOOP 0V OBIN U 8

Teorema3.1.4 Neka je ! rotaciona povrs sa profilnom krivom | «h . Nekaje'Q
standardna parametrizacijaod ! . Tada vazi:

O «h Omh O ex [aB
Preslikavanje "Q}  je regularno kad god su ¢ miexe [ 1 Utomslucaju:

® . - [ "Q@E » e xe
b —22 % N W G [ - ®*=s
(Y} f& X r&
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a jedinicna normala na povrs je data sa:

. [ Q@ T A
" ohb :f@sﬂm@m‘%
e [
Dokaz.
Kako je rotaciona povr§ !  data standardnom parametrizacijom, imamo da je
Q o« 0V AT U OB U 8

Radi lak3eg zapisa ozna¢imo sa "Oh "QY . Dobijamo:

"Q 6 e D OBk UV ATOTh Q6 ead) ATodr aa) OB & h
"Q o e DAIOH » U OBIITH
"Q of ca) OB aa) AT odmh
"Q 6h e 22 A | 0 c2te O BOIF 2
, Q p ~ L
20 R oA 6B a® Bih »
S r
ONOTS L
[ oy a® Blh « a
e [ &

e [ &

.o . | Q@E e )
0 adhQa [ ® 8

e [ &
Takode, primetimo da je preslikavanje "Qregularno kada je:

"Q "Q fhtj. kada je £Q "OQ& T odnosno kada vazi: ¢ Mieaxe [& T

Teorema 3.1.5 Glavne krivine rotacione povrsi parametrizovane standardnom
parametrizacijom su:

[

S I [
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Gausova krivina je data sa:

dok je srednja krivina data sa:

e I c X[ = [

Dokaz.

Da bismo izracunali glavne krivine rotacione povrs$i potrebno je da nademo matricu
Vajngartenovog preslikavanja 08

0 Q "Q
s s -
v . 1 m
Y &
Tt —_— n *
o O
— TT .
s s oy
Y & h
n 7
o O
pa su glavne krivine:
. [ Q®E o s e
I F— h I F 7&2 8
s I ©
Gausova krivina je:
cxee ®ee
0 QQo I F wEe
o o [‘
Srednja krivina je:
Il Il o o s X[ »
0 E"Yi(‘) [ ® [ _ [ 8
S S s I
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3.2 Glavne krive

U ovom odeljku nacini¢emo prvi korak u proucavanju krivih koje leze na povrsi.
Definisacemo pojam “glavna kriva” i pokazati da su paralele 1 meridijani glavne krive, koje su
tangentne na pravce koji su definisani pomocu glavnih krivina.

Radi jednostavnosti, posmatratemo samo orijentabilne povrsi. Za takvu povr§ !
odabrac¢emo globalno definisan jedini¢ni vektor normale ’ 8

Definicija 3.2.1 Glavna kriva na ! je kriva ciji trag lezi na ' i ¢iji je tangentni vektor
svugde glavni.

Primetimo, kriva Gna regularnoj povrsi ! O s naziva se glavna kriva ako i samo ako Gze
ima za pravac glavni pravac. Stoga,

00 I ®h
gde 0 predstavlja shape operator (tj. Vajngartenovo preslikavanje) povr§i! uodnosuna’, a
I ("Q pilig)je glavna krivina povrsi!' 8

Sledec¢a lema daje potreban i dovoljan uslov da tangentni vektor bude glavni.

Lema 3.2.2 Nenula tangentni vektor 0 na regularnu povrs ' O a je glavni ako i samo
ako

0L 0 T8
Stoga, kriva Gna povrsi'  je glavna kriva ako i samo ako 00 @ T8
Dokaz. AkobU N ,ondadyb 0 Il O T Suprotno, ako je U 0 T,
ondasu 00 iU linearno zavisni, pa postoji I takodajedv I 0 8

Iz prethodne definicije i do sada pokazanog sledi da je kriva Gglavna ako i samo ako je
00 & T8

Sledeca teorema obezbeduje jednostavan, ali koristan kriterijum koji govori kada je kriva koja
je presek dve povrsi glavna kriva na obe.

Teorema 3.2.3 Neka je Wkriva ciji trag lezi u preseku regularnih povrsi® B Oa .
Oznacimo sa ' jedinicni vektor normale na * HWQ plt8Pretpostavimo da se duz krive 0
povisit it seku pod konstantnim uglom, tj. 8 i Oje konstantno duz @ Tada, @ je
glavna krivana!' akko je glavnakrivana! 8

Dokaz. Duz presecne krive imamo:

Q5RO 2R R 8
Toar Qi Qi
Pretpostavimo da je prese¢na kriva Gglavna krivana ! . Onda:
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Q

o I wh
gde je I glavna krivinana! . Kako je ca@rtogonalno i na’ , imamo da je G O m, pa
iz prethodnog zaklju¢ujemo da je
.Q
™
Diferenciranjem jednakosti @ A O phdobijamo da je —' takode ortogonalno na ’
ZakljuGujemo da je vektor —’  kolinearan sa Gapa je:
2 R
Qi @

zaneko Il . Drugim re¢ima, Qje glavna krivana' 8

Vaznom primenom prethodne teoreme nalazimo glavne krive na rotacionoj povrsi.

Teorema 3.2.4 Pretpostavimo da je rotaciona povrs '  generisana ravanskom krivom
regularna povrs. Onda su meridijani i paralele na* glavne krive.

Dokaz. Svaki meridijan se nalazi u preseku povrsi ! i ravni Lt  koja sadrzi osu rotacije
povrsi! . ZataCkunfN ' L jasnojedanormala’ 1 povrSi' leziut &8Stoga,’ n i
jedini¢na normala povrSi L su ortogonalne. Primenjujuci prethodnu teoremu dobijamo da su
meridijani glavne krive povrSi' 8

Dalje, neka je L ravan ortogonalna na osu rotacije povrSi ! . Rotacionom simetrijom
jedini¢ni vektor normale * povrsi!  zaklapa konstantan ugao sa jedinicnom normalom ravni
L . Opet, primenjujuci prethodnu teoremu dobijamo da su paralele glavne krive .

27



33 Pri mer i rotacionih povr gi

Torus je rotaciona povrs koja se dobija rotacijom kruznice u trodimenzionalnom prostoru oko
ose komplanarne sa kruznicom. Ako osa rotacije ne dodiruje kruznicu povrs ima oblik prstena
1 naziva se prstenasti torus ili samo torus. U slucaju da je osa rotacije tangenta kruznice
dobijena povrs se naziva rog torus, a kada za osu rotacije uzmemo tetivu kruznice rezultujuca
povrs je vretenasti torus.

Kao takva povr$ torus ima "rupu". Ako ozna¢imo sa A radijus od centra "rupe" do centra
torusa, a sa Aradijus torusa dolazimo do njegove parametrizacije:

0 &1 @hgnits T A

]

0¢1 @b Ao O OOEU OEGh GOEU i @i D8

Koeficijenti prve fundamentalne forme su:

0O ® GoéEd h O mh O &h
dok su koeficijenti druge fundamentalne forme:
0 W OWEU wéh O m 0O 8

Gausova i srednja krivina su date sa:

. ®Eu ﬁ O COOEU
0) T TG
WW WweEu

CO® O®EU

Elipsoid je povr§ koja nastaje rotacijom elipse oko jedne od njenih glavnih osa. Njena
jednacina je oblika:

W W q .
O W W

gde su ¢foi @ duzine njenih poluosa. U parametarskom obliku ga moZemo prikazati na
slede¢i nacin:

Qo & "Qrfiity Ot OO EGT OFDI @ OO EU h
zao N tig* ioN T 8
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U ovoj parametrizaciji koeficijenti prve fundamentalne forme su:

O WOOED i Qai Qah
O O O OEdI BOEUD @b

O OOEd of EOED i "Qih

dok su koeficijenti druge fundamentalne forme:

. 6 QIO 5
U [ Y T n ik v g I3 ” ooy ’, Ny v, “h
WWWED W WWED Wi @i Qs
0 mh

U O r jch bl O 14 ” ooy r, n r “8

WWWED W WWED Wi @i Qs

Gausova i srednja krivina su date sa

, AYAXN .

v : ———% T =

WWWED W WWED Wi @i Qa

000 O W 0 0 o WEE O O QEECOT DB

O G n i 5T T 5 oo ooy o, n o7 W\ W 7

POWWED W WwWweod wi Q@i Qa

10

Fanel povrs nastaje rotacijom krive & &0ko & ose. Njena jednadina glasi:
a —waew w h
C
dok je njen parametarski oblik:

Q06 ¢ EQGI 6meUMI "Ddd & h

zad6 TioN Tig”

29



0 p 3 h O mh "O 6h
dok su koeficijenti druge fundamentalne forme:
W S L wo
0 —— —h 0 1™ 0 — =
ohNw o6 Nw o
Gausova i srednja krivina su date sa:
. @ .
0 —FNh
W O
. 4] 3
co® o 7

30



4 Mi ni mal ne povrg

4.1 Motivacija

Mnoge pojave u prirodi imaju matemati¢ku interpretaciju. Minimalne povrsi su samo jedan od
mnogih primera da je zaista tako.

Prva minimalna povrs je otkrivena u 18. veku. Naravno, na pocetku su bile poznate samo
jednostavne i u sadasnje vreme nezanimljive povrs$i, ali su za nivo znanja onog vremena
predstavljale pravu revoluciju. Naime, prva takva povrs bila je ravan i dobijena je tako Sto je
za njenu granicu izabrana zatvorena kriva u ravni. Francuski geometer i inZzenjer Menije je
krajem 18.veka konstruisao prve sloZenije primere minimalnih povrsi: helikoid i katenoid.

Posle ovih otkri¢a nastupa period stagnacije, koji je prekinuo Vajestras. On je otkrio formulu
koja je sa jedne strane omoguéila istrazivanje o minimalnim povrS§ima u opStem slucaju, a sa
druge strane dopusta otkrivanje novih minimalnih povrsi.

Novi primer minimalne povrsi je pronaden i objavljen tek 1935.godine. Nju je otkrio Serk, a
posle perioda stagnacije otkrice nove povrsi je bilo prava senzacija. Istovremeno, belgijski
fizicar Plato je izvr$io viSe osetljivih eksperimenata stvarajudi tzv. film od sapunice, za koji je
kasnije dokazano da se u potpunosti slaze sa matematickim rezultatima i da je film od
sapunice ustvari fiziCka interpretacija matematickog problema. Plato je formulisao i vaznu
hipotezu nazvanu Platoov problem . Sustina tog problema je u tome da svaka zatvorena kriva
koja nema samopreseke moze biti granica za minimalnu povrs.

Kompletan matematicki dokaz jedne verzije ovog problema su nezavisno jedan od drugog
dali Daglas i Rado koriste¢i samo matematicki aparat. Njihov rezultat je pomogao razvoju
varijacionog racuna, matemati¢ke discipline koja se razvijala vise od 200 godina samo u
okviru ovog problema.

Poslednjih trideset godina istrazivanja su napredovala u pravcu razvoja povrsi koje se dosta
udaljavaju od izvornog znacenja termina "minimalne” kao npr. povrsi koje nisu ograni¢ene
krivom. Medutim, naziv "minimalne” se ustalio i ima istorijski znacaj jer ga je prvi uveo
Lagranz, 1760.godine, kada je i definisao minimalne povrsi.

U ovom poglavlju koristi¢emo reference: [3], [5] 1 [9].

4.2 Normalna varijacija

Definisa¢emo minimalne povrsi kao regularne povrsi Cija je srednja krivina jednaka nuli. To
je Lagranzova definicija iz 1760. godine. Minimalnu povr§ mozemo definisati 1 viSe intuitivno
kao povrs najmanje povrsine iz familije povrsi koje imaju isti rub. U Zelji da pokazemo da se
ove dve definicije poklapaju definiSemo normalnu varijaciju povr$i ! u g da bude familija

povisi0 ! O koja predstavlja kako se ! menja kada je pomeramo u pravcu normalnom
napovis! . Neka O O predstavlja povrSinu povrsi ! 0. Pokazujemo da je srednja krivina
od! jednaka nuli ako i samo ako se prvi izvod preslikavanjad ! 0 anulirana! 8

Prvo ¢emo definisati notaciju normalne varijacije, ograni¢enog podskupa i uopStenu formulu
za povrSinu ograni¢ene oblasti na povrsi u A
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Definicija 4.2.1 Neka je "Ypodskup od a1 . KaZemo da je "Yogranicen ako postoji broj O
takav da je )£ 0 ,zasvakon™ ™8

Definicija 4.2.2 Minimalna povrs U A je regularna povrs kod koje je srednja krivina
jednaka nuli u svakoj tacki povrsi.

Definicija 4.2.3 Neka je "®[Y s regularna parametrizovana povrs i neka je 0 O7Y
ogranicen poddomen. Pretpostavimo da je "@f) a diferencijabilnoi - 1t Oznacimo sa’
Jjedinicnu normalu povrsi "® Onda je normalna varijacija od "Qi 0 odredena sa "Q
preslikavanje

dato sa
®w o6 Qo Qo ' ohb h
za olb ~O0 i - o -.
Iz ove definicije sledi da je @ regularna parametrizovana povr§ za svako 6, gde - O - i

za dovoljno malo - 8Neka je:

00 a® hd a
00 G hd &
00 a®d hd o8
Iz Leme 1.13. sledi da je povriina povrsi @ 0 data sa:
00 00060 00 Qd®

Sada moZemo pokazati slede¢u lemu.

Lema4.2.4 Imamo da je
o&at ¢ o0 0Q&Ah

gde "Opredstavlja srednju krivinu od * , a OROi "Osu koeficijenti prve fundamentalne forme
povr$i @ date u definiciji 5.2.3.
Dokaz. Kako je
® o Qo FQoh 6
parcijalni izvodi ove povrsi su:

A Q 6Q dQ
@) Q 6Q JQ 8
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006 dQ §Q' 6Q hQ §Q° 8Q &
dQRQE SAQR & 0Q dRH& 0 QMH &
B RQG oQ@® hHa oQd h a
0O 6Q0QR & QR & o0Qd H & 0QQ

pri emu smo koristili daje ' QU’ ,"QU’ idajemr —d&H& ¢d Ra

Analogno dobijamo da je:

060 O 6QAQKH G dQH & o0Md H & 6'QQh
"00 O FQEQH @ GQh & 04 H & 60QQ8
Ako napisemo prethodno dobijene jednakosti u drugom obliku, dobijamo:
00 O ¢6®d U o ﬁ
00 O qd® U o6 h
00 O ¢6® U o 8

Iz prethodnih jednakosti i Posledice 1.23. dobijamo:

006000 006 O ¢dd 006 O ¢d» U o O ¢6® 0 0o
000 ¢6QO0 ™0 ¢ob U o 000 1000 O 0o
000 p 6O 6o 8

Koriste¢i pravila za ra¢unanje sa O notacijom i Maklorenov razvoj funkcije

Mp @ p -® 0 @ sledi:

0000 00 000 p 6O 0O

OO0 p 160 VOO0V O

000 p T8O H o 00 0p 6O 0o

00 0000 00 Q&0 OO0 Op 6O Vo Q&

00 "0Q&QUL ¢o6 MO 00 0Q&UL 0 o 8
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Konacno, dobijamo:
L, 80 sar ¢ W00 ONME

o

Teorema4.2.5 Neka je "®Y 8 regularna parametrizovana povrs i 0 O 7Y ogranicen.
Onda je "Qminimalna na 0 akko je 0aat Tt za normalnu varijaciju od "Qi 0 u odnosu na
bilokoju @y a8

Dokaz. Pretpostavimo da je "Ominimalna. Onda je "Oidenticki jednako nuli za svaku tacku
povrsi "Qpa je prema prethodnoj lemi et 1thza bilo koje "B

Pretpostavimo sada da je 6eat Tt za bilo koju diferencijabilnu funkciju "@f a .
Pretpostavimo suprotno, da postoji AN O daje 'O TU Izaberimo @Y A takvo da je
Q. OnN i Qe razlicito od nule u dovoljno maloj okolini oko 1] (tj. van te okoline Q ).
Kako je QQ® ‘00 "O T jer je povrs regularna sledi da je 0aat 1T za ovako
izabranu varijaciju odredenu sa "Q sto je kontradikcija.

43 Mi ni mal ne rotacione povrggi

Katenoid je povr$ koja nastaje rotacijom lancanice (katemptote). Standardna parametrizacija
katenoida je:

. v v O o O
WO Q&aESQ  wA | Oas)EAIéCDLhAI Oal)EOE')Ih‘) 8

Lako proveravamo da su glavne krivine katenoida:

Gausova krivina je:

dok je srednja krivina 'O m80datle sledi da je katenoid minimalna povrs.
Teoremad4.3.1 Rotaciona povrs' koja je minimalna je sadrzana ili u ravni ili u katenoidu.

Dokaz. Neka je "@Y s parametrizacija povrsi ! i neka je | « i profilna kriva.
Kako je! rotaciona povrs, "(Qe data sa:

"Qoh « 0 Q&GP Ui @ U 8
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Imamo tri slucaja:

i)
i)

[ k tOndajel ¢ &8ipaje | «foé €80, | je horizontalna prava i
' je deo ravni koja je normalna na osu rotacije.

[ &K 1B80nda iz teoreme o inverznoj funkciji imamo da[ ima inverznu funkciju
[ 8DefiniSemo

L oh| 1 0 'R 7 o el O0Oh T 0o QoM h
gde smo sa "Q0O oznadili: » [ o .
DefiniSemo novu povrs wsa:

wo h Qv ATodQy O i 8

Posto je| reparametrizacija krive | , sledi da preslikavanja "Qi wimaju istu sliku.
Stoga, dovoljno je da pokazemo da je rotaciona povr$ (wdeo katenoida.

Iz Teoreme 3.1.5. imamo da su glavne krivine rotacione povrsi date sa:

. i Q@ o e e
I S r 7@ 8
s 1
Odatle imamo:
p - Q
SGQx p Qe p

Iz pretpostavke da je 'O Tt i jednakosti dobijenih za glavne krivine sledi da "Q
mora da zadovoljava diferencijalnu jednacinu:

QQ Qe p8

Uvodeé¢i smenu & "Qawbijamo:
o =0 2@0 04
Qo6 Qo QOQo “qQQ

Sada iz prethodne dve jednakosti imamo:

2% o o
0GR ¢ P

4.
a a0

——"Q0 —8
& p 20

Integraljenjem prethodne jednakosti i vra¢anjem smene dobijamo:
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t.

odnosno:
{03 ()
—— 8
Jo p @
Uvodeci smenu — 1 i integrale¢i obe strane dobijamo:

QD
AOAA+ OB w8
W W

€

Prema tome, resenje polazne diferencijalne jednacine je:

Sada imamo da je 6 AT OE G AToAT OE o OB |,
¢ime smo dokazali da je wdeo katenoida, pa je i "Qdeo katenoida, a samim tim i
' 8

i) [ sizima vrednost nula u nekim tackama, a u nekim ne. Ovaj slucaj je nemoguc.
Pretpostavimo suprotno. Neka je [ a0 mhalif a0 Tmhzav U . Iz slucaja

i) imamo da je profilna kriva katemptota za 0 0 hé&iji je nagib dat sa « T e
Ondal & ruimplicira da nagib postaje beskonacan u 0 80v0 je nemoguce
jer je profilna kriva grafik funkcije w €@

o

44 Pri mer i mi ni malni h povr gi
Eneperovaminimalna povrs ima slede¢u parametrizaciju:
e < | R
Qe e QORI 6 — o6vhuv — VO U 8
o (0]
Radi jednostavnijeg zapisa nadalje ¢emo ove parametrizacije oznaciti sa "3
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Lako mozemo direktno proveriti da je data povr§ minimalna tj. da ima srednju krivinu
jednaku nuli. Racunaju¢i dobijamo:

"Q p 0 OLhcCoWCON
MM cobp 6 Ohcguh

paje
0O p 6 U "t O 18

Medutim, ne moramo da racunamo vektor normale jer anuliranje srednje krivine ve¢ sledi iz
prethodne racunice i ¢injenice da je

Katalanova minimalna povr§ ima parametrizaciju:

A

- . f mm e e am 2 O D
WO OD o OBAT O AToAI OIETOEEIOEJC—E

gde je ckonstanta. Koeficijenti prve kvadratne forme su:
R o e
O cOAI OEE AT6O AT OE & O ™

Kao 1 u prethodnom slucaju, iz prethodnih jednakosti 1 ¢injenice da je
0.,

M OOODAT OBRTAT O EC—IOE

E "Qh

Nt

sledi da je srednja krivina Katalanove povrsi jednaka nuli, pa je ona minimalna povrs.
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Henebergovaminimalna povrs je zadata:

~ ~ ~

‘e & QO "Q cOEbEI %OEBéER'I’d‘)F\

G3=))

o

¢OE OEbO® b AT QFEATCO 8

aln

Koeficijenti prve kvadratne forme su:
o YAl @E Al10 AT ©OE "G O 18
Kako je

.. 9  GOEBEIW ¢OEbGA [ oOh 3
COEDERIT 9OE b BbhpAT QFA TcO "Q h

sledi da je srednja krivina jednaka nuli pa je Henebergova povr§ minimalna.

Gerkova minimalna povr g
Definicija 4.4.1 Monzova povrs je povrs @Y — a oblika
QoM 6RQO h

gde je "Yotvoren podskupod s i @Y s diferencijabilna funkcija.
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MonzZova povrs je regularna povrs jer je matrica Jakobijana ranga ¢d,

P Tt
! (L) T[ p
M Q
Lema4.4.2 Za Monzovu povrs ORD Oh vazi:

~

0O p Qh O QQh O p Qh

n ’Q F] o "Q F] 3 'D F]
P a a7’ Y 5o a7’ Y oo a7
. T T . p QQ ¢QQQ p QQ
v —=—h O — 8
P Q Q ¢cp Q Q7
Lema4.4.3 Monzova povrs Oh) OMRQ6R  je minimalna ako i samo ako je

p QQ QQQ p QQ 18

Dokaz. Sledi neposredno iz prethodne leme.

Teorema4d.4.4 Neka je data Monzova povrs @Y ' sa "Q(f)FE‘)~ __a 6 €U .Akoje
' minimalna povrs onda je ' deo ravni ili postoje konstante chwhwhwhwhgde je & 1h
takve da:

66 Pac@ood o

o

P
=

aé % o O w8
Dokaz.
Postoje Qo & 6 € L, imamo:

Q a 60h Q mm Q ¢ 08

Zamenom u jednacinu iz prethodne leme dobijamo:

a o € U
p Gad p £

Kako su O i U nezavisne promenljive, zaklju¢ujemo da obe strane prethodne jednakosti
moraju biti jednake nekoj konstanti ¢ Ako je @ Tronda i & i €& moraju biti linearne, pa je
' deo ravni. U suprotnom, dve diferencijalne jednacine:

a o v € U
- T T w - . -~
P a=0 P &)
su reSive integraljenjem dva puta. Sledi traZeno. 4
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Kao §to je i predlozeno u prethodnoj teoremi, definisemo Serkovu povrs:

~

e e o Py v AT
| E=—x,
i @i M oh oho b m 8
Da bi izlaganje bilo prostije, bez gubljenja opStosti pretpostavljamo da je & p8Tada je
Serkova povrs dobro definisana na skupu:

Y o sATOARTUVO 18

Ovde Y moZemo zamisliti kao uniju crnih kvadrata na beskona¢noj $ahovskoj tabli. Da bismo
potvrdili ovo, stavimo da je kvadrat:

d) du Ftu _ (b ‘8“ _8

O afe ww  a* =
q q q

3

Obojimo kvadrate 0 & F¢ crnoakoje & & paran broj, abelo ako je @ £ neparan broj.

Tada je:
Y O aft saRR~vumr ¢ ¢Q8

Zna¢i, Serkova povrs je definisana u crnim kvadratima na beskonagnoj $ahovskoj tabli. Lako
jevidetidajeza® p,
woh wo ¢a“h ¢& “8
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Zakljul ak

U uvodnom delu dali smo kratak pregled bitnih pojmova i tvrdenja iz teorije krivih i
povrsi koji su potrebni za dalji rad, kao npr. definicija krive, povrsi, tangentnog prostora,
prva, druga i trea fundamentalna forma, krivine povrsi itd.

Prakti¢ni problemi u mnogim oblastima doveli su do otkri¢a raznih klasa minimalnih,
rotacionih i pravolinijskih povrsi. U ovom radu su izuavane neke osobine datih povrsi, za
neke od njih racunate su prva i druga fundamentalna forma, Gausova i srednja krivina. Svi
primeri su parametarski definisani i ilustrovani u Mathematici.

Posmatrali smo podklase pravolinijskih povrsi kao Sto su: tangentna razvojna povrs,
uopStena cilindricna i uopStena konusna povrS i izveli obrasce koje bi trebalo da
zadovoljavaju da bi bile regularne. Uveli smo jo$ jednu klasu pravolinijskih povrsi, a to su
necilindri¢ne pravolinijske povrsi i pokazali jedan specijalan oblik njihove reparametrizacije
pomocu strikcione krive. Kod rotacionih povrsi smo uveli specijalne krive na povsi koje smo
nazvali glavne krive. Pokazali smo i da su meridijani i paralele takav oblik krivih. Dali smo
definiciju minimalne povrsi kao regularne parametrizovane povrsi Cija je srednja krivina
jednaka nuli u svakoj tacki povrsi. Takode, opisali smo motivaciju za uvodenje ovakvih klasa
povrsi, kratak istorijski razvoj pojma minimalne povrsi i objasnili $ta on danas predstavlja.
Definisali smo pojam normalne varijacije povrSi u zelji da pokazemo da se definicija
minimalne povrsi poklapa s vise intuitivnim znac¢enjem reéi “minimalna”, odnosno da je ona
povrs najmanje povrsine iz familije povrsi koje imaju isti rub.
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Abstract:
AB

This master thesis consists of four chapters. The first chapter is dedicated to the study of the theory of
curves and surfaces while the other chapters are dedicated to the various clases of surfaces such as
ruled surfaces, surfaces of revolution and minimal surfaces. We studied some properties of the given
surfaces such as first and the second fundamental form, Gaussian and mean curvature. All examples
are parametrically defined and illustrated in Mathematics.
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