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Predgovor 
 

 

 

Diferencijalna geometrija proučava svojstva krivih i površi koristeći analizu i linearnu 

algebru. U ovom radu, predmet istraţivanja su različite klase površi (pravolinijske, rotacione i 

minimalne).  

Rad se sastoji od četiri poglavlja. U prvom poglavlju su uvedeni osnovni pojmovi teorije 

krivih i površi koji su potrebni za dalje razumevanje izloţene materije. U drugom poglavlju su 

izloţene pravolinijske površi, kao i neke podklase linijskih površi. Nihova velika primena je u 

arhitekturi i graĎevinarstvu, pa su iz tog razloga interesantne za proučavanje. U trećem 

poglavlju definisane su rotacione površi, njihove geometrijske veličine i specijalan tip krivih 

koje se nalaze na njima-glavne krive. Pokazano je da su glavne krive baš meridijani i paralele. 

U četvrtom poglavlju razmatrane su minimalne površi. To je oblast koja je i danas 

interesantna jer postoji fizička ilustracija matematičkog problema minimalnih površi. 
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1 Osnovni pojmovi teorije krivih i povrġi 
 

 

 

U uvodnom delu daćemo definiciju krive u ᴙ . One se mogu definisati kao neprekidna 

preslikavanja iz intervala ὍṖᴙ u ᴙ . MeĎutim za analitičko izučavanje krivih neprekidnost 

je isuviše slab uslov, jer tako definisane krive mogu da izgledaju dosta komplikovano i da 

imaju mnoge neočekivane osobine. Na primer, postoje neprekidne krive koje prekrivaju čitav 

kvadrat u ravni. Samim tim, prirodno je da uz uslov neprekidnosti imamo i uslov 

diferencijabilnosti. Dakle, dodatni uslov samo govori da krivu moţemo linearno aproksimirati 

u datoj tački sa: 

 

ὧὸ ὧὸ ὧᴂὸ ὸ ὸȢ 
 

Stoga, da bi ova linearna aproksimacija u tački ὧὸ  bila moguća, zahtevaćemo još da je 

ὧᴂὸ π. 
 

Sada moţemo definisati pojam regularne parametrizovane krive. 

 

Definicija  1.1.  Regularna parametrizovana kriva je preslikavanje ὧȡὍ  ᴙ  klase ὅ  za 

koje važi  ὧᴂὸ πȟᶅὸɴ Ὅ, gde je Ὅ interval u ᴙ. 

 

Definicija  1.2.  Kriva ὧȡὍO  ᴙ  je parametrizovana dužinom luka odnosno prirodno 

parametrizovana ako je ᴁὧᴂὸᴁ ρȟᶅὸɴ ὍȢ 
 

U ovom radu ćemo koristiti teoremu o inverznom preslikavanju pa ćemo navesti njenu 

formulaciju: 

 

Teorema 1.3.  Neka je Ὗ otvoren podskup od ᴙ  i ὪȡὟ ᴙ  klase ὅ ȟὼᶰὟȟώḧὪὼ  

i ὈὪὼ  invertibilno preslikavanje (tj. ὨὩὸὈὪὼ π). Tada je lokalno u okolini ὼ ȟ  
Ὢ difeomorfizam, tj. postoji otvorena okolina Ὗ ṖὟ tačke ὼ i otvorena okolina ὠ tačke ώ 

tako da je ὪȡὟ ὠ bijekcija i Ὢ ȡὠ Ὗ  je klase ὅ . 

 

Posmatrajmo sledeće parametrizacije:  

 

ὧὸ ὶÃÏÓὸȟὶÓÉÎὸȟ                     ὸɴ πȟς“ȟ 
‎ὸ ὶÃÏÓςὸȟὶÓÉÎςὸȟ           ὸɴ πȟ“ȟ 
„ὸ ὶÃÏÓςὸȟὶÓÉÎςὸȟ ὸɴ πȟς“Ȣ 

 

Date parametrizacije opisuju istu krivu: kruţnicu u ᴙ  sa centrom u πȟπ  

poluprečnika ὶ π. 
  

Obzirom da naizgled različite parametrizacije mogu opisivati istu krivu, definišimo pojam 

reparametrizacije krive na sledeći način: 
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Definicija  1.4.  Neka su ‌ȡὥȟὦ ᴙ  i ‍ȡὧȟὨ ᴙ  diferencijabilne krive. Kažemo da 

je ‍ pozitivna reparametrizacija krive ‌ ako postoji diferencijabilna funkcija  

ὬȡὧȟὨ ὥȟὦ takva da Ὤᴂό πȟ za sve ὧ ό Ὠ i ‍ ‌ ὬʐȢ 
 

Slično, kriva ‍ je negativna reparametrizacija krive ‌ ako postoji diferencijabilna funkcija  

ὬȡὧȟὨ ὥȟὦ takva da Ὤᴂό πȟ za sve ὧ ό Ὠ i ‍ ‌ ὬʐȢ 
 

Kažemo da je ‍ reparametrizacija krive ‌ bez obzira na to da li je pozitivna ili negativna 

reparametrizacija krive ‌Ȣ 
 

Primetimo, izvodi ὧȟὧȟȣȟὧ  imaju vaţnu ulogu u opisivanju krive ὧ. Ako su dodatno 

oni linearno nezavisni u svakoj tački krive ὧ, moći će da se formira ὲ okvir (tj. 

ortonormirana baza) koja će u potpunosti opisivati svojstva krive.  

 

 

Definicija  1.5.  Neka je ὧ regularna prirodno parametrizovana kriva u ᴙ  klase ᶫ. Kriva ὧ 

naziva se Freneova ako su vektori ὧȟὧȟȣȟὧ  linearno nezavisni u svakoj tački krive. 

Tada se krivoj ὧ može pridružiti Freneov ὲ okvir Ὡ ίȟȣȟὩ ί , ίɴ Ὅ, koji je jedinstveno 

odreĎen sledećim svojstvima: 

 

i) Ὡ ίȟȣȟὩ ί  formira ortonormiranu bazu koja je pozitivno orijentisana tj. 

ὨὩὸὩȟȣȟὩ π. 

ii) ίὴὥὲὧᴂίȟὧᴂᴂίȟȣȟὧ ί ίὴὥὲὩ ίȟȣȟὩ ί , Ὧᶰρȟȣȟὲ ρ 

iii) ộὧ ίȟὩ ίỚ π, Ὧᶅᶰ ρȟȣȟὲ ρ, ίᶅ. 
 

Nadalje, ćemo podrazumevati da vektori zavise od parametra ί pa ćemo ga radi lakšeg zapisa 

izostavljati. 

 

Konstrukcija Freneovog okvira krive se vrši sledećim Gram-Šmitovim postupkom: 

 

Ὡ ὧᴂ 
 

Ὡ
ὧᴂᴂ

ᴁὧᴂᴂᴁ
 

 

Ὡ
ὧ ộὧ ȟὩỚὩ ộὧ ȟὩỚὩ

ᴁὧ ộὧ ȟὩỚὩ ộὧ ȟὩỚὩᴁ
 

 

ể 
 

Ὡ
ὧ В ộὧ ȟὩỚὩ

ὧ В ộὧ ȟὩỚὩ
 Ȣ 

 

Poslednji vektor Ὡ je jedinstveno odreĎen u skladu s uslovom i) iz definicije. 

 

Primetimo da je svaka regularna kriva klase ᶫ u ᴙ  Freneova ako vaţi ὧᴂᴂπ jer da bi kriva 

u ovom slučaju bila Freneova trebalo bi da ὧᴂ i ὧᴂᴂ budu linearno nezavisni. MeĎutim, kako je 

kriva prirodno parametrizovana imamo da je 

 

ộὧȟὧᴂỚ ρȟ 
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pa diferenciranjem ove jednakosti dobijamo da je: 

 

ộὧȟὧᴂᴂỚ πȢ 
 

Dakle, π ὧᴂ i ὧᴂᴂ su ortogonalni, pa da bi bili linearno nezavisni, mora i ὧ π, a to je baš 

ono što smo tvrdili. 

 

Definicija  1.6.  Neka je ὧ Freneova kriva u ᴙ  (tj. važi ὧᴂᴂπ). Funkcija krivine u oznaci 

‖ί, regularne krive klase ᶫ u ᴙ definiše se kao: 

 

‖ίḧᴁὧᴂᴂίᴁȢ 
 

Krivina krive se geometrijski interpretira kao mera odstupanja krive u datoj tački od prave, tj. 

meri u svakoj tački koliko brzo tangentni vektor menja svoj pravac. Preciznije, ona 

predstavlja intenzitet brzine promene pravca tangentnog vektora. 

 

Definicija  1.7.  Neka je ὟṖᴙ  otvoren skup. Kažemo da je preslikavanje ὪȡὟ ᴙ  

diferencijabilno u tački ὼɴ Ὗ ako postoji linearno preslikavanje ὃȡᴙ ᴙ  takvo da važi: 

 

Ὢὼ ‚ Ὢὼ ὃ‚ ‛ᴁ‚ᴁȟ ᴁ‚ᴁ πȢ 
 

ὃ se naziva Jakobijan funkcije Ὢ, tj. ὃ ὈὪὼ
ȟ

ȡὈὪὼ. 

Rang preslikavanja Ὢ se definiše kao rang Jakobijana ὈὪὼ. 

 

Definicija  1.8.  Neka je skup ὟṖᴙ  otvoren. Preslikavanje ὪȡὟ ᴙ  se naziva regularno 

ako je za svako ὼɴ Ὗ rang Jakobijana ὈὪὼ maksimalan tj. ὶὯ ὈὪὼ άὭὲὯȟὲȢ Imamo 

ὶὯὈὪὼ ὨὭάὍά ὈὪὼ ὨὭάᴙ ὨὭάὑὩὶὈὪὼ . Tada: 

 

i) Ὧ ὲ ὨὭάὑὩὶὈὪὼ π ὈὪὼ je injektivno i Ὢ se naziva imerzija 

ii) Ὧ ὲ ὨὭάὍάὈὪὼ ὲ ὈὪὼ je sirjektivno i Ὢ se naziva submerzija. 

 

 

Radi odgovarajućeg istraţivanja teorije površi zahtevamo da površ nije data samo kao 

diferencijabilno preslikavanje dve promenljive, već više, zahtevamo geometrijsku 

linearizaciju u smislu da u svakoj tački površi postoji linearna površ (tj. ravan) koja dodiruje 

površ u toj tački. Stoga, prirodno je da zahtevamo da Jakobijan površi u svakoj tački ima 

maksimalan rang (tj. da je preslikavanje imerzija).  

 

Definicija  1.9.  Neka je ὟṖᴙ  otvoren skup. Parametrizovani površinski element je imerzija 

ὪȡὟ ᴙ . Ὢ se naziva parametrizacija, elementi skupa U se nazivaju parametri, a njihove 

slike preslikavanjem Ὢ tačke.  

 

Ubuduće ćemo često govoriti umesto parametrizovani površinski element samo površ. 

TakoĎe, sliku površinskog elementa ćemo označavati sa ִי . 

 

Ako površinski element predstavimo u lokalnim (Dekartovim) koordinatama 

parametrizacija Ὢ je data sa: 

 

Ὢόȟὺ ὼόȟὺȟώόȟὺȟᾀόȟὺ Ȣ 
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Tada je  

ὈὪόȟὺ

ὼ ὼ
ώ ώ
ᾀ ᾀ

όȟὺ Ὢ Ὢ όȟὺȟ 

 

pa pošto rang preslikavanja ὈὪόȟὺ mora biti maskimalan jer je Ὢ imerzija sledi da su 

vektori Ὢ i Ὢ linearno nezavisni na Ὗȟ jer se rang definiše kao maksimalan broj linearno 

nezavisnih kolona. Vektori Ὢ i Ὢ generišu tangentni prostor (tangentnu ravan) na površinski 

element Ὢ. 

 

Uvodimo sledeće oznake za parametrizovani površinski element 

 ὪȡὟᴼᴙ , ὟṖᴙ  otvoren, όᶰὟȟὴ Ὢό : 

 

╣◊╤ – tangentni prostor u ό na Ὗ,  ὝὟ ό ᴙ  (tj. prostor svih vektora u ᴙ  koji počinju 

u tački ό) 

╣▬ᴙ  – tangentni prostor u ὴ na ᴙ ,  Ὕᴙ ὴ ᴙ  (tj. prostor svih vektora u ᴙ  koji 

počinju u tački ὴ) 

 

Definicija  1.10.  Tangentna ravan na površinski element Ὢ u tački Ὢό u oznaci ὝὪ definiše 

se kao: 

ὝὪȡ ὈὪȿὝὟȢ 
 

Elementi prostora  ὝὪ se nazivaju tangentni vektori. 

 

 

Označimo sa ộẗȟẗỚ Euklidski unutrašnji (skalarni) proizvod u ᴙ  kao i u svakom tangentnom 

prostoru Ὕᴙ , tj. koristićemo notaciju  

 

ộὴȟ‚ ὴȟ–Ớ ộ‚ȟ–Ớȟ 
 

gde su ‚ i – vektori iz tangentnog prostora Ὕᴙ  koji imaju početak u tački ὴ. Često ćemo 

govoriti da su vektori ‚ i – zakačeni za tačku ὴ. 

 

Sada moţemo da definišemo prvu fundamentalnu formu u oznaci ȿẗȟẗ . 

 

Definicija  1.11.  Prva fundamentalna forma površinskog elementa Ὢ je restrikcija ộẗȟẗỚ 
(skalarnog proizvoda) na sve tangentne ravni ὝὪȟόᶰὟ, tj.  

 

ȿὢȟὣ Ḋ ộὢȟὣỚȟ   ὢȟὣᶰὝὪ. 

 

 

U datoj parametrizaciji prva fundamentalna forma se moţe posmatrati i kao simetrična 

bilinearna forma na ὝὟ, tj. kao preslikavanje 

 

ὝὟ ὝὟᶳ ὠȟὡ ộὈὪȿὠȟὈὪȿὡ Ớ. 
 

 

Primetimo da smo za svaku tačku površi prvu fundamentalnu formu definisali na tangentnom 

prostoru (tangentnoj ravni) površi. Pokazaćemo da postoji jedinstvena matrica koja 

predstavlja prvu fundamentalnu formu u odnosu na standardnu bazu tangentnog prostora ὝὪ. 

Primetimo da komponente ove matrice zavise od tačke Ὢό na površi ִי . Za bilo koju drugu 
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tačku Ὢό ᶰִי , gde όᶰὟ, prva fundamentalna forma je definisana na isti način ali je 

odgovarajuća matrica različita od prethodne. Predstavimo površinski element u lokalnim 

(Dekartovim) koordinatama kao: 

 

Ὢόȟὺ ὼόȟὺȟώόȟὺȟᾀόȟὺ Ȣ 
 

Kako je Ὢ imerzija vektori Ὢ i Ὢ generišu tangentni prostor ὝὪ. Ţelimo da izrazimo 

unutrašnji (skalarni) proizvod ȿẗȟẗ u funkciji baze površi Ὢ. Neka su ὢȟὣᶰὝὪ. Tada ὢ i ὣ 

moţemo izraziti pomoću baze prostora ὝὪ tj.  

 

ὢ ὥὪ ὥὪ i ὣ ὦὪ ὦὪ. 

 

Računajući dobijamo: 

 

ộὢȟὣỚ ὥὦộὪȟὪỚ ὥὦộὪȟὪỚ ὥὦộὪȟὪỚ ὥὦộὪȟὪỚ  
 

ὥὦộὪȟὪỚ ὥὦ ὥὦ ộὪȟὪỚ ὥὦộὪȟὪỚȢ 

Dakle, dokazali smo sledeću lemu: 

 

Lema 1.12.  Neka je ȿẗȟẗȡ ὝὪ ᴙ prva fundamentalna forma u tački ὪόᶰִיȢ Matrica 

opisana prvom fundamentalnom formom ȿẗȟẗ u odnosu na bazu ὪȟὪ  je  

 

Ὣ
Ὁ Ὂ
Ὂ Ὃ

Ḋ
ȿὪȟὪ ȿὪȟὪ

ȿὪȟὪ ȿὪȟὪ

ộὪȟὪỚ ộὪȟὪỚ

ộὪȟὪỚ ộὪȟὪỚ
Ȣ 

 

Primetimo, matrica je simetrična i pozitivno definitna. 

 

Prva fundamentalna forma nam omogućava da računamo metričke osobine objekata na 

površi, kao npr. duţinu luka krive na površi, uglove izmeĎu tangentnih vektora ili površine 

delova površi posmatrajući samu površ a ne prostor ᴙ  u kom ona leţi. 

 

Neka je ִי  regularna površ parametrizovana sa ὪȡὟ ᴙ , gde je ὟṒᴙ  otvoren. 

Posmatramo krivu na ִי  datu sa ὧὸ Ὢόὸȟὺὸ , gde je ‎ὸ όὸȟὺὸ  

diferencijabilna parametrizovana ravanska kriva na domenu Ὗ. Koristeći formulu za duţinu 

luka krive na intervalu ὸȟὸ: 

 

ίὸ ᴁὧᴂ†ᴁὨ†Ȣ 

 

Računajući dobijamo: 

 

ὧᴂ† Ὢό Ὢὺᴂȟ 
 

gde su ό i ὺᴂ izvodi po †. Imamo da je: 

 

ᴁὧᴁ ộὧȟὧỚ ộὪό ὪὺȟὪό ὪὺỚ  
 

ộὪȟὪỚόᴂ ςộὪȟὪỚόὺ ộὪȟὪỚὺ Ȣ 
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Konačno: 

 

ᴁὧᴁ Ὁόᴂ ςὊόὺ ὋὺᴂȢ 
 

Dakle, duţina luka krive ὧ na intervalu ὸȟὸ je: 

 

ίὸ Ὁόᴂ ςὊόὺ ὋὺᴂὨ†Ȣ 

 

 

Posmatrajmo sada dve ravanske krive ‌ὸ i ‍ὸ na Ὗ takve da prolaze kroz istu tačku tj. 

‌ὸ ‍ὸ ή. Označimo sa ‎ Ὢʐ ‌ i ‏ Ὢʐ ‍ odgovarajuće krive na regularnoj 

površi ִי . Onda u tački Ὢή ὴ krive ‎ὸ i ‏ὸ obrazuju ugao —, takav da je  

 

ÃÏÓ—
ộ‎ᴂὸȟ‏ᴂὸỚ

ᴁ‎ᴂὸᴁᴁ‏ᴂὸᴁ

‌ᴂὸȟ‍ᴂὸ

‌ᴂὸȟ‌ᴂὸ ‍ᴂὸȟ‍ᴂὸ

 Ȣ 

 

Kao što smo pomenuli, prva fundamentalna forma nam dozvoljava da računamo površinu 

odreĎene oblasti na površi. 

 

Lema 1.13.  Neka je ִי  regularna parametrizovana površ u ᴙ  i ὪȡὟ יִ  njena 

parametrizacija. Neka je dat ograničen skup ὗ u Ὗ. Površina dela površi Ὢὗ  je data sa: 

 

ὃὪὗ ὨὩὸὫ ὨόὨὺȢ 

 

Dokaz.  Formula za površinu dela površi je: 

 

ὃὪὗ Ὠὃ ᴁὪ ὪᴁὨόὨὺȢ 

 

Imamo da je: 

ὨὩὸὫ ᴁὪᴁᴁὪᴁ ộὪȟὪỚ ᴁὪᴁᴁὪᴁ ρ ÃÏÓ—  

 

ᴁὪᴁᴁὪᴁÓÉÎ— ᴁὪ ὪᴁȢ 
 

Korenovanjem prethodne jednakosti i uvrštavanjem u formulu za površinu dela površi 

dobijamo traţeno. 

 ʉ
 

Definicija  1.14.  Za površinski element ὪȡὟ ᴙ  Gausovo preslikavanje ’ȡὟ ᴙ  je 

definisano sa  

’Ḋ
Ὢ Ὢ

ᴁὪ Ὢᴁ
 Ȣ 

 

Jedinični vektor normale ’ό nije vektor sa početkom u tački Ὢό već je transliran tako da 

mu početak bude u koordinatnom početku. 
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Definicija  1.15.  Preslikavanje ὒḊ Ὀ’ʐ ὈὪ  definisano sa  

 

ὒ Ὀ’ȿᶼὈὪȿ ȡὝὪ ὝὪ 
 

naziva se Vajngartenovo preslikavanje ili shape operator od Ὢ.  

 

Sledeća teorema obezbeĎuje dobru definisanost Vajngartenovog preslikavanja. 

 

Teorema 1.16.  Neka je ὪȡὟ ᴙ   površinski element sa Gausovim preslikavanjem  

’ȡὟ Ὓ Ṓᴙ  

i) Za svako όᶰὟ ravan koja je slika linearnog preslikavanja Ὀ’ȿȡὝὟ Ὕ ᴙ  

je paralelna sa tangentnom ravni ὝὪȢ Na osnovu identifikacije Ὕ ᴙ ḙᴙ ḙ

Ὕ ᴙ  se Ὀ’ u svakoj tački može posmatrati kao preslikavanje  

 

Ὀ’ȿȡὝὟ ὝὪ 
 

TakoĎe preslikavanje ὈὪȿ je linearni izomorfizam ὈὪȿȡὝὟ ὝὪ sa 

inverznim preslikavanjem ὈὪȿ  koje je takoĎe izomorfizam. 

 

ii) Za svako όᶰὟ, ὒ je linearni endomorfizam tangentne ravni u odgovarajućoj 

tački Ὢό. 

 

iii) ὒ ne zavisi od parametrizacije (do na izbor znaka ’). TakoĎe ὒ je 

samoadjungovani operator s obzirom na prvu fundamentalnu formu (tj. važi 

ȿὒὢȟὣ ȿὢȟὒὣȟᶅ ὢȟὣᶰὝὪ) 

 

Definicija  1.17.  Neka su ὪȡὟ ᴙȟ’ȡὟ Ὓ i ὒ kao u prethodnom tvrĎenju. Tada za 

tangentne vektore ὢ i ὣ (tj. za  ὢ,ὣᶰὝὪ) definišemo 

 

i) drugu fundamentalnu formu u oznaci ȿȿẗȟẗ od Ὢ sa: 

 

ȿȿὢȟὣ ȿὒὢȟὣ 
 

ii) treću fundamentalnu formu u oznaci ȿȿȿẗȟẗ od Ὢ sa: 

 

ȿȿȿὢȟὣ ȿὒὢȟὒὣ ὒὢȟὣ 
 

U narednoj lemi ćemo dati dva načina za izračunavanje druge fundamentalne forme kada je 

poznat površinski element ὪȡὟ ᴙ  i Gausovo preslikavanje ’ȡὟ Ὓ. 

 

Lema 1.18.  Za površinski element ὪȡὟ ᴙ  i Gausovo preslikavanje ’ȡὟ Ὓ važi: 

 

Ὤ  
‬’

‬ό
ȟ
‬Ὢ

‬ό
’ȟ
‬Ὢ

‬ό‬ό
 ȟ 

 

gde smo sa Ὤ  označili elemente matrice druge fundamentalne forme. 
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Dokaz.  Kako svaki element iz prostora ὝὪ moţe da se prikaţe pomoću baznih vektora i kako 

je prema prethodnoj teoremi ὒ linearno preslikavanje traţenu jednakost je dovoljno pokazati 

za bazne vektore. Dakle, uzmimo da je ὢ  i  ὣ  . 

Dalje, imamo: 

ȿȿ
‬Ὢ

‬ό
ȟ
‬Ὢ

‬ό
ȿὒ
‬Ὢ

‬ό
ȟ
‬Ὢ

‬ό
ὒ
‬Ὢ

‬ό
ȟ
‬Ὢ

‬ό

ᶻ ‬’

‬ό
ȟ
‬Ὢ

‬ό

ᶻz
 

 

‬

‬ό
’ȟ
‬Ὢ

‬ό
’ȟ
‬Ὢ

‬ό‬ό

ᶻzᶻ
’ȟ
‬Ὢ

‬ό‬ό
ȟ 

 

pri čemu smo u jednakosti:  

 z    koristili definiciju Vajngartenovog preslikavanja,  

ᶻz   Lajbnicovo pravilo za skalarni proizvod vektora, 

ᶻz  zvektor normale ’ je normalan na bazni vektor   , pa je njihov skalarni proizvod  

       jednak  nuli.              ʉ 

 

Slično se pokazuje da su elementi matrice treće fundamentalne forme jednaki:  

Ὡ 
‬’

‬ό
ȟ
‬’

‬ό
  

koristeći definiciju treće fundamentalne forme. 

 

Sumirajući prethodno dokazano, imamo sledeću napomenu. 

 

Napomena.  U lokalnim koordinatama za fundamentalne forme imamo sledeće izraze:  

 

 

ȿȡ         Ὣ  ȟ  ȟ                                               (prva fundamentalna forma) 

 

ȿȿ :       Ὤ  ȟ ’ȟ  ȟ     (druga fundamentalna forma) 

 

ȿȿȿ :    Ὡ ȟ  ȟ            (treća fundamentalna forma) 

 

za  ὭȟὮ ρȟςȢ 
 

Kao što smo matricu prve fundamentalne forme označavali sa Ὣ Ḋ
Ὁ Ὂ
Ὂ Ὃ

 , tako i 

matricu druge fundamentalne forme moţemo zapisati kao: 

 

Ὤ Ḋ
ὒ ὓ
ὓ ὔ

Ȣ 

 

U sledećoj lemi ćemo pokazati kako izgledaju elementi matrice Vajngartenovog preslikavanja 

izračunati preko elemenata matrica prve i druge fundamentalne forme. 
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Lema 1.19.  Ako sa Ὤ označimo elemente matrice Vajngartenovog preslikavanja, tada važi: 

 

Ὤ ὬὫ ȟ 

 

gde smo sa Ὤ  označili elemente matrice druge fundamentalne forme, a sa Ὣ  elemente 

matrice inverzne matrici prve fundamentalne forme. 

 

Dokaz. Kako je Vajngartenovo preslikavanje ὒȡὝὪ ὝὪ, posmatraćemo kako 

preslikavanje ὒ deluje na bazne elemente tangentnog prostora  ὝὪ. Kako je slika 

preslikavanja ὒ opet u ὝὪ imamo: 

 

ὒ
‬Ὢ

‬ό
Ὤ
‬Ὢ

‬ό
ȟ 

 

Sada imamo: 

Ὤ ὒ
‬Ὢ

‬ό
ȟ
‬Ὢ

‬ό
Ὤ
‬Ὢ

‬ό
ȟ
‬Ὢ

‬ό
ὬὫ  

 

pa pošto je matrica prve fundamentalne forme pozitivno definitna, imamo da je ÄÅÔ Ὣ π, 

pa postoji njoj inverzna, odnosno dobijamo: 

  

Ὤ В ὬὫ . 

 

Ovde, Ὣ  označava inverznu matricu:  Ὣ , tj. 

 

Ὣ  
Ὃ Ὂ
Ὂ Ὁ   

 
Ὣ Ὣ
Ὣ Ὣ . 

 

 ʉ
 

 

Definicija  1.20.  Neka je ὪȡὟ ᴙ  površinski element, όᶰὟ, ὴ Ὢό i neka je ὢᶰὝὪ. 

Posmatramo krivu ὧ koja leži na površi Ὢ i čiji je tangentni vektor u ὴ baš ὢ tj. ὧὴ ὢȢ 
Tada definišemo normalnu krivinu ‖ krive ὧ sa: 

 

‖ ȿȿὢȟὢȢ 
 

Definicija  1.21.  Neka je ὢᶰὝὪ jedinični tangentni vektor, tj. ȿὢȟὢ ρȢ ὢ se naziva 

glavni pravac za Ὢ ako važi jedan od sledeća dva ekvivalentna uslova: 

 

i) ȿȿὢȟὢ  (tj. normalna krivina ‖ u pravcu ὢ) ima minimalnu ili maksimalnu 

vrednost meĎu svim ὢ sa osobinom ȿὢȟὢ ρ. 
 

ii) ὢ je sopstveni vektor Vajngartenovog preslikavanja ὒ. Odgovarajuća sopstvena 

vrednost ‗ ὒὢ ‗ὢ se naziva glavna krivina. 

 

Moţe se pokazati da su u prethodnoj definiciji uslov i) i ii) ekvivalentni.  
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Nadalje ćemo sopstvene vrednosti matrice Vajngartenovog preslikavanja (tj. glavne krivine) 

označavati sa ‖ i ‖. 

 

Definicija  1.22.  

 

i) Determinanta ὑ ὨὩὸὒ ‖‖ se naziva Gausova krivina. 

ii) Aritmetička sredina Ὄ Ὕὶὒ  se naziva srednja krivina. 

 

 

Posledica 1.23.  U lokalnim koordinatama imamo:  

 

ὑ
ὨὩὸȿȿ

ὨὩὸȿ

Ὤ Ὤ Ὤ

Ὣ Ὣ Ὣ

ὒὔ ὓ

ὉὋ Ὂ
 

 

Ὄ
ρ

ς
Ὤ Ὤ

ρ

ς
ὬὫ

ρ

ςὨὩὸὫ
Ὤ Ὣ ςὬ Ὣ Ὤ Ὣ

ȟ

ȟ 

tj.  

Ὄ
ὒὋ ςὓὊ ὔὉ

ςὉὋ Ὂ
 Ȣ 

 

 

U ovom poglavlju korišćene su reference: [2], [4] i [10].  
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2 Pravolinijske povrġi  (Linijske povrġi) 
 

 

 

Pravolinijske površi predstavljaju vaţnu klasu površi koje sadrţe prave linije. 

Pravolinijska površ nastaje pomeranjem prave po nekoj krivoj. Ova vrsta površi, a posebno 

konoidne površi se jako često koriste u graĎevinarstvu  i arhitekturi. TakoĎe, konoidne površi 

se koriste kao smele krovne konstrukcije. Uglavnom su se koristili tzv. sawtooth roofs ili 

naborani krovovi, za pokrivanje industrijskih hala. Ovi krovovi se formiraju povezivanjem 

istih elemenata na različite načine. Pruţaju veliku količinu dnevne svetlosti koja prolazi kroz 

vertikalne površine stakala. Jednostavna proizvodnja i veoma bogat spektar oblika glavni su 

razlog primena ovih vrsta površi u krovnim i drugim konstrukcijama.  

 

     
 

U ovom poglavlju analiziraćemo pravolinijske površi, neke njihove osobine i dati 

njihovu vizuelizaciju koristeći paket Mathematica. Kao podklasu pravolinijskih površi 

posmatraćemo i površi nulte Gausove krivine, poznate kao razvojne površi. Koristićemo 

reference: [1], [5], [8] i [9].  

          

 

2.1 Definicija i klasifikacija  
 

Definicija  2.1.1.  Pravolinijska površ ִי  u ᴙ  je površ koja sadrži bar jednu 

jednoparametarsku familiju pravih i parametrizovana je sa ὪȡὟ יִ  tako da: 

 

Ὢόȟὺ ὧό ὺὶόȟ 
 

gde su ὧ i ὶ krive u ᴙ . Krivu ὧ nazivamo direktrisom ili bazičnom krivom linijske površi, a 

krivu ὶ generatrisom.  

 

U definiciji iznad ćemo pretpostaviti da je ὧᴂ uvek raličito od nule, kako bismo imali 

regularnost krive ὧ kao i da ὶ nije identički jednaka nuli jer u tom slučaju uopšte nemamo 

površ.  

 

Imamo da je Ὢ ὧό ὺὶᴂό i Ὢ ὶό 

Primetimo, ὼ je regularno ako i samo ako su ὧό ὺὶᴂό i ὶό linearno nezavisni.   

 

Definicija  2.1.2.  U slučaju kada pravolinijska površ ima dve različite parametrizacije ovog 

oblika, za datu površ kažemo da je dvostruko pravolinijska. 
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Teorema 2.1.3.  Za Gausovu krivinu pravolinijske površi važi da je ὑ π Ȣ 
 

Dokaz.  Iz Posledice 1.23 imamo da je  

ὑ
ὨὩὸȿȿ

ὨὩὸȿ

ὒὔ ὓ

ὉὋ Ὂ
 Ȣ 

 

Kako je za linijsku površ  ὔ Ὤ ἂ’ȟὪἃ π  jer je: 

 

Ὢ ὶόȟ Ὢ πȟ  
 

a takoĎe vaţi  ὨὩὸȿ ᴁὪ Ὢᴁ π, sledi da je  

 

ὑ
ὨὩὸȿȿ

ὨὩὸȿ

ὓ

ὨὩὸȿ
π Ȣ 

             ʉ
Definicija  2.1.4.  Razvojna površ je pravolinijska površ nulte Gausove krivine. 

 

Lema 2.1.5.  Površ je razvojna ako i samo ako je ὓ πȢ (ὓ Ὤ ) 

 

Dokaz.  Direktna posledica prethodne teoreme: 

 

ὑ π ako i samo ako ὓ π Ȣ 

 

Definicija  2.1.6.  Neka je ִי Ṓᴙ  površ. Onda: 

 

i) ִי  je tangentna razvojna površ krive ὧȡὥȟὦ ᴙ  ako ִי  ima parametrizaciju  

 

Ὢόȟὺ ὧό ὺὧᴂόȢ 
      

ii)  ִי  je uopštena cilindrična površ nad krivom ὧȡὥȟὦ ᴙ  ako ִי  ima 

parametrizaciju  

           Ὢόȟὺ ὧό ὺή, 
 

gde je ήɴ ᴙ ᶺ πȟπȟπ   fiksna tačka. 

 

iii) ִי  je uopštena konusna površ nad krivom ὧȡὥȟὦ ᴙ  ako ִי  ima 

parametrizaciju  

 

            Ὢόȟὺ ὴ ὺὧό, 

 

gde je ὴɴ ᴙ  fiksna tačka. Tačka ὴ je vrh konusa. 

 

Lema 2.1.7.   

i)  Neka je ὧȡὥȟὦ ᴙ  regularna kriva čija je krivina ‖ π svuda. Tangentna razvojna 

površ Ὢ krive ὧ je regularna svuda osim duž krive ὧȢ 
 

ii)  Uopštena cilindrična površ Ὢόȟὺ ὧό ὺή je regularna kad god je ὧ ή πȢ 
 

iii)  Uopštena konusna površ Ὢόȟὺ ὴ ὺὧό je regularna kad god je ὺὧὧᴂ π i nije 

nikada regularna u vrhu konusa. 
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Dokaz. i)  Za tangentnu razvojnu površ imamo: 

 

Ὢ Ὢόȟὺ ὧ ὺὧᴂᴂὧ ὧ ὧ ὺὧ ὧ ὺὧ ὧȢ 
 

Kako je 

π ‖
ᴁὧᴂ ὧᴂᴂᴁ

ᴁὧᴂᴁ
 

(Vidi literaturu [5], teorema 7.15) 

 

sledi da je ὧᴂ ὧᴂᴂπ. Dakle, površ je regularna kad je ὺ π. Dakle ako je ὺ π imamo 

Ὢόȟὺ ὧό pa je površ regularna u svim tačkama osim duţ krive ὧȢ 
 

Ostale činjenice dokazujemo slično kao i). 

 ʉ

 

Lema 2.1.8.  Ako je ִי  tangentna razvojna površ, uopšteni cilindar ili uopšteni konus tada je 

יִ  razvojna površ. 

 

Dokaz.  Prema Lemi 2.1.5. ako pokaţemo da je ὓ π u svakom od tri slučaja imaćemo da je 

površ razvojna.  

Za tangentnu razvojnu površ imamo da je Ὢόȟὺ ὧό ὺὧᴂό, pa je Ὢ ὧ ὺὧᴂᴂ,  
Ὢ ὧᴂ  i  Ὢ ὧᴂᴂ. Dalje dobijamo: 

 

ὓ ἂ’ȟὪἃ
Ὢ Ὢ

ᴁὪ Ὢᴁ
ȟὪ

ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
ἂὪ ὪȟὪἃ  

   
ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
Ὢ Ὢ Ὢ

ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
ὧ ὺὧ  ὧ  ὧᴂᴂπȢ 

 

Za uopštenu cilindričnu površ imamo da je Ὢόȟὺ ὧό ὺή, pa je Ὢ ὧȟὪ ή i  

Ὢ π. Odatle imamo: 

 

ὓ ἂ’ȟὪἃ πȢ 
 

Za uopštenu konusnu površ imamo da je Ὢόȟὺ ὴ ὺὧό, pa je Ὢ ὺὧȟὪ ὧ i  
Ὢ ὧȢ Odatle imamo: 

 

ὓ ἂ’ȟὪἃ
Ὢ Ὢ

ᴁὪ Ὢᴁ
ȟὪ  

ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
ἂὺὧ ὧȟὧᴂἃ πȢ 

 ʉ
 

Lema 2.1.9.  Gausova krivina linijske površi Ὢόȟὺ ὧό ὺὶό je negativna akko su 

ὧȟὶ i ὶᴂ linearno nezavisni. 

 

Dokaz. U Teoremi 2.1.3. smo pokazali da je za linijske površi Gausova krivina ὑ πȢ Ako 

pokaţemo da je ὑ π ako i samo ako su ὧȟὶ i ὶᴂ linearno zavisni, imaćemo traţeno.  

U Lemi 2.1.5. smo videli da je ὑ π ako i samo ako je Ὤ π tj. ὓ π odnosno kada 

imamo razvojnu površ. Dalje računamo Ὤ Ȣ  
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Kako je  

 

Ὢ Ὢ ὧ ὺὶᴂ ὶ ὧ ὶ ὺὶᴂ ὶ  i  Ὢ ὶᴂ sledi da je:  

 

Ὤ ἂ’ȟὪἃ
ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
ἂὪ ὪȟὪἃ  

   
ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
ἂὧ ὶ ὺὶᴂ ὶȟὶᴂἃ  

           
ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
ἂὧ ὶȟὶᴂἃ ἂὺὶᴂ ὶȟὶᴂἃȢ 

 

Odatle je: 

  

Ὤ
ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
ἂὧ ὶȟὶᴂἃȢ 

 

Sada imamo da je Ὤ π ako i samo ako ἂὧ ὶȟὶᴂἃ π ako i samo ako je ÄÅÔὧȟὶȟὶ π 
ako i samo ako su ὧȟὶ i ὶᴂ komplanarni tj. linearno zavisni. 

 ʉ
 

Primer 2.1.10. Mebijusova traka, jednograni hiperboloid i hiperboloički paraboloid imaju 

Gausovu krivinu ὑ πȢ 
 

Rešenje.  Pokazali smo da za linijske površi vaţi: ὑ πȢ Jednostavno se proverava da su 

Mebijusova traka, jednograni hiperboloid i hiperbolički paraboloid linijske površi, pa je 

dovoljno pokazati da je ὑ π pa ćemo imati traţeno.   

 

Iz prethodne leme imamo da je ὑ π ako i samo ako je Ὤ π ako i samo ako je 
ἂὧ ὶȟὶᴂἃ π. 
 

Mebijusova traka je parametrizovana sa: 

 

άέὩὦὭόίίὸὶὭὴὥ όȟὺ ὥÃÏÓό ὺÃÏÓ
ό

ς
ÃÏÓόȟὥÓÉÎό ὺÃÏÓ

ό

ς
ÓÉÎόȟὺÓÉÎ

ό

ς
ȟ 

 

Za Mebijusovu traku imamo:  

 

ὧό ὥÃÏÓόȟὥÓÉÎόȟπȟ ὶό ÃÏÓÃÏÓόȟÃÏÓÓÉÎόȟÓÉÎ, pa je 

 

ὧό ὥÓÉÎόȟὥÃÏÓόȟπȟ 
 

ὶᴂό
ρ

ς
ÓÉÎ
ό

ς
ÃÏÓό ÃÏÓ

ό

ς
ÓÉÎόȟ

ρ

ς
ÓÉÎ
ό

ς
ÓÉÎό ÃÏÓ

ό

ς
ÃÏÓόȟ

ρ

ς
ÃÏÓ
ό

ς
ȟ 

 

ὧό ὶό ὥÃÏÓόÓÉÎ
ό

ς
ȟὥÓÉÎόÓÉÎ

ό

ς
ȟὥÃÏÓ

ό

ς
ȟ 

 

ἂὧό ὶόȟὶᴂόἃ
ρ

ς
ὥ πȢ 

 

Odatle imamo da je za Mebijusovu traku vaţi ὑ πȢ 
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Jednograni hiperboloid je definisan neparametarski sa: 

 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
ρȢ 

 

Pokazaćemo da je jednograni hiperboloid dvostruko-linijska površ nalazeći dve linijske 

parametrizacije. Fiksirajući ὥȟὦȟὧ π i definišući  

 

ὬώὴὩὶὦέὰέὭὨὥȟὦȟὧ όȟὺ ὧό ὺὧό ὺπȟπȟὧȟ 
gde je  

 

ὧό ὩὰὰὭὴίὩὥȟὦ ό ὥÃÏÓόȟὦÓÉÎόȟπ 
 

standardna parametrizacija elipse  

ὼ

ὥ

ώ

ὦ
ρȢ 

 

Lako se proverava da je  

 

ὬώὴὩὶὦέὰέὭὨὥȟὦȟὧ όȟὺ ὥÃÏÓόᴜ ὺÓÉÎόȟὦÓÉÎό ὺÃÏÓόȟὧὺ 
 

zaista parametrizacija hiperboloida. 

 

Uzmimo ὬώὴὩὶὦέὰέὭὨὥȟὦȟὧ όȟὺ ὥÃÏÓό ὺÓÉÎόȟὦÓÉÎό ὺÃÏÓόȟὧὺ, pa 

imamo: 

 

ὧό ὥÃÏÓόȟὦÓÉÎόȟπ,  ὶό ὥÓÉÎόȟὦÃÏÓόȟὧ.  

 

Odatle je: 

 

ὧᴂό ὥÓÉÎόȟὦÃÏÓόȟπ, ὶᴂό ὥÃÏÓόȟὦÓÉÎόȟπȟ 
 

ὧό ὶό ὦὧÃÏÓόȟὥὧÓÉÎόȟπȟ ἂὧό ὶόȟὶᴂόἃ ὥὦὧπȢ 
 

Sledi da je za jednograni hiperboloid Gausova krivina ὑ πȢ 
 

Hiperboliļki paraboloid je definisan neparametarski sa 

 

ᾀ ὼώȢ 
Moţemo ga parametrizovati sa:  

 

ὬὴὥὶὥὦέὰέὭὨόȟὺ όȟπȟπ ὺ
ρ

Ѝρ ό
πȟρȟόȢ 

 

Za hiperbolički paraboloid imamo: 

 

ὧό όȟπȟπȟ ὶό
ρ

Ѝρ ό
πȟρȟόȟ 

 

ὧό ρȟπȟπȟ 
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ὶᴂό πȟ
ό

ρ ό
ȟ

ρ

ρ ό
ȟ 

 

ὧό ὶό πȟ
ό

Ѝρ ό
ȟ
ρ

Ѝρ ό
ȟ 

 

ἂὧό ὶόȟὶᴂόἃ
ρ

ρ ό
πȢ 

 

Sledi da je za hiperbolički paraboloid ὑ πȢ 
 

 ʉ
 

2.2 Necilindriļne pravolinijske povrġi 
 

 

U ovom odeljku ćemo pokazati da ukoliko uvedemo dodatnu pretpostavku u definiciju 

linijskih površi, tj da je ὶ ὶᴂ uvek različito od nule, gde je ὶ generatrisa linijske površi, onda 

ćemo pravolinijsku površ moći da reparametrizujemo pomoću tzv. “standardnih parametara”. 

 

Definicija  2.2.1.  Pravolinijska površ parametrizovana sa Ὢόȟὺ ὧό ὺὶό je 

necilindrična ako je ὶ ὶᴂ uvek različito od nule. 

 

Lema 2.2.2.  Neka je Ὢ parametrizacija necilindrične pravolinijske površi oblika  

Ὢόȟὺ ὧό ὺὶόȢ Tada Ὢ ima reparametrizaciju oblika: 

 

Ὢόȟὺ „ό ὺ‏όȟ 
 

gde je ᴁ‏ᴁ ρ i ộ„ȟ‏ᴂỚ π. Krivu „ nazivamo strikcionom krivom od Ὢ. 

 

Dokaz.  Pošto je ὶ ὶᴂ uvek različito od nule, ὶ je uvek različito od nule.  

 

Definišimo reparametrizaciju Ὢ od Ὢ sa 

Ὢόȟὺ Ὢόȟ
ὺ

ᴁὶόᴁ
‍ό

ὺὶό

ᴁὶόᴁ
Ȣ 

 

Jasno, Ὢ ima istu sliku kao Ὢ. Ako stavimo ‏ό
ᴁ ᴁ

 , onda  

 

Ὢόȟὺ ‍ό ὺ‏όȢ 
 

Štaviše, ᴁ‏όᴁ ρ i odatle je ộ‏όȟ‏ᴂόỚ πȢ  
Dalje, trebalo bi da naĎemo krivu „ takvu da ộ„ᴂόȟ‏ᴂόỚ πȢ Predstavimo krivu „ u 

obliku : 

 

„ό ‍ό ὸό‏ό 
 

za neku funkciju ὸ ὸό koju ćemo naći u nastavku. Diferenciranjem prethodne jednakosti 

dobijamo: 
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„ᴂό ‍ᴂό ὸᴂό‏ό ὸό‏ᴂόȢ 
 

Pošto je ộ‏όȟ‏ᴂόỚ π, sledi da je 

 

ộ„ᴂόȟ‏ᴂόỚ ộ‍ᴂόȟ‏ᴂόỚ ὸόộ‏ᴂόȟ‏ᴂόỚȢ 
 

Kako se ὶ ὶᴂ nikada ne anulira, ὶ i ὶᴂ su uvek linearno nezavisni, pa imamo da je ‏ᴂ uvek 

različito od nule. Odatle, ako definišemo ὸ sa 

 

ὸό
ộ‍ όȟ‏ όỚ

ᴁ‏ όᴁ
 ȟ 

 

dobijamo: ộ„ᴂόȟ‏ᴂόỚ πȢ Sada definišimo:  

 

Ὢόȟὺ Ὢόȟὸό ὺȢ 
 

Onda je Ὢόȟὺ ‍ό ὸό ὺ‏ό „ό ὺ‏όȟ pa ὪȟὪ i Ὢ opisuju istu krivu i Ὢ 

zadovoljava uslov teoreme. 

  ʉ

 

Lema 2.2.3.  Strikciona kriva necilindrične pravolinijske površi Ὢ ne zavisi od izbora bazične 

krive linijske površi. 

 

Dokaz.  Neka su ‍ i ‍ᴂ dve bazične krive za Ὢ. Ako uzmemo notaciju iz prethodnog dokaza, 

zaključujemo: 

‍ό ὺ‏ό ‍ό ύὺ‏όȟ 
 

za neku funkciju ύ ύὺ. Neka su „ i „ odgovarajuće strikcione krive. Onda: 

 

„ό ‍ό
ộ‍ᴂόȟ‏ᴂόỚ

ᴁ‏ᴂόᴁ
 ό‏

i 

„ό ‍ό
ộ‍ᴂόȟ‏ᴂόỚ

ᴁ‏ᴂόᴁ
 όȟ‏

 

pa je  

„ „ ‍ ‍
ộ‍ ‍ȟ‏Ớ

ᴁ‏ᴁ
 Ȣ‏

 

S druge strane, iz prve jednakosti sledi da: ‍ ‍ ύὺ ὺ‏Ȣ Diferenciranjem poslednje 

jednakosti dobijamo:  ‍ᴂ ‍ᴂ ύὺ ὺ‏ᴂȢ 
Rezultat sledi. 

 ʉ

 

 

Definicija  2.2.4.  Neka je Ὢ necilindrična linijska površ data kao u Lemi 2.2.2. Onda je 

parametar distribucije od Ὢ funkcija ὴ ὴό definisana sa: 

 

ὴ
ᴂ‏ ‏ „

ộ‏ȟ‏ᴂỚ
Ȣ 
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Lema 2.2.5.  Neka je ִי  necilindrična linijska površ, parametrizovana sa površinskim 

elementom Ὢ oblika kao u Lemi 2.2.2. Onda je Ὢ regularno kad god je ὺ π, ili kada je 

ὺ π i ὴό πȢ Stoga, Gausova krivina od Ὢ je data u funkciji od parametra distribucije 

sa: 

 

ὑ
ὴό

ὴό ὺ
 Ȣ 

 

TakoĎe,  

˒ ᴁ„ᴂᴁ ὺᴁ‏ᴂᴁȟ Ὂ ộ„ȟ‏Ớȟ Ὃ ρȟ 
 

ὔ πȟ ὓ
ὴᴁ‏ᴂᴁ

ὴ ὺ
 Ȣ 

 

Dokaz.  Prvo, primetimo da su vektori: i „ᴂ i na „ᴂ. Stoga, „ᴂ ‏ ᴂ normalni na‏ i ‏  je ‏

kolinearno sa ‏ᴂ, pa mora biti jednako nekom umnošku od ‏ᴂ. TakoĎe, imamo: 

 

„ ‏ ὴ‏ᴂ 
gde je  

ὴ
ᴂ‏ ‏ „

ộ‏ȟ‏ᴂỚ
 Ȣ 

 

Pošto je Ὢ „ ὺ‏ᴂ i Ὢ  :imamo ,‏

 

Ὢ Ὢ ὴ‏ ὺ‏  ȟ‏
 

pa je: 

ᴁὪ Ὢᴁ ᴁὴ‏ᴂᴁ ᴁὺ‏ᴂ ᴁ‏ ὴ ὺ ᴁ‏ᴂᴁȢ 
 

Sada je jasno da je regularnost od Ὢ utvrĎena.  

Dalje, Ὢ ᴂ i Ὢ‏ π, pa je ὔ ộ’ȟὪỚ π i  
 

ὓ ộ’ȟὪỚ
ρ

ᴁὪ Ὢᴁ
ộὪ ὪȟὪỚ

ộὴ‏ȟ‏ᴂỚ ὺộ‏ ᴂỚ‏ȟ‏

ὴ ὺᴁ‏ᴂᴁ
 

 

ὴᴁ‏ᴂᴁ ὺᴁ‏ᴂ ᴂᴁÃÏÓωπЈ‏ᴁᴁ‏

ὴ ὺᴁ‏ᴂᴁ

ὴᴁ‏ᴂᴁ

ὴ ὺ
 Ȣ 

 

Konačno dobijamo Gausovu krivinu: 

 

ὑ
ὓ

ᴁὪ Ὢᴁ

ὴ

ὴ ὺ
 Ȣ 
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2.3 Primeri pravolinijskih povrġi 
 

 

Helikoidna povrġ je parametrizovana sa: 

 

ὬὩὰὭὧέὭὨὥȟὦ όȟὺ ὥὺÃÏÓόȟὥὺÓÉÎόȟὦόȢ 
 

Ukoliko definiciju zapišemo u obliku: 

 

ὬὩὰὭὧέὭὨὥȟὦ όȟὺ ὧό ὺὶόȟ 
gde je 

ὧό πȟπȟὦόȟ ὶό ὥÃÏÓόȟÓÉÎόȟπȟ 
 

zaključujemo da je ὧᴂ π i ὶ π, pa je helikoid pravolinijska površ čija je bazična kriva 

ᾀ osa, a generatrisa je krug.  

 

 

 
 

 

Mebijusovu traku  moţemo parametrizovati sa: 

 

άέὩὦὭόίίὸὶὭὴὥ όȟὺ ὧό ὺὶόȟ 
gde 

ὧό ὥÃÏÓόȟÓÉÎόȟπȟ ὶό ÃÏÓ
ό

ς
ÃÏÓόȟÃÏÓ

ό

ς
ÓÉÎόȟÓÉÎ

ό

ς
Ȣ 

 

U ovom primeru, bazična kriva linijske površi je krug, a generatrisa je kriva koja leţi na 

jediničnoj sferi. 
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Jednograni hiperboloid je definisan neparametarski sa: 

 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
ρȢ 

 

Predstavlja dvostruku pravolinijsku površ, pošto moţe biti parametrizovan na dva načina: 

 

ὼ όȟὺ ὸό ὺὸᴂό ὺπȟπȟὧȟ 
 

gde je 

ὸό ὩὰὰὭὴίὩὥȟὦ ό ὥÃÏÓόȟὦÓÉÎόȟπ 
 

standardna parametrizacija elipse: 

 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ
ρ 

u ὼώravni. 

 

 
 

 

Hiperboliļki paraboloid je neparametarski definisan sa: 

 

ᾀ
ὼ

ὥ

ώ

ὦ
Ȣ 

 

Predstavlja dvostruku pravolinijsku površ, pošto moţe biti parametrizovan na dva načina: 

 

ὼ όȟὺ ὥόȟπȟό ὺὥȟὦȟςό ὥό ὺȟὦὺȟό ςόὺȢ 
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Plikerov konoid je neparametarski definisan sa: 

 

ᾀ
ςὼώ

ὼ ώ
 Ȣ 

 

Mоţemo ga parametrizovati sa: 

 

ὴὰόὩὧὯὩὶόȟὺ όȟὺȟ
ςόὺ

ό ὺ
Ȣ 

 

 
 

Ovom parametrizacijom paket Mathematica ne prikazuje ovu površ kao pravolinijsku. To se 

postiţe uvoĎenjem polarnih koordinata: 

 

ὴὰόὩὧὯὩὶὴέὰὥὶὶȟ— ὶÃÏÓ—ȟὶÓÉÎ—ȟÓÉÎς— πȟπȟÓÉÎς— ὶÃÏÓ—ȟÓÉÎ—ȟπȢ 
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Poslednja jednačina pokazuje da je ᾀ osa bazična kriva, a krug je generatrisa. Sada je lako 

definisati uopštenje Plikerovog konoida koji ima ὲ nabora: 

 

ὴὰόὩὧὯὩὶὴέὰὥὶὲ ὶȟ— ὶÃÏÓ—ȟὶÓÉÎ—ȟÓÉÎὲ—Ȣ 
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3 Rotacione povrġi 
 

 

 

Rotacione površi formiraju najlakše prepoznatljivu klasu površi. Rotaciona površ se 

dobija rotiranjem ravanske krive oko ose u ᴙȢ Veoma često se koriste u arhitekturi jer 

doprinose zanimljivosti forme i poigravanju istom. U ovom poglavlju koristićemo reference: 

[5], [7] i [10]. 

 

3.1 Definicija  i geometrijske veliļine 
 

Definicija  3.1.1.  Neka je    ravan u ᴙ , ὥ  prava u ravni  , a ὧ  kriva u  . Kada se ὧ 
rotira u ᴙ  oko prave ὥ rezultujući skup tačaka ִי  se naziva rotaciona površ generisana sa 

ὧ. ὧ se naziva profilna kriva površi ִי , dok je prava ὥ osa rotacije za ִי . 

 

Zbog pogodnosti biramo ὼᾀ ravan za  , a ᾀ-osu za ὥ. Za tačke skupa ὧ moţemo 

pretpostaviti da imaju parametrizaciju ‌ȡὥȟὦ ὧ, koja je diferencijabilna. Pišemo 

‌ •ȟ‪Ȣ 
 

Definicija  3.1.2.  Površinski element Ὢ‌ȡπȟς“ ὥȟὦ ᴙ  definisan sa  

 

Ὢ‌ όȟὺ •ὺὧέίόȟ•ὺίὭὲόȟ‪ὺ  

 

naziva se standardna parametrizacija rotacione površi ִי . 

 

Uzmimo da ό leţi u otvorenom intervalu πȟς“ i često pretpostavljamo da je •ὺ π kako 

bismo bili sigurni da profilna kriva ne prelazi osu rotacije. 

 

Definicija  3.1.3.  Neka je ὧ skup tačaka u ravni  Ṓᴙ  i neka je ִי  rotaciona površ u ᴙ  

generisana rotacijom skupa ὧ oko prave ὥṒ . Presek proizvoljne ravni koja sadrži osu 

rotacione površi ִי  i površi ִי  naziva se meridijan na ִי . Paralela na ִי  je presek 

proizvoljne ravni normalne na osu rotacione površi ִי  i površi ִי . 

 

Za površ parametrizovanu kao u Definiciji 3.1.2. paralele su  

 

ό Ὢ‌ όȟὺ •ὺ ÃÏÓόȟ•ὺ ÓÉÎόȟ‪ὺ ȟ 
 

a meridijani su 

 

ὺ Ὢ‌ όȟὺ •ὺÃÏÓόȟ•ὺÓÉÎόȟ‪ὺ Ȣ 
 

Teorema 3.1.4.  Neka je ִי  rotaciona površ sa profilnom krivom ‌ •ȟ‪ . Neka je Ὢ‌ 

standardna parametrizacija od ִי . Tada važi: 

 

Ὁ •ȟ Ὂ πȟ Ὃ •ᴂ ‪ᴂȢ 
 

Preslikavanje Ὢ‌ je regularno kad god su • π  i  •ᴂ ‪ᴂ π. U tom slučaju: 

 

ὒ
ȿ•ȿ‪ᴂ

•ᴂ ‪ᴂ
ȟ ὓ πȟ ὔ

ίὭὫὲ• •‪ •ᴂ‪ᴂᴂ

•ᴂ ‪ᴂ
ȟ 
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a jedinična normala na površ je data sa: 

 

’όȟὺ
ίὭὫὲ•

•ᴂ ‪ᴂ
‪ᴂὧέίόȟ‪ᴂίὭὲόȟ•ᴂȢ 

Dokaz.  

 

Kako je rotaciona površ ִי  data standardnom parametrizacijom, imamo da je 

  
Ὢ‌ όȟὺ •ὺÃÏÓόȟ•ὺÓÉÎόȟ‪ὺ Ȣ 

 

Radi lakšeg zapisa označimo sa ὪḧὪ‌. Dobijamo: 

 

Ὢόȟὺ •ὺÓÉÎόȟ•ὺÃÏÓόȟπȟ Ὢόȟὺ •ᴂὺÃÏÓόȟ•ᴂὺÓÉÎόȟ‪ᴂὺ ȟ   
 

Ὢ όȟὺ •ὺÃÏÓόȟ•ὺÓÉÎόȟπȟ 
 

Ὢ όȟὺ •ᴂὺÓÉÎόȟ•ᴂὺÃÏÓόȟπȟ 
 

Ὢ όȟὺ •ᴂᴂὺÃÏÓόȟ•ᴂᴂὺÓÉÎόȟ‪ᴂᴂὺ  

 

’
Ὢ Ὢ

ᴁὪ Ὢᴁ

ρ

ȿ•ȿ• ‪

•‪ᴂÃÏÓόȟ‪ᴂÓÉÎόȟ•ᴂ  

                           

                           
ίὭὫὲ•

•ᴂ ‪ᴂ
‪ᴂÃÏÓόȟ‪ᴂÓÉÎόȟ•ᴂ 

 

Ὁ ἂὪȟὪἃ •ȟ Ὂ ἂὪȟὪἃ πȟ Ὃ ἂὪȟὪἃ •ᴂ ‪ᴂȟ 
 

ὒ ἂ’ȟὪ ἃ
ȿ•ȿ‪ᴂ

•ᴂ ‪ᴂ
ȟ ὓ ἂ’ȟὪἃ πȟ 

 

ὔ ἂ’ȟὪἃ
ίὭὫὲ• •‪ •ᴂ‪ᴂᴂ

•ᴂ ‪ᴂ
Ȣ 

 

TakoĎe, primetimo da je preslikavanje Ὢ regularno kada je: 

 

Ὢ Ὢ πᴆȟ tj. kada je ᴁὪ Ὢᴁ π, odnosno kada vaţi: • π  i  •ᴂ ‪ᴂ π. 
 ʉ

  

 

 

Teorema 3.1.5.  Glavne krivine rotacione površi parametrizovane standardnom 

parametrizacijom su: 

‖
‪

ȿ•ȿ• ‪

 ȟ 
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‖
ίὭὫὲ• •‪ •ᴂ‪ᴂᴂ

• ‪
Ⱦ

 Ȣ 

 

Gausova krivina je data sa:  

ὑ
‪ •ᴂᴂ•ᴂ‪ᴂ‪ᴂᴂ

•• ‪
 ȟ 

 

dok je srednja krivina data sa: 

 

Ὄ
••‪ •ᴂ‪ᴂᴂ‪ᴂ• ‪

ςȿ•ȿ• ‪
Ⱦ

 Ȣ 

 

Dokaz. 

 

Da bismo izračunali glavne krivine rotacione površi potrebno je da naĎemo matricu 

Vajngartenovog preslikavanja ὒȢ 
 

ὒ Ὤ Ὣ  

 

ở

Ở
ờ

ȿȿ
π

π

Ợ

ỡ
Ỡ

 
• ‪ π

π •
 

 

 

ở

Ở
ờȿȿ

π

π Ⱦ

Ợ

ỡ
Ỡ
 ȟ  

 

pa su glavne krivine: 

 

‖
‪

ȿ•ȿ• ‪

 ȟ ‖
ίὭὫὲ• •‪ •ᴂ‪ᴂᴂ

• ‪
Ⱦ

 Ȣ 

 

Gausova krivina je:  

ὑ ὨὩὸὒ ‖‖
‪ •ᴂᴂ•ᴂ‪ᴂ‪ᴂᴂ

•• ‪
 Ȣ 

 

Srednja krivina je: 

 

Ὄ
ρ

ς
Ὕὶὒ

‖ ‖

ς

••‪ •ᴂ‪ᴂᴂ‪ᴂ• ‪

ςȿ•ȿ• ‪
Ⱦ

 Ȣ 

 ʉ
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3.2 Glavne krive 
 

U ovom odeljku načinićemo prvi korak u proučavanju krivih koje leţe na površi. 

Definisaćemo pojam “glavna kriva” i pokazati da su paralele i meridijani glavne krive, koje su 

tangentne na pravce koji su definisani pomoću glavnih krivina. 

Radi jednostavnosti, posmatraćemo samo orijentabilne površi. Za takvu površ ִי , 

odabraćemo globalno definisan jedinični vektor normale ’Ȣ  
 

Definicija  3.2.1.  Glavna kriva na ִי  je kriva čiji trag leži na ִי  i čiji je tangentni vektor 

svugde glavni. 

 

Primetimo, kriva ὧ na regularnoj površi ִי Ṓᴙ  naziva se glavna kriva ako i samo ako ὧᴂ 
ima za pravac glavni pravac. Stoga, 

 

ὒὧ ‖ὧȟ 
 

gde ὒ predstavlja shape operator (tj. Vajngartenovo preslikavanje) površi ִי  u odnosu na ’, a 

‖ (Ὥ ρ ili ς) je glavna krivina površi ִיȢ 
 

Sledeća lema daje potreban i dovoljan uslov da tangentni vektor bude glavni. 

 

Lema 3.2.2.  Nenula tangentni vektor ὺ na regularnu površ ִי Ṓᴙ  je glavni ako i samo 

ako  

 

ὒὺ ὺ πȢ 
 

Stoga, kriva ὧ na površi ִי  je glavna kriva ako i samo ako ὒὧ ὧ πȢ 
 

Dokaz.  Ako ὒὺ ‖ὺ, onda ὒὺ ὺ ‖ὺ ὺ π. Suprotno, ako je ὒὺ ὺ π, 

onda su ὒὺ i ὺ linearno zavisni, pa postoji ‖ tako da je ὒὺ ‖ὺȢ 

Iz prethodne definicije i do sada pokazanog sledi da je kriva ὧ glavna ako i samo ako je 

ὒὧ ὧ πȢ 
 

 ʉ
 

Sledeća teorema obezbeĎuje jednostavan, ali koristan kriterijum koji govori kada je kriva koja 

je presek dve površi glavna kriva na obe. 

 

Teorema 3.2.3.  Neka je ὧ kriva čiji trag leži u preseku regularnih površi ִי ȟִי Ṓᴙ . 

Označimo sa ’ jedinični vektor normale na ִי ȟὭ ρȟςȢ Pretpostavimo da se duž krive ὧ 
površi ִי  i ִי  seku pod konstantnim uglom, tj. ộ’ȟ’Ớ je konstantno duž ὧ. Tada, ὧ je 

glavna kriva na ִי  akko je glavna kriva na ִי Ȣ 
 

Dokaz.  Duţ presečne krive imamo: 

 

π
Ὠ

Ὠί
ộ’ȟ’Ớ

Ὠ

Ὠί
’ȟ’ ’ȟ

Ὠ

Ὠί
’ Ȣ 

 

Pretpostavimo da je presečna kriva ὧ glavna kriva na  ִי . Onda: 
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Ὠ

Ὠί
’ ‖ὧȟ 

 

gde je ‖ glavna krivina na ִי . Kako je ὧᴂ ortogonalno i na ’, imamo da je ộὧȟ’Ớ π, pa 

iz prethodnog zaključujemo da je  

’ȟ
Ὠ

Ὠί
’ πȢ 

 

Diferenciranjem jednakosti ộ’ȟ’Ớ ρȟ dobijamo da je ’ takoĎe ortogonalno na ’. 

Zaključujemo da je vektor  ’ kolinearan sa ὧᴂ pa je: 

Ὠ

Ὠί
’ ‖ὧȟ 

 

za neko ‖. Drugim rečima, ὧ je glavna kriva na ִי Ȣ 
 

 ʉ
 

Vaţnom primenom prethodne teoreme nalazimo glavne krive na rotacionoj površi. 

 

Teorema 3.2.4.  Pretpostavimo da je rotaciona površ ִי  generisana ravanskom krivom ὧ 
regularna površ. Onda su meridijani i paralele na ִי  glavne krive. 

 

Dokaz.  Svaki meridijan se nalazi u preseku površi ִי  i ravni ɩ  koja sadrţi osu rotacije 

površi ִי . Za tačku ὴɴ יִ ᷊ɩ  jasno je da normala ’ὴ površi ִי  leţi u ɩ Ȣ Stoga, ’ὴ i 

jedinična normala površi ɩ  su ortogonalne. Primenjujući prethodnu teoremu dobijamo da su 

meridijani glavne krive površi ִיȢ 
 

Dalje, neka je ɩ  ravan ortogonalna na osu rotacije površi ִי . Rotacionom simetrijom 

jedinični vektor normale ’ površi ִי  zaklapa konstantan ugao sa jediničnom normalom ravni 

ɩ . Opet, primenjujući prethodnu teoremu dobijamo da su paralele glavne krive . 

 ʉ
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3.3 Primeri rotacionih povrġi 
 

 

Torus je rotaciona površ koja se dobija rotacijom kruţnice u trodimenzionalnom prostoru oko 

ose komplanarne sa kruţnicom. Ako osa rotacije ne dodiruje kruţnicu površ ima oblik prstena 

i naziva se prstenasti torus ili samo torus. U slučaju da je osa rotacije tangenta kruţnice 

dobijena površ se naziva rog torus, a kada za osu rotacije uzmemo tetivu  kruţnice rezultujuća 

površ je vretenasti torus. 

Kao takva površ torus ima ''rupu''. Ako označimo sa Ã radijus od centra ''rupe'' do centra 

torusa, a sa Á radijus torusa dolazimo do njegove parametrizacije:  

 

ὸέὶόίὥȟὧȡπȟς“ πȟς“ ᴙ  

 

ὸέὶόίὥȟὧÕȟÖ ὧ ὥὧέίὺὧέίόȟὧ ὥ ὧέίὺίὭὲόȟὥίὭὲὺȢ 
 

 

 
 

Koeficijenti prve fundamentalne forme su: 

 

Ὁ ὧ ὥὧέίὺ ȟ Ὂ πȟ Ὃ ὥȟ 
 

dok su koeficijenti druge fundamentalne forme: 

 

ὒ ὧ ὥὧέίὺὧέίὺȟ ὓ πȟ ὔ ὥȢ 
 

Gausova i srednja krivina su date sa:  

 

ὑ
ὧέίὺ

ὥὧ ὥὧέίὺ
ȟ Ὄ

ὧ ςὥὧέίὺ

ςὥὧ ὥὧέίὺ
 Ȣ 

 

 

Elipsoid je površ koja nastaje rotacijom elipse oko jedne od njenih glavnih osa. Njena 

jednačina je oblika:  

 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
ρȟ 

 

gde su ὥȟὦ i ὧ duţine njenih poluosa. U parametarskom obliku ga moţemo prikazati na 

sledeći način: 

ὩὰὰὭὴίέὭὨὥȟὦȟὧόȟὺ ὥὧέίόίὭὲὺȟὦίὭὲόίὭὲὺȟὧὧέίὺȟ 
 

za όᶰπȟς“ i ὺɴ πȟ“Ȣ 
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U ovoj parametrizaciji koeficijenti prve fundamentalne forme su: 

 

Ὁ ὦὧέίό ὥίὭὲόίὭὲὺȟ 
Ὂ ὦ ὥ ὧέίόίὭὲόὧέίὺίὭὲὺȟ 

Ὃ ὥὧέίό ὦίὭὲόὧέίὺ ὧίὭὲὺȟ 
 

dok su koeficijenti druge fundamentalne forme: 

 

ὒ
ὥὦὧ ίὭὲὺ

ὥὦὧέίὺ ὧ ὦὧέίό ὥίὭὲόίὭὲὺ
 ȟ 

 

ὓ πȟ 
 

ὔ
ὥὦὧ

ὥὦὧέίὺ ὧ ὦὧέίό ὥίὭὲόίὭὲὺ
 Ȣ 

 

Gausova i srednja krivina su date sa: 

 

ὑ
ὥὦὧ

ὥὦὧέίὺ ὧ ὦὧέίό ὥίὭὲόίὭὲὺ
 ȟ 

 

Ὄ
ὥὦὧσὥ ὦ ςὧ ὥ ὦ ςὧ ὧέίςὺ ςὥ ὦ ὧέίςόίὭὲὺ

ψὥὦὧέίὺ ὧ ὦὧέίό ὥίὭὲόίὭὲὺ Ⱦ
 Ȣ 

 

 

 
 

Fanel površ nastaje rotacijom krive ὰὲὼ oko ᾀ ose. Njena jednačina glasi:  

 

ᾀ
ρ

ς
ὥὰὲὼ ώ ȟ 

 

dok je njen parametarski oblik:  

 

ὪόὲὲὩὰὥ όȟὺ όὧέίὺȟόίὭὲὺȟὥὰὲόȟ 
 

za ό π i ὺɴ πȟς“. 
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Koeficijenti prve fundamentalne forme su: 

 

Ὁ ρ
ὥ

ό
 ȟ Ὂ πȟ Ὃ όȟ 

 

dok su koeficijenti druge fundamentalne forme: 

 

ὒ
ὥ

όЍὥ ό
 ȟ ὓ πȟ ὔ

ὥό

Ѝὥ ό
 Ȣ 

 

Gausova i srednja krivina su date sa: 

 

ὑ
ὥ

ὥ ό
 ȟ 

 

 

     Ὄ
ὥ

ςόὥ ό Ⱦ
 Ȣ 
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4 Minimalne povrġi 
 

 

4.1 Motivacija  
 

Mnoge pojave u prirodi imaju matematičku interpretaciju. Minimalne površi su samo jedan od 

mnogih primera da je zaista tako. 

 

Prva minimalna površ je otkrivena u 18. veku. Naravno, na početku su bile poznate samo 

jednostavne i u sadašnje vreme nezanimljive površi, ali su za nivo znanja onog vremena 

predstavljale pravu revoluciju. Naime, prva takva površ bila je ravan i dobijena je tako što je 

za njenu granicu izabrana zatvorena kriva u ravni. Francuski geometer i inţenjer Menije je 

krajem 18.veka konstruisao prve sloţenije primere minimalnih površi: helikoid i katenoid.  

 

Posle ovih otkrića nastupa period stagnacije, koji je prekinuo Vaještras. On je otkrio formulu 

koja je sa jedne strane omogućila istraţivanje o minimalnim površima u opštem slučaju, a sa 

druge strane dopušta otkrivanje novih minimalnih površi. 

 

Novi primer minimalne površi je pronaĎen i objavljen tek 1935.godine. Nju je otkrio Šerk, a 

posle perioda stagnacije otkriće nove površi je bilo prava senzacija. Istovremeno, belgijski 

fizičar Plato je izvršio više osetljivih eksperimenata stvarajući tzv. film od sapunice, za koji je 

kasnije dokazano da se u potpunosti slaţe sa matematičkim rezultatima i da je film od 

sapunice ustvari fizička interpretacija matematičkog problema. Plato je formulisao i vaţnu 

hipotezu nazvanu Platoov problem . Suština tog problema je u tome da svaka zatvorena kriva 

koja nema samopreseke moţe biti granica za minimalnu površ.  

 

Kompletan matematički dokaz jedne verzije ovog problema su nezavisno jedan od drugog 

dali Daglas i Rado koristeći samo matematički aparat. Njihov rezultat je pomogao razvoju 

varijacionog računa, matematičke discipline koja se razvijala više od 200 godina samo u 

okviru ovog problema.  

 

Poslednjih trideset godina istraţivanja su napredovala u pravcu razvoja površi koje se dosta 

udaljavaju od izvornog značenja termina ''minimalne'' kao npr. površi koje nisu ograničene 

krivom. MeĎutim, naziv ''minimalne'' se ustalio i ima istorijski značaj jer ga je prvi uveo 

Lagranţ, 1760.godine, kada je i definisao minimalne površi. 

U ovom poglavlju koristićemo reference: [3], [5] i [9]. 

 

 

4.2 Normalna varijacija  
 

Definisaćemo minimalne površi kao regularne površi čija je srednja krivina jednaka nuli. To 

je Lagranţova definicija iz 1760. godine. Minimalnu površ moţemo definisati i više intuitivno 

kao površ najmanje površine iz familije površi koje imaju isti rub. U ţelji da pokaţemo da se 

ove dve definicije poklapaju definišemo normalnu varijaciju površi ִי  u ᴙ  da bude familija 

površi ὸ יִ ὸ koja predstavlja kako se ִי  menja kada je pomeramo u pravcu normalnom 

na površ ִי . Neka ὃὸ predstavlja površinu površi ִי ὸ. Pokazujemo da je srednja krivina 

od ִי  jednaka nuli ako i samo ako se prvi izvod preslikavanja ὸ יִ ὸ anulira na ִיȢ 
Prvo ćemo definisati notaciju normalne varijacije, ograničenog podskupa i uopštenu formulu 

za površinu ograničene oblasti na površi u ᴙ . 
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Definicija  4.2.1.  Neka je Ὓ podskup od ᴙ . Kažemo da je Ὓ ograničen ako postoji broj ὓ 

takav da je ᴁὴᴁ ὓ, za svako ὴɴ ὛȢ 
 

Definicija  4.2.2. Minimalna površ u ᴙ  je regularna površ kod koje je srednja krivina 

jednaka nuli u svakoj tački površi. 

 

Definicija  4.2.3.  Neka je ὪȡὟ ᴙ  regularna parametrizovana površ i neka je ὗṒὟ 

ograničen poddomen. Pretpostavimo da je Ὤȡὗ ᴙ diferencijabilno i ‐ π. Označimo sa ’ 
jediničnu normalu površi ὪȢ Onda je normalna varijacija od Ὢ i ὗ odreĎena sa Ὤ 

preslikavanje  

 

ὢȡ ‐ȟ‐ ὗ ᴙ  
 

dato sa  

ὢ όȟὺ Ὢόȟὺ ὸὬόȟὺ ’όȟὺȟ 
 

za όȟὺᶰὗ  i  ‐ ὸ ‐. 
 

Iz ove definicije sledi da je ὢ regularna parametrizovana površ za svako ὸ, gde ‐ ὸ ‐ i 
za dovoljno malo ‐Ȣ Neka je: 

 

Ὁὸ ἂὢ  ȟὢ ἃ 
Ὂὸ ἂὢ  ȟὢ ἃ 
Ὃὸ ἂὢ  ȟὢ ἃȢ 

 

Iz Leme 1.13. sledi da je površina površi ὢ ὗ  data sa: 

 

ὃὸ ὉὸὋὸ Ὂὸ ὨόὨὺȢ 

 

Sada moţemo pokazati sledeću lemu. 

 

Lema 4.2.4.  Imamo da je  

ὃᴂπ ς ὬὌ ὉὋ ὊὨόὨὺȟ 

 

gde Ὄ predstavlja srednju krivinu od ִי , a ὉȟὋ i Ὂ su koeficijenti prve fundamentalne forme 

površi ὢ date u definiciji 5.2.3. 

 

Dokaz.  Kako je 

 

ὢ όȟὺ Ὢόȟὺ ὸὬόȟὺ ’όȟὺ 
 

parcijalni izvodi ove površi su: 

 

ὢ Ὢ ὸὬ’ ὸὬ’ 

ὢ Ὢ ὸὬ’ ὸὬ’Ȣ 
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Ὁὸ ἂὪ ὸὬ’ ὸὬ’ ȟ Ὢ ὸὬ’ ὸὬ’ἃ  
 

ἂὪ ȟὪἃ ὸὬἂὪ ȟ’ἃ ὸὬ ἂ’ȟ’ἃ ὸὬὬἂ’ȟ’ἃ  
 

 ὸὬἂ’ȟὪἃ ὸὬὬἂ’ȟ’ἃ ὸὬἂ’ ȟ’ἃ  
 

Ὁ ὸὬἂὪ ȟ’ἃ ἂὪ ȟ’ἃ ὸὬἂ’ ȟ’ἃ ὸὬὬ 
 

pri čemu smo koristili da je ὪṶ’ , ὪṶ’ i da je π  ἂ’ȟ’ἃ ςἂ’ȟ’ἃ. 

 

Analogno dobijamo da je: 

 

Ὂὸ Ὂ ὸὬἂὪ ȟ’ἃ ἂὪ ȟ’ἃ ὸὬἂ’ ȟ’ἃ ὸὬὬ ȟ 
 

Ὃὸ Ὃ ὸὬἂὪ ȟ’ἃ ἂὪ ȟ’ἃ ὸὬἂ’ ȟ’ἃ ὸὬὬ Ȣ 
 

Ako napišemo prethodno dobijene jednakosti u drugom obliku, dobijamo: 

 

Ὁὸ Ὁ ςὸὬὒ ὕὸ ȟ 
Ὂὸ Ὂ ςὸὬὓ ὕὸ ȟ 
Ὃὸ Ὃ ςὸὬὔ ὕὸ Ȣ 

 

Iz prethodnih jednakosti i Posledice 1.23. dobijamo: 

 

ὉὸὋὸ Ὂὸ Ὁ ςὸὬὒ ὕὸ Ὃ ςὸὬὔ ὕὸ Ὂ ςὸὬὓ ὕὸ  

 

ὉὋ Ὂ ςὸὬὉὔ Ὃὒ ςὊὓ ὕὸ ὉὋ Ὂ τὸὬὌὉὋ Ὂ ὕὸ  
 

ὉὋ Ὂ ρ τὸὬὌ ὕὸ Ȣ 
 

Koristeći pravila za računanje sa ὕ notacijom i Maklorenov razvoj funkcije  

 

Ѝρ ὼ ρ ὼ ὕὼ  sledi: 

 

ὉὸὋὸ Ὂὸ ὉὋ Ὂ ρ τὸὬὌ ὕὸ  

 

ὉὋ Ὂ ρ τὸὬὌ ὉὋ Ὂ ὕὸ  

 

ὉὋ Ὂ ρ τὸὬὌ ὕὸ ὉὋ Ὂ ρ ςὸὬὌ ὕὸ  

  

 

 

ὃὸ ὉὸὋὸ Ὂὸ ὨόὨὺ ὉὋ Ὂ ρ ςὸὬὌ ὕὸ ὨόὨὺ  

 

               ὉὋ ὊὨόὨὺ ςὸ ὬὌ ὉὋ ὊὨόὨὺ ὕὸ Ȣ 
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Konačno, dobijamo: 

 
‬

‬ὸ
ὃὸ ὃᴂπ ς ὬὌ ὉὋ ὊὨόὨὺȢ 

 ʉ
 

Teorema 4.2.5.  Neka je ὪȡὟ ᴙ  regularna parametrizovana površ i ὗṒὟ ograničen. 

Onda je Ὢ minimalna na ὗ akko je ὃᴂπ π za normalnu varijaciju od Ὢ i ὗ u odnosu na 

bilo koju Ὤȡὗ ᴙȢ 
 

Dokaz.  Pretpostavimo da je Ὢ minimalna. Onda je Ὄ identički jednako nuli za svaku tačku 

površi Ὢ, pa je prema prethodnoj lemi ὃᴂπ πȟ za bilo koje ὬȢ  
Pretpostavimo sada da je ὃᴂπ π za bilo koju diferencijabilnu funkciju Ὤȡὗ ᴙ . 

Pretpostavimo suprotno, da postoji ήɴ ὗ da je Ὄή π. Izaberimo Ὤȡὗ ᴙ takvo da je 

Ὤή Ὄή i Ὤ je različito od nule u dovoljno maloj okolini oko ή (tj. van te okoline Ὤ π). 

Kako je ὨὩὸὫ ὉὋ Ὂ π jer je površ regularna sledi da je ὃᴂπ π za ovako 

izabranu varijaciju odreĎenu sa Ὤ, što je kontradikcija. 

 

 ʉ

 

 

4.3 Minimalne rotacione povrġi 
 

 

Katenoid je površ koja nastaje rotacijom lančanice (katemptote). Standardna parametrizacija 

katenoida je: 

ὧὥὸὩὲέὭὨὧόȟὺ ὧÃÏÓÈ
ὺ

ὧ
ÃÏÓόȟὧÃÏÓÈ

ὺ

ὧ
ÓÉÎόȟὺȢ 

 

Lako proveravamo da su glavne krivine katenoida: 

 

‖ ‖
ρ

ὧÃÏÓÈ
ὺ
ὧ

 Ȣ 

 

Gausova krivina je:  

ὑ ‖‖
ρ

ὧ ÃÏÓÈ
ὺ
ὧ

 ȟ 

 

dok je srednja krivina Ὄ πȢ Odatle sledi da je katenoid minimalna površ. 

 

Teorema 4.3.1.  Rotaciona površ ִי  koja je minimalna je sadržana ili u ravni ili u katenoidu. 

 

Dokaz.  Neka je ὪȡὟ ᴙ  parametrizacija površi ִי  i neka je ‌ •ȟ‪  profilna kriva. 

Kako je ִי  rotaciona površ, Ὢ je data sa: 

 

Ὢόȟὺ •ὺὧέίόȟ•ὺίὭὲόȟ‪ὺ Ȣ 
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Imamo tri slučaja: 

 

i) ‪ ḳπ. Onda je ‪ ὧέὲίὸȢ, pa je ‌ •ȟὧέὲίὸȢ, tj. ‌ je horizontalna prava i 

יִ  je deo ravni koja je normalna na osu rotacije. 

ii) ‪ᴂḴπȢ Onda iz teoreme o inverznoj funkciji imamo da ‪ ima inverznu funkciju 

‪ Ȣ Definišemo 

  

‌ὸḧ‌‪ ὸ ‌ȟ‪ ‪ ὸ •‪ ὸȟ‪‪ ὸ Ὤὸȟὸȟ 

 

gde smo sa Ὤὸ označili: •‪ ὸ . 

Definišemo novu površ ώ sa: 

 

ώόȟὺḧ ὬὺÃÏÓόȟὬὺÓÉÎόȟὺȢ 
 

Pošto je ‌ reparametrizacija krive ‌, sledi da preslikavanja Ὢ i ώ imaju istu sliku. 

Stoga, dovoljno je da pokaţemo da je rotaciona površ ώ deo katenoida. 

 

Iz Teoreme 3.1.5. imamo da su glavne krivine rotacione površi date sa: 

 

‖
‪

ȿ•ȿ• ‪

 ȟ ‖
ίὭὫὲ• •‪ •ᴂ‪ᴂᴂ

• ‪
Ⱦ

 Ȣ 

 

 

 

Odatle imamo:  

‖
ρ

ȿὬȿЍὬᴂ ρ
 ȟ ‖

Ὤ

Ὤᴂ ρ Ⱦ
 Ȣ  

 

Iz pretpostavke da je Ὄ π i jednakosti dobijenih za glavne krivine sledi da Ὤ 

mora da zadovoljava diferencijalnu jednačinu: 

 

ὬὬ Ὤᴂ ρȢ 
 

Uvodeći smenu ᾀ Ὤᴂ dobijamo: 

Ὤ Ὤ
ὨὬᴂ

Ὠὸ

Ὠᾀ

Ὠὸ

Ὠᾀ

ὨὬ

ὨὬ

Ὠὸ
ᾀ
Ὠᾀ

ὨὬ
 Ȣ 

 

Sada iz prethodne dve jednakosti imamo: 

 

ᾀ
Ὠᾀ

ὨὬ
ϽὬ ᾀ ρȟ 

 

tj. 
ᾀ

ᾀ ρ
Ὠᾀ

ὨὬ

Ὤ
 Ȣ 

 

Integraljenjem prethodne jednakosti i vraćanjem smene dobijamo: 
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ÌÎρ Ὤ ÌÎ
Ὤ

ὧ
ȟ 

tj.  

 

ρ Ὤᴂ
Ὤ

ὧ
Ȣ 

 

Ako dobijenu diferencijalnu jednačinu zapišemo u drugom obliku, imamo: 

 

Ὤ
Ὤ

ὧ
ρ ȟ 

odnosno: 

 
ὬȾὧ

ὬȾὧ ρ

ρ

ὧ
 Ȣ 

 

Uvodeći smenu ὴ i integraleći obe strane dobijamo: 

 

ÁÒÃÃÏÓÈ
Ὤ

ὧ

ὺ

ὧ
ὦ Ȣ 

 

Prema tome, rešenje polazne diferencijalne jednačine je: 

 

Ὤὺ ὧÃÏÓÈ
ὺ

ὧ
ὦȢ 

   

 Sada imamo da je ώόȟὺ ὧÃÏÓÈὦÃÏÓόȟὧÃÏÓÈὦÓÉÎόȟὺ, 

čime smo dokazali da je ώ deo katenoida, pa je i Ὢ deo katenoida, a samim tim i 

 Ȣיִ
iii) ‪ᴂ uzima vrednost nula u nekim tačkama, a u nekim ne. Ovaj slučaj je nemoguć. 

Pretpostavimo suprotno. Neka je ‪ᴂὺ πȟ ali ‪ᴂὺ πȟ za ὺ ὺ. Iz slučaja 

ii) imamo da je profilna kriva katemptota za ὺ ὺȟ čiji je nagib dat sa •Ⱦ‪ᴂ. 
Onda ‪ᴂὺ π implicira da nagib postaje beskonačan u ὺȢ Ovo je nemoguće 

jer je profilna kriva grafik funkcije ὧέίὬ. 

 ʉ
 

 

 

4.4 Primeri minimalnih povrġi 
 

 

Eneperova minimalna površ ima sledeću parametrizaciju: 

 

ὩὲὲὩὴὩὶόȟὺ ό
ό

σ
όὺȟὺ

ὺ

σ
ὺόȟό ὺ Ȣ 

 

Radi jednostavnijeg zapisa nadalje ćemo ove parametrizacije označiti sa ὪȢ 
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Lako moţemo direktno proveriti da je data površ minimalna tj. da ima srednju krivinu 

jednaku nuli. Računajući dobijamo: 

 

Ὢ ρ ό ὺȟςόὺȟςόȟ 
 

Ὢ ςόὺȟρ ό ὺȟςὺȟ 
 

pa je 

Ὁ ρ ό ὺ Ὃȟ Ὂ πȢ 
 

MeĎutim, ne moramo da računamo vektor normale jer anuliranje srednje krivine već sledi iz 

prethodne računice i činjenice da je  

 

Ὢ ςόȟὺȟρ ὪȢ 

 
 

Katalanova minimalna površ ima parametrizaciju: 

 

ὧὥὸὥὰὥὲὥ όȟὺ ὥό ÓÉÎόÃÏÓÈὺȟρ ÃÏÓόÃÏÓÈὺȟτÓÉÎ
ό

ς
ÓÉÎÈ
ὺ

ς
ȟ 

 

gde je ὥ konstanta. Koeficijenti prve kvadratne forme su:  

 

Ὁ ςὥÃÏÓÈ
ὺ

ς
ÃÏÓό ÃÏÓÈὺ Ὃȟ Ὂ πȢ 

 

Kao i u prethodnom slučaju, iz prethodnih jednakosti i činjenice da je  

 

Ὢ ὥÓÉÎόÃÏÓÈὺȟÃÏÓόÃÏÓÈὺȟÓÉÎ
ό

ς
ÓÉÎÈ
ὺ

ς
Ὢ ȟ 

 

sledi da je srednja krivina Katalanove površi jednaka nuli, pa je ona minimalna površ. 
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Henebergova minimalna površ je zadata: 

 

ὬὩὲὲὩὦὩὶὫόȟὺ ςÓÉÎÈόÃÏÓὺ
ς

σ
ÓÉÎÈσόÃÏÓσὺȟ 

ςÓÉÎÈόÓÉÎὺ
ς

σ
ÓÉÎÈσόÓÉÎσὺȟςÃÏÓÈςόÃÏÓςὺȢ 

 

Koeficijenti prve kvadratne forme su: 

 

Ὁ ψÃÏÓÈό ÃÏÓτὺ ÃÏÓÈτό Ὃȟ Ὂ πȢ 
 

Kako je  

 

Ὢ ςÓÉÎÈόÃÏÓὺ φÓÉÎÈσόÃÏÓσὺȟ 
ςÓÉÎÈόÓÉÎὺ φÓÉÎÈσόÓÉÎσὺȟψÃÏÓÈςόÃÏÓςὺ Ὢ ȟ 

 

sledi da je srednja krivina jednaka nuli pa je Henebergova površ minimalna.  

 

 
 

 

 

Ġerkova minimalna povrġ 

 

Definicija  4.4.1.  Monžova površ je površ ὪȡὟ ᴙ  oblika 

 

Ὢόȟὺ όȟὺȟὬόȟὺ ȟ 
 

gde je Ὗ otvoren podskup od ᴙ  i ὬȡὟ ᴙ diferencijabilna funkcija. 
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Monţova površ je regularna površ jer je matrica Jakobijana ranga ςȡ 
 

ꞌὼ
ρ π
π ρ
   Ὤ   Ὤ

 

 

Lema 4.4.2.  Za Monžovu površ όȟὺ όȟὺ  važi: 

 

Ὁ ρ Ὤȟ Ὂ ὬὬȟ Ὃ ρ Ὤȟ 
 

ὒ
Ὤ

ρ Ὤ Ὤ Ⱦ
 ȟ ὓ

Ὤ

ρ Ὤ Ὤ Ⱦ
 ȟ ὔ

Ὤ

ρ Ὤ Ὤ Ⱦ
 ȟ 

 

ὑ
Ὤ Ὤ Ὤ

ρ Ὤ Ὤ
 ȟ Ὄ

ρ Ὤ Ὤ ςὬὬὬ ρ Ὤ Ὤ

ςρ Ὤ Ὤ Ⱦ
 Ȣ 

 

 

Lema 4.4.3.  Monžova površ όȟὺ όȟὺȟὬόȟὺ  je minimalna ako i samo ako je 

 

ρ Ὤ Ὤ ςὬὬὬ ρ Ὤ Ὤ πȢ 
 

Dokaz.  Sledi neposredno iz prethodne leme. 

 

 

Teorema 4.4.4.  Neka je data Monžova površ ὪȡὟ יִ  sa Ὤόȟὺ άό ὲὺ. Ako je 

יִ  minimalna površ onda je ִי  deo ravni ili postoje konstante ὥȟὧȟὧȟὧȟὧȟ gde je ὥ πȟ 
takve da: 

άό
ρ

ὥ
ὰέὫὧέίὥό ὧ ὧ 

 

ὲὺ   
ρ

ὥ
ὰέὫὧέίὥό ὧ ὧ Ȣ 

Dokaz. 

Pošto je Ὤόȟὺ άό ὲὺ, imamo: 

 

Ὤ ά όȟ Ὤ πȟ Ὤ ὲ ὺȢ 
 

Zamenom u jednačinu iz prethodne leme dobijamo: 

 
ά ό

ρ άᴂό

ὲ ὺ

ρ ὲᴂὺ
 Ȣ 

 

Kako su ό i ὺ nezavisne promenljive, zaključujemo da obe strane prethodne jednakosti 

moraju biti jednake nekoj konstanti ὥ. Ako je ὥ π onda i ά i ὲ moraju biti linearne, pa je 

יִ  deo ravni. U suprotnom, dve diferencijalne jednačine: 

 
ά ό

ρ άᴂό
ὥ

ὲ ὺ

ρ ὲᴂὺ
  

 

su rešive integraljenjem dva puta. Sledi traţeno.                                                                        ʉ
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Kao što je i predloţeno u prethodnoj teoremi, definišemo Šerkovu površ: 

 

ίὧὬὩὶὯὥ όȟὺ όȟὺȟ
ρ

ὥ
ÌÏÇ
ÃÏÓὥὺ

ÃÏÓὥό
Ȣ 

 

Da bi izlaganje bilo prostije, bez gubljenja opštosti pretpostavljamo da je ὥ ρȢ Tada je 

Šerkova površ dobro definisana na skupu: 

 

Ὑ όȟὺ ȿ ÃÏÓόÃÏÓὺ πȢ 
 

Ovde Ὑ moţemo zamisliti kao uniju crnih kvadrata na beskonačnoj šahovskoj tabli. Da bismo 

potvrdili ovo, stavimo da je kvadrat: 

 

ὗάȟὲ ὼȟώ   ά“
“

ς
ὼ ά“

“

ς
ȟὲ“

“

ς
ώ ὲ“

“

ς
Ȣ 

 

 

Obojimo kvadrate ὗάȟὲ crno ako je ά ὲ paran broj, a belo ako je ά ὲ neparan broj.  

 

 

 

Tada je: 

 

Ὑ ὗάȟὲ ȿ άȟὲᶰᴚȟά ὲ ςὯȢ 

 

Znači, Šerkova površ je definisana u crnim kvadratima na beskonačnoj šahovskoj tabli. Lako 

je videti da je za ὥ ρ,  
ὼόȟὺ ὼό ςά“ȟὺ ςὲ“Ȣ 
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Zakljuļak 
 

 

 

U uvodnom delu dali smo kratak pregled bitnih pojmova i tvrĎenja iz teorije krivih i 

površi koji su potrebni za dalji rad, kao npr. definicija krive, površi, tangentnog prostora, 

prva, druga i treća fundamentalna forma, krivine površi itd.  

 

Praktični problemi u mnogim oblastima doveli su do otkrića raznih klasa minimalnih, 

rotacionih i pravolinijskih površi. U ovom radu su izučavane neke osobine datih površi, za 

neke od njih računate su prva i druga fundamentalna forma, Gausova i srednja krivina. Svi 

primeri su parametarski definisani i ilustrovani u Mathematici.  

 

Posmatrali smo podklase pravolinijskih površi kao što su: tangentna razvojna površ, 

uopštena cilindrična i uopštena konusna površ i izveli obrasce koje bi trebalo da 

zadovoljavaju da bi bile regularne. Uveli smo još jednu klasu pravolinijskih površi, a to su 

necilindrične pravolinijske površi i pokazali jedan specijalan oblik njihove reparametrizacije 

pomoću strikcione krive. Kod rotacionih površi smo uveli specijalne krive na povši koje smo 

nazvali glavne krive. Pokazali smo i da su meridijani i paralele takav oblik krivih. Dali smo 

definiciju minimalne površi kao regularne parametrizovane površi čija je srednja krivina 

jednaka nuli u svakoj tački površi. TakoĎe, opisali smo motivaciju za uvoĎenje ovakvih klasa 

površi, kratak istorijski razvoj pojma minimalne površi i objasnili šta on danas predstavlja. 

Definisali smo pojam normalne varijacije površi u ţelji da pokaţemo da se definicija 

minimalne površi poklapa s vise intuitivnim značenjem reči “minimalna”, odnosno da je ona  

površ najmanje površine iz familije površi koje imaju isti rub. 
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