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Predgovor

Ovaj master rad ima za cilj da predstavi veliki broj ideja koje ¢e
biti od pomoc¢i onima koji se susre¢u sa zadacima, za Cije je reSavanje
potrebno detaljnije poznavanje osobina brojeva i njihovih medusobnih
odnosa.

Master rad je pre svega namenjen nadarenim ucenicima srednjih
Skola koji se pripremaju za takmicenja. Medutim, rad sadrzi osnovne
pojmove, tvrdenja i jednostavnije primere, tako da mogu da ga koriste
matematicari koji se prvi put sre¢u sa teorijom brojeva. Takode, rad
sadrzi 1 slozenije zadatke koji mogu da posluze kao dobar materijal za
pripremu ucenika za takmicenja.

Sadrzaj master rada podeljen je u Sest poglavlja. Prvo poglavlje
sadrzi osnovne osobine iz teorije deljivosti celih brojeva. U drugom
poglavlju obradeni su prosti brojevi kao i1 teoreme i metode za njihovo
dobijanje. U tre¢em poglavlju definisana je relacija kongruencije brojeva
1 njene osnovne osobine. U cetvrtom poglavlju odredene su klase i
sistemi ostataka po datom modulu. U ovom poglavlju precizno su
definisani potpun i redukovan sistem ostataka i njihove osobine. Peto
poglavlje sadrzi Ojlerovu funkciju, Ojlerovu teoremu, Malu Fermaovu
teoremu 1 Vilsonovu teoremu i njihove primene u reSavanju zadataka.
Sesto poglavlje obraduje kongruencije sa jednom nepoznatom, kao $to su
linearne kongruencije, sistemi linearnih kongruencija, kao i kongruncije
viSeg reda po prostom i slozenom modulu. Smatram da bi kongruencije
viseg reda po sloZzenom modulu mogle biti tema za dalje proucavanje.

Ovom prilikom Zelim da se zahvalim svim mojim profesorima na
pomodi u sticanju znanja tokom osnovnih, a potom i master studija.
Posebno bih Zeleo da se zahvalim svom mentoru dr Sinis$i Crvenkovi€.
Takode se zahvaljujem profesorima dr Zagorki Lazanov-Crvenkovi¢ i dr
Ljlji Gaji¢, koje su pristale da budu ¢lanovi komisije u oceni moga rada.

Novi Sad, 11.07.2011.
Autor
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1 Deljivost celih brojeva

1.1 Osnovne osobine

Definicija 1.1 Neka su a i b celi brojevi. Ako postoji ceo broj m
takav da je b = ma, tada kazZemo da je a delitelj ili faktor broja b i
da je b sadriilac ili visSekratnik broja a. To zapisujemo ovako a | b.
Na primer: 3|9, 6|30, 5]0.

Ako a| b, ociglednojei al(-b), (-a)|b 1 (-a) | (-b). Zato se, pri
proucavanju deljivosti, najées¢e ogranicavamo na nenegativne cele
brojeve.

Definicija 1.2 Broj a nazivamo pravi delitelj od b, akoje a|b i
a#+b.

U sledecoj teoremi date su neke od najvaznijih osobina relacije deljivosti.

Teorema 1.1 Neka su a, b, c proizvoljni nenegativni celi brojevi.
Tada vazi:

a) akoje a|b i b|c, tadaje alc;
b) akoje a|b i b # 0, tadaje 0 < a < b;

b) akoje a|b i a|c, tadaje, za proizvoljne cele brojeve x i y,
al|(x + cy);

d)ako a|b i b|a, tadaje a = b.

Dokaz. a) Akoje a|b 1 b|c, tada postoje celi brojevi m 1 n
takvidaje b= ma 1 ¢ =nb. Tadaje, ¢ =nma, akakoje mn ceo
broj, sledida je a|c.

b) Ako je a | b, tada postoji nenegativan ceo broj m takav da je
b =ma. Kakoje b> 0, tadasui a i m pozitivni brojevi, tj. / < a i

I < m. Sledidaje

b=am > al=a > 0.



c) Akoje a|b i a|c, tadapostoje celi brojevi m i n takvida je
b=ma 1 ¢ =na. Dakle,

bx + cy = max + nay = a (mx + ny).
Kako je mx + ny ceo broj, toje al (bx + cy).

d) Pretpostavimo daje a|b i b|a. Akoje b =10, tadajei a = 0.
Ako b > 0 tadaiz (b) sledi a=b. =

Posledica 1.1 a) Ako su a, b, ¢ proizvoljni nenegativni celi
brojevitakvidaje a|b i a|c, tadaje a|(b+c) i a|(b-c).

b) Ako su u jednakosti
a+ta+ ... + a,=by+b,+ .. +bs,
svi sabirci izuzev jednoga deljivi sa c, tada je i taj jedan deljiv sa c.

U teoriji brojeva vaznu ulogu ima slede¢a teorema jedinstvenosti o
deljenju sa ostatkom.

Teorema 1.2 (Algoritam deljivosti) Neka su a i b nenegativni
celi brojevi i b # 0. Tada su jednoznacno odredeni nenegativni celi
brojevi q i r, takvida je

a = bq +r, 0<r<b.

Dokaz. Zaista, takav jedan nacin predstavljanja broja a dobija se
ako uzmemo da je bg najveci sadrzilac broja b koji nije veci od a.
Pretpostavimo da postoji jo$ jedan nacin za predstavljanje broja a.

azbq1+7”1, OST'1< b.
Tadaje 0=b(q - q;) + r - 1y, odaklesledidaje b|(r - r). m

Posledica 1.1 a Kakoje |[r - ry| < b, sledidaje r - , =0, tj.
r=r;. Kakoje b # 0, sledidajei g = q;.



Broj ¢ naziva se koli¢nik, a broj » ostatak pri deljenju a sa b.
Algoritam deljenja se koristi u klasifikaciji brojeva. Na primer za b = 2,
akoje r=1 (a=2q + 1) tada kazemo da je a neparan broj, a ako je
r=0 (a=2q), tadaje a paran broj. Slicna klasifikacija se uspostavlja
za b = 3, 4, ..

Pozitivan ceo broj p vec¢i od 1 je prost ako su mu jedini pozitivni
delitelji brojevi / 1 p. Za pozitivan ceo broj ve¢i od / koji nije prost,
kazemo da je slozen. Svaki sloZen broj n, ima delitelje razlicite od 1 1in.

1.2 Najveci zajednicki delilac

Definicija 1.3 Neka su a i b nenegativni celi brojevi takvi da je
bar jedan veci od 0. Za broj k kazemo da je zajednicki delitelj brojeva
aib, akoje k|a i k|b.

Definicija 1.4 Najveci pozitivan ceo broj koji je delitelj i od a i od
b, naziva se najveci zajednicki delitelj brojeva a i b. Oznacavamo ga
sa NZD (a, b) ili samo (a, b). On uvek postoji, sto se lako dokazuje,
polazeci od principa dobrog uredenja.

Na primer: NZD (4, 16) = 4, NZD (0, 5) = 5, NZD (30, 50) = 10,
NZD (8, 15) = 1.

Da bismo dokazali da je d = NZD (a, b), treba dokazati tacnost
sledeceg tvrdenja:
(1) d|la 1d|b
(i) ako k|a i k| b, tadaje k|d.

Teorema 1.3 Najveli zajednicki delitelj dva cela broja, od kojih je
bar jedan razlicit od 0, je jedinstven.

Dokaz. Akoje d =NZD (a, b) 1 d'=NZD (a, b), tadaje d|d' i
d'| d, ako primenimo teoremu 1.1 (d) sledidaje d = d". m



Teorema 1.4 Neka su a i b nenegativni celi brojevi, pri cemu je
bar jedan razlicit od nule. Tada je NZD (a, b) jednak najmanjem celom
broju koji se moze izraziti kao linearna funkcija od ai b, tj. NZD (a, b)
je najmanyji pozitivan ceo broj koji se mozZe napisati u obliku ax + by,
gde su x i y celi brojevi.

Dokaz. Neka je S skup svih pozitivnih celih brojeva oblika
ax + by, gdesu x 1 yceli brojevi. S je neprazan, jer sadrZi broj
a’+b°. Zatou S postoji najmaniji element

d=ax;+ by;.

Akoje a =0 ili b =0, tvrdenje vazi. Pretpostavimo daje a # 0 1
b #0, inekasu ¢ i r celi brojevi, takvi da je

a=gqd+r, 0<r<d.

Tada je

r=a-qd = a- qlax; + by;) = a(l - gx;) + b(-qy,).
Dakle, » je linearna funkcijaod a i b. Medutim, » nije u skupu S, jer
je 0 < r<d, ad jenajmanjibrojuS. Zatoje r=0 1 a=qd, tj.d]a.
Na isti nacin dokazuje se da je d | b.

Pretpostavimo da je 1 d' zajednicki delitelj od @ 1 b. Tada je
d'| (ax;+ by;) (Teorema 1.1 (¢)),tj. d'|d. Prematome d = NZD (a, b).
[

Ocigledno je NZD (a, a) = NZD (0, a) = a, za a > (. Zarazli¢ite
pozitivne brojeve a 1 b, algoritam za odredivanje njihovog najveceg
zajedniC¢kog delitelja zasniva se na algoritmu delenja. To je poznati
Euklidov algoritam koji se sastoji u slede¢em.



Neka su a 1 b pozitivni celi brojevi, a > b. Tada prema
algoritmu delenja, jednoznacno su odredeni brojevi ¢; 1 7;,
1 <i<k+ I, takvidaje

a = qb + r, 0 < r; <b;

b = qur; + 1 0 <r<rpy

ry = qsr> tors, 0 < r3<ry

T3 = Qieilh-2 T Tiel, 0 < ¥pg < re2;

T2 = Qik1 + T 0 < re < rey;

Tl = Qrrire + 0 (rev1 = 0).

Niz 75, 73 73,..., "1, rx je opadajuéi niz prirodnih brojeva manjih od

b, S§to znaci da se gore opisani postupak mora zavrsiti posle kona¢nog
broja koraka.

Teorema 1.5 NZD (a, b) = ry gdeje ry poslednji pozitivan ostatak
dobijen primenom Euklidovog algoritma na prirodne brojeve
aib a>b.

Dokaz. Dokazimo da vaze sledeca dva tvrdenja:
() rela 1 re| b
(i)akoje d|a i d| b, tadaje d|r.

Iz Euklidovog algoritma dobijamo da je ;| rx;. Na osnovu toga i
poslednje jednakosti, zakljuCujemo da je 7 | 2. Nastavljajuéi taj
postupak dobije se da je x| re3 7| ¥ks..., Fx| b, aonda iz prve
jednakosti sledi da je 74| a. Dakle uslov (i) je zadovoljen.

Neka je d prirodan broj takav daje d|a 1 d|b. Tada iz prve
jednakosti Euklidovog algoritma dobijamo da je d | r;, iz druge da je
d | rs,..., 1konacno iz pretposlednje da je d | 7. Time je dokazano da
vazi (i1). Dakle, r, = NZD (a, b). m



Primer 1.1 Odredi¢cemo NZD (936, 588). Po Euklidovom
algoritmu imamo

936 = 1-588 + 348
588 = 1-348 + 240
348 = 1-240+ 108
240 = 2-108 + 24
108 = 4-24+ 12
24 = 2-12.

Dakle, NZD (936, 588) = 12. A

Definicija 1.5 Neka su a;, ay, ..., a, nenegativni celi brojevi, pri
cemu je bar jedan razlicit od 0. Najveci pozitivan ceo broj d, koji je
delitelj svih tih brojeva se naziva najveci zajednicki delitelj za brojeve
aj a,..., ap,, aobelezavamo ga sa NZD (a;, az,..., a,). Na primer,

NZD (21, 12, 30) = 3.

Da bismo dokazali da je NZD (a;, a,,..., a,) dovoljno je dokazati:
(i) dla, zai =12,..., n
(ii) ako je rla;, za i = 1, 2, ..., n tadaje r|d.

Teorema 1.6 Ako su ay, a, ..., a, pozitivni celi brojevi, n > 3,
tada je NZD (a;, ay, ..., a,) = NZD (NZD (a;, a, ..., a,.), an).
Dokaz. Nekaje d =NZD (a;, a;, ..., a,) 1
d' = NZD (NZD (a,, ay, ..., an_1), ay). Kako je d|a;, za i =1, 2, ..., n,
dobijamo da je d | NZD (a4, as,..., a,_1) 1 d|a, Dakle, d|d' Sli¢no,
iz d'"| NZD (a4, a,,..., ay_1) 1 d'|a, sledi d'|a;, za i=1,2, ..., n, pa
dobijamo da je d'|d. Prematome, d=d'. =

Jasno daje NZD (a4, a,,..., ay, 0, 0, ..., 0) = NZD (a4,a,, ..., a,).

Na osnovu Teoreme 1.6, zakljucujemo da se viSestrukom primenom
Euklidovog algoritma moze dobiti najvec¢i zajednicki delitelj vise celih
brojeva.

Definicija 1.6 Cele brojeve a i b, od kojih je bar jedan razlicit od
nule, nazivamo uzajamno prostim ako je NZD (a, b) = 1. Na primer
brojevi 14 i 25 su uzajamno prosti.



Definicija 1.7 Neka su a,;, a, ..., a, celi brojevi, pri cemu je bar
Jjedan razlicit od nule. Ako je NZD (a;, aj) = 1, za
1 <i <j < n, tada su brojevi a,, a,, ..., a, po parovima uzajamno
prosti. Ako je NZD (a4, a,,..., a,) = 1, tada su brojevi
aq, ay,..., A, UZajamno prosti.

Primer 1.2 Brojevi 6, 10 i 15 suuzajamno prosti, a nisu po
parovima uzajamno prosti. Brojevi /8, 25 i 77 su po parovima
uzajamno prosti. A

Definicija 1.7 Najmanji pozitivan ceo broj m koji je zajednicki
sadrzilac brojeva a i b naziva se najmanji zajednicki sadrZilac
brojeva a i b iobelezavamo ga sa NZS (a, b). Jasno je da je

NZS (a, b) = NZS (-a, b) = NZS (a, -b) = NZS(-a, -b) .

Preciznije, m = NZS (a, b) ako vazi:
(i) a|lm, b|m;
(ii) akoje alk i b|k tadaje m|k.

Slicno kao za najveci delitelj, definise se najmanji zajednicki sadrzilac
brojeva ajay,...,a, u oznaci NZS (a;ay,...,a,) kao najmanji pozitivan
broj koji je sadrzZilac svakog od brojeva ajy, a, ..., a,,

1.3 Osnovna teorema aritmetike

U ovom odeljku dokaza¢emo da se svaki ceo broj moze predstaviti u
obliku proizvoda prostih faktora i1 da je takvo predstavljanje jedinstveno
do na poredak faktora.

Teorema 1.7 Ako je n ceo broj ve¢i od 1, onda je n proizvod
prostih faktora.

Dokaz. Ako je n prost broj, tvrdenje ocigledno vazi. Pretpostavimo
da tvrdenje vazi za svaki slozen broj manji od n. Ako je n slozen broj,
tada postoji ceo broj d takavdaje I < d < n i d|n. Oznacimo sa m
najmanji takav broj. Broj m ne moZze biti slozZen, jer bi u tom slucaju
postojao ceo broj k, takavdaje /I <k<m 1 k|m,Sto povlaci da je k| n.



To je, medutim, u kontradikciji sa pretpostavkom da je m najmanji ceo
broj ve¢i od I koji je delitelj od n. Dakle, m je prost broj. Obelezimo
gasa p;. Sledidaje n =piny, gdeje I <ny <n. Po pretpostavci
indukcije broj n; se moze predstaviti u obliku prostih faktora, prema
toma, onda mozei n. m

GrupiSuci jednake preostale faktore broja n, zakljucujemo da se svaki
ceo broj ve¢i od / moze predstaviti u obliku

(1) n=II p",

gdeje ;i< p1 < ... <pr i a;>0,zai=12..k.

Definicija 1.9 Predstavijanje broja n u obliku (1) nazivamo
kanonski oblik broja n.

Teorema 1.8 (Osnovna teorema aritmetike) Svaki ceo broj veéi od
1 ima jedinstven kanonski oblik.

Dokaz. Kanonsko predstavljanje postoji na osnovu Teoreme 1.7.
Preostaje da dokazemo da je to predstavljanje jedinstveno.

Pretpostavimo da postoji pozitivan slozen broj ve¢i od / koji se moze na
dva razli¢ita nac¢ina predstaviti u kanonskom obliku. Neka je n najmanji
takav broj sa predstavljanjima

n = pp>...pr = 4142 ... dm.

Ne postoji prost broj p koji se pojavljuje u obe kanonske reprezentacije
broja n, jer bi u tom slucajuibrojn = g , koji je manji od n, imao dve

razli¢ite kanonske reprezentacije, $to je u kontradikciji sa pretpostavkom
o minimalnosti broja .

Mozemo da pretpostavimo da je

P1=P2= - = P, 91 < @25 ... < Q.



Za proste faktore p; 1 qq vazi p; # qi, pa mozemo uzeti p; < q.
Neka je N =piq, ... gn. Kakoje pi| N i p;|n, sledidaje p,| (n-N),
gdeje n-N =(q; - p1) qz " qm > 1. Sledidase broj n - N moze
napisati u obliku

n- N = pltl th’

gde su t; prosti brojevi za i =1,2,..,h. Sa druge strane, ako je

q1— p1>1, ondase q; — p; moze napisati kao proizvod prostih
faktora, na primer q; — p;= 11Ty 75, pa dobijamo, na drugi nacin,
u obliku proizvoda prostih faktora:

n - N = Tl TZ ...quz vee dm-

Ova poslednja faktorizacija ne sadrzi prost faktor p;. Znamo da je

P1# qi, za i = 1,2,..., m; sadruge strane p; # v, za j=1,2,..,5,
jer p; nije delitelj od q; — p,. Dakle, broj » - N ima dve razlicite
faktorizacije, jer samo jedna od njih sadrzi prost faktor p;. To vaziiu
slucaju kada je q; —p; = 1. Medutim, /< n - N < n §tojeu
kontradikciji sa pretpostavkom o minimalnosti broja n da ne postoji ceo
broj ve¢i od 1, koji se moze predstaviti na dva nacina u kanonskom
obliku. m

Teorema 1.9 Neka su brojevi m i n dati u kanonskom obliku

k k
ne[lr o[l
i=1 i=1
Tada m|n akoisamoakoje 0 < o; < fizai =1, 2, ..., k

Dokaz. Sledi na osnovutoga Stoje n = md gde je

pricemuje J;, = f;- o. m



Posledica 1.9 Ako je

Tada je
NZD(m,n) = [T, p™™ (@iBi) NZS(m,n) = [T, p™* (@iBy)

=1V =1t :

1.4 Linearna Diofantova jednacina

Definicija 1.10 Akosu a, b, ¢ celi brojevii ab # 0 linearna
jednacina oblika

ax + by = ¢,

pri ¢emu su vrednosti x i y iz skupa celih brojeva, naziva se linearna
Diofantova jednacina.

Definicija 1.11 Polinomna jednac¢ina po promenljivim x, y, z, ... sa
celobrojnim koeficijentima naziva se Diofantova jednacina  ako
promenljive uzimaju vrednost iz skupa celih brojeva.

Teorema 1.10 Linearna Diofantova jednacina

ax + by = ¢

ima reSenje ako i samo ako je d | ¢, gdeje d = NZD (a, b).

Dokaz. Nekaje d = NZD (a, b). Pretpostavimo da je (xq,yo)
reSenje jedacine. Tada je

ax, + by, = c.

Kako d|a 1 d|b, ondajei d|c.

10



Obratno, pretpostavimo da je d | c. Tada postoji ceo broj & takav da je
¢ = kd. S druge strane d se moze predstaviti kao linearna funkcija od
a 1 b, tj.postoje celi brojevi x’1 y’ takvi da je

ax’ + by’ = d.
Mnoze¢i poslednju jednakost sa &, dobijamo

akx’ + bky = dk,
odnosno

a(kx) + b(ky) = c

Dakle, dobijeno je jedno reSenje (xo,y) = (kx, ky ) Diofantove
jednaCine ax + by =c. m

Primer 1.3 Diofantova jednaCina 28x + 70y = 39 nema reSenja,
jerje 14 = NZD (28, 70), a 14 nije delitelj broja 39. A

Primer 1.4 Linearna Diofantova jednacina
I3x +32y =5

ima reSenje. Ovde je a = 32, b = 13 koriste¢i Euklidov algoritam
dobijamo

32=2-13+6
13=2-6+1
6=6"1

Brojevi 32 1 I3 suuzajamno prosti, pa broj / moZemo predstaviti kao
linearnu funkciju brojeva 32 1 13:

1=13+(-2)6=(513+(2) 32
Konac¢no dobijamo da je
13 (25) + 32 (-10) = 5.

Dakle, jedno resenje linearne Diofantove jednadine /3x + 32y =35 je

11



(25, -10). Lako se proverava da su resenja i
x=25+32t, y= -10 - 13t
gde je ¢ ceo broj. A
Teorema 1.11 Akoje d = NZD (a, b),d|c i (x9yy) jedno

resenje Diofantove jednacine ax + by = ¢, tada su sva reSenja (x, y)
data formulama

X = X+ gt 1 Y= Yo—
gde je t proizvoljan ceo broj.

Dokaz. Akoje (xpyg) reSenje Diofantove jednaline ax + by =
¢, tada zamenom dobijamo:

b a
a<x0+ at)+b(y0— Et): axy + by, = c.

Neka je (x, y) proizvoljno reSenje jednacine ax + by = c¢. Tada
dobijamo

ax + by = axy, + by,,
ax —axy = by, - by,
a(x — x0) = b (yo— ),
S x—x)= 2 0= )
Kakoje d = NZD (a, b), dobijamo daje NZD (%,2) =1.
Dakle,

b .
“le-x) i 00— »)
odakle je
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b .
x—x0=5t 1 yo_yz

Qle

gde je ¢ ceo broj. Konacno dobijamo da je
x=x0+gt 1 y=y0+gt.l
Primer 1.5 Linearna Diofantova jedna¢ina 27x + 59y = 20 ima

reSenje, jerje 1 = NZD (27,59), a 1 je delitelj broja 20. Ovde je
a = 58,b = 27, koriste¢i Euklidov algoritam dobijamo

59=2-27+5
27=5-5+2
5=2-2+1

Brojevi 27 1 59 suuzajamno prosti, pa broj 1 mozemo predstaviti kao
linearnu funkciju borjeva 27 i 59.

1=5-2-2=5-2(27-5-5)=11-5—-2-27
=11(59—2-27)— 2-27 =11-59 — 24 27.

Konaéno dobijamo da je (—480)27 + 220 -59 = 20.

Dakle, jedno resenje linearne Diofantove jednacine 27x + 59y = 20 je
(—480, 220). Lako se proverava da sureSenjai x = —480 + 59¢,

y =220 — 27t, gdeje t ceo broj. Moze se izabrati I manje (po
apsolutnoj vrednosti) pocetno resenje. Na primer, za t = 8 se dobija

x; = =8, y; = 4, pajeopsStereSenje x = —8 +59%u, y =4 — 27u,
u€ez. A
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2 Prosti brojevi

2.1 Eratostenovo sito

Problem dobijanja potpune liste prostih brojeva manjih od datog broja n,
privlacio je paznju matematicara vekovima. Jedan postupak za nalazenje
prostih brojeva do datog broja n, je otkrice starogrckog matematicara
Eratostena. Pre nego $to opiSemo njegov algoritam, dokaza¢emo sledecu
teoremu.

Teorema 2.1 Pozitivan ceo broj n je sloZen ako i samo ako ima
prost faktor p, takav daje p < \/5

Dokaz. Ako n ima prost faktor p <+/n, tada je n, ocigledno,
slozen broj.

Obratno, ako je p najmanji prost faktor slozenog broja n, tada je
n = pm, za neki ceo broj m ipritomeje m> p. Sledidaje p<vn. m

Na ovome kriterijumu se 1 zasniva Eratostenov algoritam, poznati
pod nazivom Eratostenovo sito, po Eratostenu koji ga je prvi primenio u
3. veku pre nove ere.

Eratostenov algoritam sastoji se od sledecih koraka:

1. Ispisati u niz sve prirodne brojeve od 2 do n.

2. Uociti u nizu prvi broj koji nije ni podvucen ni precrtan i podvuci ga, a
zatim precrtati sve njegove sadrzioce u nizu.

3. Ako su svi brojevi u nizu oznaceni (podvuceni ili precrtani) postupak je
zavrSen, u protivnom, primeniti korak 2.

Po zavrSetku postupka dobijamo sve proste brojeve ne ve¢e od n. To su
podvuceni brojevi.
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2.2 Beskonacnost skupa prostih
brojeva

Veliki broj matemati¢ara bezuspesno je pokuSavao da nade opstu
formulu za proste brojeve, tj. funkciju f(n) ¢cije bi vrednosti, za sve
nenegativne cele brojeve bile prosti brojevi. Interesantna je funkcija f(n)
= n’-79n+1601 kojaza 0 < n < 79 daje proste brojeve, ali za
n =80 je f(80)=80°- 7980+ 1601 = 1681 = 41°.

U ovom poglavlju interesantno je pomenuti Fermaovu pogresnu hipotezu
o prostim brojevima. On je izu¢avao brojeve oblika f, = 22" + 1, gde
je n proizvoljan ceo nenegativan broj, koji su po njemu dobili naziv
Fermaovi brojevi. To subrojevi: fy =3, f1 =95, fo=17, f;= 257,
fs = 65537 koji su prosti, a broj f5 = 4294967297 = 641 - 6700417
je slozen.

Sto se tice Fermaovih brojeva, nezavisno da li su prosti ili sloZeni,
pokazali su da imaju interesantna svojstva. Sledeca teorema otkriva nam

jedno takvo svojstvo.

Teorema 2.2 Svaka dva razlicita Fermaova broja su uzajamno
prosta.

Dokaz. Neka su f, 1 f,+, k > 0 dva razlic¢ita Fermaova broja.
Pretpostavimo da je m ceo pozitivan broj, takavdaje m |f, 1 m | fys.
Nekaje x = 22", tadaje

k n, -k n.ok n+k
= @ = 22 = 2 s f -1

Ako posmatramo koli¢nik

fare—2 _ x* -1
fn ox+ 1

k_ k _
= x¥" 1 —x"2+ .- 1

zakljucujemo da f, | (f,+x -2 ). Sledida m | (f+x- 2). Kakojei
m | fark, toje m| 2. Fermaovi brojevi su neparni, paje m = [, odakle
sledida je NZD (fi+k, fiy = 1. m
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Napomenimo joS§ da do danas nije pronaden nijedan prost Fermaov broj
vedi od 1.

Pitanje da li je neki Fermaov broj prost ili sloZen povezano je problemom
konstrukcije pravilnih mnogouglova pomocu lenjira i Sestara.

Gausova teorema: Pravilan mnogougao sa n stranica moze se
konstruisati Sestarom i lenjirom ako i samo ako je n prirodan broj
oblika n = 2’pip,. ..., px, gdeje s nenegativan ceo broj, a pip,, ..., Pk
razliciti Fermaovi prosti brojevi (k > 0) ili je n = 25, gdeje s ceo
broj veci od 1.

Teorema 2.3 Broj prostih brojeva je beskonacan.

Dokaz. Pretpostavimo da je broj prostih brojeva konacan i neka su
pLp2-...pn  SVI prosti brojevi, pri ¢emu je p, najveci od njih.
Posmatrajmo broj

q = pip2...pn + 1

Broj ¢ nije deljiv ni sa jednim od prostih brojeva pj, pa, ..., pn, jer pri
deljenju sa svakim od njih daje ostatak 1. Kakojeg > I, sledidaje ¢
prost broj ve¢i od p,, najveci prost broj. Dakle, broj prostih brojeva ne
moze biti konacan. m

U teoriji brojeva ima jo§ dosta poznatih stavova od kojih ¢emo navesti
neke bez dokaza.

Svaki prost broj ve¢i od 2 je neparan. Svi neparni brojevi se mogu
podeliti u dve klase oblika 4k—1 1 4k +1. Svaka od ovih klasa sadrzi
beskona¢no mnogo prostih brojeva.

Svaki paran broj ve¢i od dva moze se predstaviti u obliku zbira dva

prosta broja. Svaki neparan broj ve¢i od 7 moze se predstaviti kao zbir
3 neparna prosta broja.
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2.3 Mersenovi brojevi

Stari Grei su poznavali 4 prosta broja oblika M, =2" -1, p prost
broj i to su:

M, =2 -1 =3,
M; =2 -1=7
Ms; =2 -1 =3l
M, =2 -1=127

U srednjem veku otkriven je jo$ jedan prost broj oblika 2 - 1, ato je
M =27 -1 = 8191

U XVII veku brojeve oblika 2° - [, gde je p prost broj, po¢inje
izucCavati francuski matematiCar Marin Mersen (1588 - 1648). Ti
brojevi su po njemu dobili ime Mersenovi brojevi. Ako je broj
M, = 2" - I prost broj, onda se on naziva Mersenov prost broj.

Do 1996. godine bila su poznata 34 Mersenova prosta broja, a 34.
prost Mersenov broj bio je Mjss577s7 , sa 378632 cifre. Do danas je
poznato 47 prostih Mersenovih brojeva, a najveci je Myz112600 , koji
ima 12978189 cifara.

Mersenovi prosti brojevi, kao i prosti brojevi oblika 2 + [ su od
velikog znacCaja za druge oblasti matematike.

Sledeca teorema daje jedan potreban, ali ne i dovoljan uslov da bi broj
oblika 2" - I bio prost.

Teorema 2.4 Ako je n prirodan broji 2" - 1 prost broj, tada je i
n prost broj.

Dokaz. Dokazatemo ekvivalentno tvrdenje, tj. da je 2" - I slozen
broj ako je n slozen broj. Nekaje n = rs,» > I, s > [. Tadaje

2" —1=2"— 1

— (Zr)s -1
= Q2" - D@D+ 25?2+ ..+ 1). =
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3 Kongruencije brojeva

3.1 Definicija relacije kongruencije

Osnovni pojam od koga polazimo je kongruencija, koja je u tesnoj
vezi sa pojmom deljivosti u skupu celih brojeva.

Definicija 3.1 Neka su a, b i m # 0 celi brojevi. Broj a je
kongruentan broju b s obzirom na modul m, ako m|a - b.

Ova cinjenica se obelezava sa
a = b (modm) ili a =,b.
i Cita se ,,a je kongruentno b po modulum".

Ako a - b nije deljivo sa m, tadaje a nekongruentno sa b po
modulu m, i to zapisujemo

a = b (modm).
Na primer:

1. 29

5 (mod8) jerje 8|29 - 5;

2. 17

-9 (mod 13) jerje 13|17 - (-9);
3. -2 % 15 (mod 3) jerje 34 (-2 - 15).

Prema definiciji 1.1 relacija a = b (mod m) oznacava da mla - b,
Sto znaci da postoji ceo broj t takavdaje a - b = mt, odnosno

a=>b + mt

Na osnovu prethodnog izlaganja, relaciju kongruencije mozemo
definisati na sledeci nacin:
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Definicija 3.2 Broj a je kongruentan broju b po modulu m ako
postoji ceo broj ttakavdaje a = b + mt, t=0, 1, £2, ...

Teorema 3.1 Brojevi a i b imaju iste ostatke pri deljenju sa m,
tada i samo tada kada je a = b (mod m).

Dokaz. Akoje a = b (mod m), tada postoji ceo broj ¢ takav da je
a=b+mt Za b i m+ 0 postoje jednoznacno odredeni celi brojevi ¢
i rtakvidaje b = mg +r, 0 <r < |m|, gdeje r ostatak dobijen
pri deljenju b sa m. Odavdesledidaje a=m @t +q) +r, 0 < r <|m|.
Dakle i broj a ima isti ostatak pri deljenju sa m.

Obratno, neka su a 1 b brojevi koji pri deljenju sa m imaju iste
ostatke. Tada se moZze zapisatidaje a = mg; + r 1 b = mg, + r pri
¢emuje 0 < r < |m|. Odavdesledidaje a - b = m (q; - q,), te je
a = b(modm). m

S obzirom na dokazanu teoremu relaciju kongruencije moZemo
definisati na slede¢i nacin:

Broj a je kongruentan broju » po modulu m ako brojevi a i b imaju
iste ostatke pri deljenjusa m (m # 0).

3.2 Osobine relacije kongruencije
Nekasu a, b 1 m# 0 celi brojevi. Broj m ilideli a - b iline deli, tj.
ili a=b(modm) ili a £ b (mod m).

Relacija kongruencije je refleksivna, tj. za svaki ceo broj a vazi
a = a(modm), jer m|a-a, odnosno m | 0.

Akoje a = b (modm), tada m|a - b. Odavde sledida m |-(b - a),
tojeste m|b-a pa je b=a(modm).

Akoje a=b (modm) 1 b = ¢ (modm), tada postoje celi brojevi p i
g takvida je
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a=b+mp 1 b =c+mg.

Ako saberemo ove dve jednakosti dobajemo a - ¢ = (p + q) m tj.
a =c (mod m).

Na osnovu ovoga zakljucujemo da je relacija kongruencije tranzitivna.
Dobijeni rezultati mogu se rezimirati slede¢im tvrdenjem.

Teorema 3.2  Relacija kongruencije po modulu je relacija
ekvivalencije.

Sada moZemo dokazati jos neke osobine relacije kongruencije.

Teorema 3.3 Neka su a, b, c, d i m# 0 celi brojevi. Ako je

a=bmodm) i ¢ =d(modm) tada je a+c=b+d (modm) i
a-c =b-d (modm).

Dokaz. S obzirom na definiciju relacije kongruencije, postoje celi
brojevi u i v takvidaje a=5b+mu, c=d+ mv.
Sabiranjem, odnosno oduzimanjem prethodne dve jednacine, dobijamo:
at+c=b+d+m@u+v) i a-c=b-d+ m@u-v),
atoje
a+c=b+dmodm)i a-c=0>b-dmodm. m

Prethodno tvrdenje moZze se uopstiti.

Teorema 3.4 Ako su a;, a, ..., a,, by, by ..., b, i m # 0 celi
brojevi tada iz relacije

a; = by, a; = by, ...,a, = b, (modm)

sledi
a +a + .. +a, =b, + b, + .. + b, (modm).
Dokaz. U dokazu ove teoreme koristi¢emo teoremu 3.3 1 princip

matemati¢ke indukcije. Tvrdenje je tacno za n = 2 jer na osnovu
prethodne teoreme i relacije
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a; = by (modm) i a,= b, (modm)

sledi

a; + a b; + by (mod m).
Neka je tvrdenje ta¢no za n - I, dokazimo da vaziiza n.

Ako je tvrdenje taCno za n - [ sledidaiz

aj = by, a; = by, ..., a,; = b,y (mod m)
vazi
ap +a + ... + a.=b; + by + ... + b, (modm).
Ako je pored toga a, = b, (mod m) iz prethodne dve relacije, na

osnovu prethodne teoreme, sledi da je
a +a + ... +a, =b, + b+ ... + b, (mdm). m

Teorema 3.5 Akosu a, b, c i m # 0 celi brojevi, tada iz relacije

a = b (modm)
sledi
ac = bc (modm),
a takode i
ac = bc (mod mc).

Dokaz. 1z relacije a = b (mod m) sledida m|a - b. Odavde
proizilazida m | (a - b)c, tj. m|ac - bc to je ac = bc (modm) §to
je itrebalo dokazati.

Iz m|a - b takode je mc | ac - bc, a odavde sledi da je
ac = bc (mod mc). m

Posledica. Akoje a = b (modm) tadaje -a = -b (mod m).
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Teorema 3.6 Za cele brojeve a, b, c,d i m # 0 iz relacije
a =b (modm) i ¢c = d (modm)
sledi
ac = bd (modm) .
Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme vazi
ac = bc (modm) i bc = bd (modm),
a odavde zbog tranzitivnosti relacije kongruencije dobijamo
ac = bd (modm). m

I ovo tvrdenje se moze uopstiti.

Akosu ay, ay, ..., ay, by, by, ..., b, i m # 0 celi brojevi tada iz

a, = by, ay = by, ...,a, = b, (modm)

sledi aja;++a, = b;b; -+b, (mod m).
Tvrdenje se moze dokazati matemati¢kom indukcijom.

Kao neposredna posledica ovog tvrdenja dobija se da iz

a = b (modm)
sledi
a" = b" (modm),

gde je n prirodan broj, poslednja relacija vaziiza n = 0, jer je

1 = 1 (modm).
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Primer 3.1 Koriste¢i prethodna tvrdenja odrediti ostatak koji se
dobija deljenjem broja 3'”’ brojem 13.

Kakoje 3 = 3 (mod 13) dobijase 3’ = 27 (mod 13).

Kako je 27 = 1 (mod 13) takode je 3’ = I (mod 13).
Odavde je (3°)” = 1’ (mod 13), odnosno 3” = I (mod 13).
Akakoje 3”3 = I3 (mod 13) j. 3" = 3 (mod 13).

Postoje 0 < 3 < 13 zakljuCujemo da je 3 ostatak pri deljenju broja
3" brojem 13. A

Teorema 3.7 Ako je
@ =cx + e + L+,

polinom sa celim koeficijentima c;, i =0,1,2,... ,n, tada iz relacije

a = b (modm) sledi
f(@) = f (b) (modm).

Dokaz. 1z a = b (modm), sledi a* = b' (modm), i
c;ab = ¢bt (modm), i =012 ..,n.

Takode, prema tvrdenju 3.4 sledi

coa™ + c;d™ + ...c, = cb" + b+ .+ ¢, (mod m),
.

f(a) = f(b) (modm). m
Teorema 3.8 Ako je a =b (modm) i d|m, tada je
a = b (mod d).

Dokaz. Akoje a = b (modm), tadaje m|b - a. Kako d|m
iz prethodne relacije sledida d|b - a, tj. a = b (modd). m
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Teorema 3.9 Akoje a = b (modm) i ako cla i c|b, tadaje

oS

a _ p m
gde je d = NZD (c, m).

Dokaz. 1z relacije a = b (mod m) sledi m|a - b, aisto tako i

b—a

()

a3
Qla

c

Medutim, zbog NZD(c, m) = d tada je NZD (2, %) = 1.

Prema tome iz relacije (1) sledi da E|ﬂ
d

£,

c
a b m
Ako je NZD(m, c) =1 iz a =b (mod m) sledi

(mod m).

ala
als

Preciznije reCeno, ako je NZD(m, c¢) = 1, tadase iz ca; = cb; (mod m)
dobija a; = b; (mod m).

U slucajuda c¢ | m, tadaje NZD(c, m) =c, pa je % = g (mod %)

Iz prethodnog vidi se da se ,,skra¢ivanje” kod kongruencije ne moze
uvek izvesti.

Primer 3.2 1z relacije 42 = 84 (mod 6) ,skraivanjem™ sa 7
dobija se 6 = 12 (mod 6) Sto je tacno. Medutim, ako bi se izvrSilo
skra¢ivanje sa /4, dobija se rezultat 3 = 6 (mod 6) §to je netacno. Ovo
je posledica Cinjenice da je (14, 6) =2, pajetacnoda 3 =6 (mod 3). A
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Teorema 3.10 Ako je: a = b (mod m;), a = b (mod my), ...,
a=b(modmy) tada je a =b (modM) gde je M = [m;, my, ..., my]
najmanji zajednicki sadrzilac brojeva mj, my, ..., my.

Dokaz. Iz uslova teoreme sledi

mi|la - b, myla - b, ...,mg|a - b,
a odavde

[my, my, ..., mi] |a - b,

t].

a = b (mod M) $tojeitrebalo dokazati. m
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4 Klase ostataka

4.1 Klase ostataka po datom modulu

Definicija 4.1 Skup svih brojeva kongruentnih broju a po modulu
m # 0 naziva se klasa po modulu m. Ovu klasu obelezavacemo sa

A(m)-

Teorema 4.1 Klasa agy predstavija skup brojeva x = a + mt,
t=20 +1=x2..)
Ova cinjenica se moze izraziti i ovako:

am = {..,a - 2ta-taa+ ta+ 2t ..}

Kako je relacija kongruencije po modulu m relacija ekvivalencije,
am) predstavija klasu ekvivalencije, koju nazivamo klasa kongruencije
po modulu m.

Teorema 4.2 Klase agm) = by ako i samo ako je a = b (mod m).

Za svako x € agy vazidaje x =a (modm), atadaje Xum) = am.

Teorema 4.3 Klase ag) i by su ili jednake ili disjunktne.
Uvekvaziili a = b (modm) ili a £ b (mod m).

Teorema 4.4 Dva cela broja imaju isti ostatak pri deljenju sa m,
ako i samo ako pripadaju istoj klasi po modulu m.

Dokaz. Prema teoremi 3.1 dva cela broja @ 1 b imaju iste ostatke
pri deljenju sa m ako 1 samo ako je a = b (mod m). Medutim, ova
relacija vazi ako i samo ako a 1 b pripadaju istoj klasi kongruencije po
modulu m. Dakle brojevi a 1 b imaju iste ostatke pri deljenju sa m
ako 1 samo ako pripadaju istoj klasi. m

Teorema 4.5 Ostatak r, dobijen deljenjem a sa m, je najmanji
nenegativan broj klase agy).

26



Dokaz. Kako je r ostatak dobijen deljenjem a sa m, to je
a =r (mod m), odakle sledi da je r € aum), tj. Fom = am.

Dakle, elementi date klase su u obliku
x=r+mt t=0=+1=+2..

Kakoje m > 0, sledi x rastesa ¢t. Kakoje 0 < r < m, lako se
uocava da se najmanja nenegativna vrednost od x dobijaza ¢ = 0, tj.
najmanji nenegativan element ove klase je . m

Teorema 4.6 Relacija kongruencije po modulu m deli skup celih
brojeva na m disjunktnih klasa po modulu m.

Dokaz. Posto je relacija kongruencije po modulu m relacija
ekvivalencije, skup celih brojeva je njom podeljen na izvestan broj
disjunktnih klasa. Kako ostataka pri deljenju nekog celog broja sa m
ima tatno m, sledi da je broj klasa tacno m: Ou), Lom), ..., (M - 1)y M

Ako je m = 1, tada postoji samo jedna klasa kongruencije po
modulu m, a ta je skup svih celih brojeva.

Definisa¢emo neke operacije sa klasama po modulu m.

Definicija 4.2 Zbir ag + by dve klase ostataka po modulu m
jeklasa (@ + D)oy, 4. apm) + bum = (a + b)w). Ova operacija naziva
se sabiranjem klasa po modulu m.

Na osnovu definicije, proizilazi da je skup klasa po modulu m
zatvoren u odnosu na sabiranje. Lako se dokazuje da skup klasa po
modulu m u odnosu na operaciju sabiranja zadovoljava uslove Abelove

grupe.
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4.2 Klase ostataka relativno proste sa
modulom

Delilac klase agy je svaki broj koji deli sve njene elemente, a
najveci takav broj je najveci delilac ove klase.

Teorema 4.7 Svaki delilac klase agy je i delilac modula m.

Dokaz. Neka je d delilac klase ag). Akoje x € apy tada je 1
X+m €agm pa d|x 1 d|x+ m. lIzprethodnoga sledi da d deli
razliku d| (x +m)-x, tj. d| m §tojeitrebalo dokazati. m

Teorema 4.8 Skup delilaca klase a,, i skup zajednickih delilaca
klase a, i modul m poklapaju se. Najveci delilac klase ag,) je
NZD(x, m), gdeje x proizvoljan element od a .

Dokaz. Svaki zajednicki delilac klase ag,) je, prema prethodnoj
teoremi, takode i delilac modula m. Medutim, svaki zajednicki delilac
klase agy 1 modula m, je delilac 1 klase ag,). Odavde sledi da skup
delilaca klase agn) 1 skup zajedni¢kih delilaca klase ag, 1 modula m
sadrZi iste elemente. Zakljuujemo, najveci delilac klase as, 1 najveci
zajednicki delilac klase a(, imodula m jednakisu. m

Definicija 4.3 Klasa au je relativno prosta sa modulom m ako je
(a, m) = 1.

S obzirom na prethodnu teoremu, klasa ag,) je relativno prosta sa
modulom m ako i samo ako je njen najveci zajednicki delilac 1.
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4.3. Potpun sistem ostataka

Prethodna izlaganja omogucéuju definisanje novih pojmova kao i
stavove koji se odnose na njih.

Definicija 4.4 Neka je 04y 1w, ... (m - 1) skup klasa po
modulu m. Svaki skup celih brojeva x;, x2, ..., Xm, Xi € (i - 1)),
i =1,2 3, ..., m, naziva se potpun sistem ostataka po modulu m.

Iz definicije sledi da je broj ostataka potpunog sistema po modulu m
upravo m.

Kako je i€ i i=012,..,(m-1), skup brojeva 0,1,2, ..., m-1
predstavlja potpun sistem ostataka po modulu m, 1 to potpun sistem
najmanjih nenegativnih ostataka.

Potpun sistem najmanjih pozitivnih ostataka po modulu m je

1, 2 3 .., m.

Potpun sistem najmanjih ostataka po apsolutnoj vrednosti po
modulu m > [ jeza m parno

“ri1,-Z42,..,-1,01,.. 2
2 2 2

aza m ncparno

m—1 m-1 m-—1
— ,— +1,..,-1,0,1,... —

Primer 1 Potpun sistem nenegativnih ostataka po modulu /2 je
skup brojeva

0,1, 2, 3,4, 5 6, 7,8 9 10, 11,

a potpun sistem najmanjih pozitivnih ostataka je
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1, 2,3, 4, 5 6,7 8 9 10, 11, 12.
Potpun sistem najmanjih ostataka po apsolutnoj vrednosti je
-5, 4, -3, -2, -1, 0, 1, 2,3, 4,5 6. A

Teorema 4.9 Skup od m celih brojeva predstavlja potpun sistem
ostataka po modulu m, ako i samo ako ne sadrzi nijedan par medusobno
kongruentnih brojeva po modulu m.

Dokaz. Posto dva elementa potpunog sistema ostataka po modulu
m, pripadaju razli¢itim klasama, oni su nekongruentni po modulu m.
Prema tome, potpun sistem ostataka po modulu m ne sadrzi nijedan par
medusobno kongruentnih elemenata po modulu m.
Obratno, ako u skupu od m celih brojeva nema nijedan par medusobno
kongruentnih elemenata, onda svaki od njegovih elemenata pripada
jednoj klasi po modulu m. Prema definiciji (4.4) ovaj skup predstavlja
potpun sistem ostataka po modulu m. =

Teorema 4.10 Neka su a, m i b proizvoljni celi brojevi pri cemu
je (a, m) = 1. Ako je xj, xa..., Xm potpun sistem ostataka po modulu
m, tada je i skup brojeva

ax; +b, 1 =12 .., m
potpun sistem ostataka.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi dovoljno je dokazati da su svaka
dva broja iz skupa ax; + b, i =1, 2,..., m medusobno nekongruentni
po modulu m. Ako pretpostavimo da postoji ax; + b = ax; + b (mod m)
za i # j, dobijase 1 ax; = ax; (mod m), a odavde zbog (a;, m) = 1
sledi x; =x; (mod m). Kako su x; 1 x; dva razliCita elementa potpunog
sistema ostataka po modulu m, to je u kontradikciji sa uslovom teoreme.
Dakle, skup

ax; + b, i =1, 2, ..., m,

predstavlja potpun sistem ostataka po modulu m. =

30



Teorema 4.11 Nekaje M = m;m; ... m,, M; = % gde su m;, i

= 1, 2, ..., r, celibrojevi za koje vaze relacije (m, m)) = 1, i # j, i,
Jj =1 2, .., r. Akojeskup brojeva x,, ki =1, 2, ..., m;, potpun

sistem ostataka po modulu m;, tada je skup brojeva

4.1)

M1x1k1 + M2x2k2 MTkar' ki = 1, 2, ., my, i

1,2,..,r,
potpun sistem ostataka po modulu m.

Dokaz. Brojeva oblika

(4.2)
Mlxlkl + M2x2k2 + "'+MTkar' ki = 1,2, ., my,
i=1, 2,..,7

ima mm; -+ m, = M. Kao iu prethodnoj teoremi, dovoljno je pokazati
da medu ovih M brojeva nema nijedan par medusobno kongruentnih
brojeva po modulu M. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva broja
iz skupa (4.2) za koje vazi
(4.3)

M1x1k1 + M2x2k2 + ... + erkr

= Myxy, + Myxy, + ...+ Myx;,| (mod m),
1<k <m;, 1< ki <m, i =1,2,..,1

pri ¢emu postoji bar jedan par razli€itih brojeva

Xsks » Xsk! » 1<s<r, 1<k, ki < m.

Posto ovi brojevi pripadaju istom sistemu ostataka, sledi da je

(4.4)

Xsk, E Xg, (modmy).

Kako mg| M, iz (4.3) sledi
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M1x1k1 + M2x2k2 + ... + errkr
= Myxyyr + Maxyy + -+ M, x, ., (mod my)

akako je M; = 0 (mod my), za svako i # s sledi

(4.5)

Mgxg, = Mgxg: (mod my).

Kako je za svako i # s, NZS(ms,m;) = I, takode vazi NZS (m;,M,) =1.
Iz prethodnih uslova i kongruencije dobijamo

Xsks = Xsk! (mod m),

Sto je u kontradikciji sa (5.4).

Prema tome ne postoji nijedan par brojeva skupa (4.2) koji su
medusobno kongruentni. Dakle, skup (4.2) predstavlja potpun sistem
ostataka po modulu m. m

Primer 5.2 Akoje (a, b) = 1, x5, X2, ..., Xp potpun sistem ostataka po
modulu b, y;, v, ..., y, potpun sistem ostataka po modulu «, tada skup
brojeva

ax; + byj + ¢, i=1,2,..,b, j=1,2,..,q,
gde je ¢ proizvoljan ceo broj, predstavlja potpun sistem ostataka po
modulu ab.
Na primer, posto je (6, 7) = 1, potpun sistem ostataka po modulu
42 je skup brojeva
6x + 7y +3, x=0 2,..,6, y=20,1,..,5,

jer su skupovi brojeva
0,1, 2 3 45 01 2 3 4,5 6

potpuni sistemi ostataka po modulu 6, odnosno 7. Naravno da se mesto
njih mogu uzeti 1 drugi potpuni sistemi ostataka po istim modulima. A
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4.4 Redukovan sistem ostataka

Definicija 5.2 Skup svih elemenata potpunog sistema ostataka po
modulu m, koji su relativno prosti sa modulom m, naziva se redukovan
sistem ostataka ili sveden sistem ostataka.

Primer. Redukovan sistem ostataka po modulu 72 je: I, 5, 7 i
11.

Teorema 4.12 Neka su

(4.6)
((al)(m), (az)m' ey (a<p(m))(m))

sve klase ostataka po modulu m, relativno proste sa modulom m. Skup
brojeva x1 X3, ..., Xpm), Xi€(@)my =1, 2,.., Qum) Jje
redukovan sistem ostataka.

Dokaz. Kako su klase
(4-7) (al)(m): (az)(m): L) (a(p(m))m

jedine klase relativno proste sa m, brojevi X, X, ... ,Xym) Zaista
predstavlja redukovan sistem ostataka.

Kako medu m klasa ostataka po modulu m ima ¢(m) klasa relativno
prostih sa modulom m, broj elemenata redukovanog sistema ostataka po
modulu m je ¢(m). m

Teorema 4.13  Svaki skup celih brojeva X1, X3, ..., Xpm),

relativno prostih sa m, ako ne sadrze nijedan par kongruentnih brojeva
po modulu m, predstavilja redukovan sistem ostataka po modulu m.

Dokaz. Ako medu brojevima x;, i = 1, 2,..,¢(Im) nema
kongruentnih po modulu m, ovi brojevi pripadaju raznim klasama
ostataka po modulu m. Medutim posSto su oni relativno prosti sa
modulom m, tada svaki od njih pripada jednoj i samo jednoj klasi po
modulu m relativno prostoj sa modulom m.

Prema prethodnoj teoremi, ovaj skup brojeva zaista predstavlja
redukovan sistem ostataka po modulu m. m
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Teorema 4.14 Neka su a i m > 1 celi relativno prosti brojevi.
Ako je

(4.8)

X1, X2, wuey X(p(m)
redukovani sistem ostataka po modulu m, tada je skup brojeva

(4.9)

axq, X2, v, Ay (m)
redukovan sistem ostataka.

Dokaz. Posto je skup x4, xo,..., X (m) redukovan sistem ostataka
po modulu m, tada je

x;,m)=1, i=12,..,0(m).
Po pretpostavci teoreme je (a, m) = 1, pa je takode
(ax;,m)=1, i =12,..,0(m),

tj. svi brojevi skupa ax;, ax,,...,ax,m) su relativno prosti sa m.
Takode, medu elementima skupa ax,, ax,, ..., dymm) nNema nijedan par
medusobno kongruentnih brojeva po modulu m. Prema tome, na osnovu

teoreme (4.13) skup ¢@(m) Dbrojeva skupa ax;, ax,,..,ap(m)
predstavlja redukovan sistem ostataka po modulu m. m

Teorema 4.15 Neka je M = mm; ... m,, M; = M/m;, gde su m;,

i =1,2, ..., r celi brojevi za koje vaze relacije (m;, m;)) =1, i #j, i
Jj=1,2,...,r. Akoje skup brojeva xy, k; =1, 2,.., p(m,),
(i = 1, 2,..,7r), redukovan sistem ostataka po modulu m;, tada je

skup brojeva

Myxig, + Myxap, + - + Myxpy, ki = 1,2,...,00m;), i
=12,..,1,

redukovan sistem ostatatka po modulu M.
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Dokaz. Brojeva oblika

(410) Mlxlkl + M2X2k2 + ... + errkr = Z?=1Mixiki

ki = 1, 2, ,(p(ml-), i = 1, 2,...,

ima @(my) - p(my) - p(m,).
kako prema pretpostavci vazi (m;,m;) = 1, i # j, sledina osnovu
multiplikativnosti Eulerove funkcije da je

@ (my) - (my) - @ (m;) = ¢ (M).
Dakle, broj elemenata skupa (4.10) je ¢ (M).
Potrebno je joS pokazati da medu elementima skupa (4./0) nema
medusobno kongruentnih po modulu M. Pokaza¢emo da je svaki
element skupa (4.10) relativno prost sa M. S obzirom na definiciju broja
M; sledi da je
(4.11) NZS (M;, mg) =mg,, i # s, NZS (Mg, my) = 1.

Svi elementi redukovanog sistema po modulu mg su relativno prosti sa
mg, teje (xsks, ms) = 1. Iz (4.11) tada se dobija

NZS (Mixy, ms) = mg, i # s, NZS (Msxg, ms) =1,
te je

NZS (M1x1k1 + M2X2k2 + -+ errkr,ms) =
= NZS(Msxg,ms) =1, s = 1,2,..,r,

a odavde
NZS (M1x1k1 + M2x2k2 + ...+ M‘I'x‘l'kr + ...+ MTkar’ M) = 1,

Sto je trebalo 1 dokazati. m
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5. Ojlerova teorema

5.1 Ojlerova funkcija

U prethodnoj glavi smo koristili pojam ¢(n) kao broj elemenata
redukovanog sistema ostataka. Sada ¢emo sa ¢@(n) predstaviti vaznu
aritmetucku funkciju.

Definicija 5.1 Za svaki prirodan broj n, sa @(n) oznacavamo
broj prirodnih brojeva, koji nisu vec¢i od n, a uzajamno su prosti sa n.
Funkcija @(n) naziva se Ojlerova funkcija ili Ojlerov indicator.
Nekoliko prvih vrednosti funkcije @(n) dato je u sledecoj tabeli.

n I 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 2011

o)1 I 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 2010

Teorema 5.1 Ako su n i p prirodni brojevii p prost broj, tada je

1
0@ = -1 = pm(1-)
Dokaz. Svaki od prirodnih brojeva od 1 do p" ilije deljivsa p ili
je uzajamno prost sa p. Broj onih koji su deljivi sa p jednak je p"’.
Dakle, onih koji su relativno prosti sa p, prema tome i sa p”, ima

/] n- 1] 1
pr-ptt=p-2) .

Teorema 5.2 Funkcija @ je multiplikativna tj. vazi

(5.1) p(mn) = ¢ (m) e (n).

Dokaz. Neka su m i1 n uzajamno prosti brojevi. Znamo da je broj
a uzajamno prost sa proizvodom mn ako i samo ako je uzajamno prost i
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sa m 1isa n. Da bi smo izraCunali koliko medu brojevima 1/, 2, 3, ...,
mn ima uzajamno prostih i sa m 1isa n, napisaéemo brojeve u obliku

tabele:

1 2 k m
m+ 1 m + 2 m + k 2m
2m+ 1 2m + 2 2m +k 3m
m-Dm+1 | (m-Dm+2 m-Dm+k m-Dm+m

U k-toj koloni svi brojevi imaju oblik am +k, (a=0,1, 2, ..., (n-1));
dakle svi su oni kongruentni po modulu m, tj. svi su oni uzajamno prosti
sa m ako i samo ako je k uzajamno prost sa m. U prvoj vrsti tabele
ima ¢@(m) brojeva uzajamno prostih sa m, S§to znaci da u tabeli ima
¢(m) kolona koje sadrze samo sumu brojeva uzajamno prosih brojeva
sa m, dok ostali brojevi u tablici nisu uzajamno prosti sa m.

Sada ¢emo da utvrdimo koliko u svakoj koloni ima brojeva
uzajamno prostih sa n. Posmatrajmo brojeve u k-toj koloni. Medu njima
ne postoje dva kongruentna broja po modulu n, jer ako postojeje, za
0<s<t<n-—-1,

sm + k = tm + k (modn),
tada je
sm =tm (modn)
a kako su m 1 n uzajamno prosti, to je

s = t (modn).

Brojevi s 1 ¢ pripadaju potpunom sistemu ostataka 0, 1, 2, ..., (n - 1)
pa iz poslednje kongruencije sledi s = .
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Iz poslednjeg razmatranja sledi da n brojeva, koji pripadaju istoj
koloni tablice, obrazuju potpun sistem ostataka po modulu #n, a to znaci
da medu njima ima ¢(n) brojeva uzajamno prostih sa 7.

Dakle, u svakoj od ¢@(m) kolona koje sadrze brojeve uzajamno proste
sa m, 1ima tatno ¢@(n) brojeva uzajamno prostih sa n. Time je
dokazano da je @(mn) = @o(m)- o). m

Teorema 5.3 Ako je

tada je

k 1
ow=n|] a-

Dokaz. Sledi na osnovu prethodne teoreme. =

5.2 Ojlerova teorema

Teorema 5.5 (Ojler) Ako su a i m uzajamno prosti brojevi, tada
je

(5.2) a?™ = 1 (mod m).

Dokaz. Ako su a i m uzajamno prosti brojevi tj. (@, m) = [ i
ako je

(5.3) T2y oo To(m)
redukovan (sveden) sistem ostataka po modulu m, tadajei

ary, ary, ..., Arp(m)
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sveden sistem ostataka po modulu m. Brojevi iz skupa (5.3) su
kongruentni nekim redom brojevima iz skupa (5.2), tj.

ary, = 1, (modm)
ar, = 1, (modm)
arpm) = Tipom (mod m)

za neku permutaciju (i3, iy, ..., lpm)) ¢clemenata 1, 2,..,¢ (m).
Mnozenjem dobijamo da je
a? M Ty = Ty . T (mod m)

i posle skracivanja (Sta mozemo uraditi jer su 7y, 75 ...T(m) UZajamno
prosti sa m), dobijamo

a®™ = 1 (modm). &
Neposredna posledica Ojlerovog stava je Fermaov stav poznat pod
nazivom Mala Fermaova teorema.
Posledica 5.5a (Ferma) Akoje p prostbroji (a, p) = 1, tadaje
aP~! = 1 (mod p).

Posledica 5.5 b Ako je p prost broji a proizvoljan ceo broj, tada
je

a? = a (mod p).
Primer 5.1

a) 51 = 1 (mod 11), jerje 11 prost broj, uzajamno prostsa 3,
posledica 5.5 a.

b) 10002°° = 1 (mod 2011) jer je 2011 prost broj i uzajamno
prost sa /000, posledica 5.5 a.
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c) 28 = 1 (mod 15) jer je (15) = 8, ali je 2* = 1 (mod 15).
Interesantno. A

Definicija 5.2 Najmanji od prirodnih brojeva t za koji vazi

Y = 1 naziva se red broja a po modulu m ioznacava se sa 1, (a).

a

Teorema 5.6 Red r, (a) broja a po modulu m postoji, ako i
samo ako su brojevi a i m uzajamno prosti.

Dokaz. Na osnovu Ojlerove teoreme. m

Teorema 5.7 Ako je t red broja a po modulu m i ako je
a® = 1 (modm), tada t|s. Specijalno t| @(m).

Dokaz. Neka je a®* = 1 (mod m). Ako pretpostavimo suprotno tj.
s =tg +r, 0<r <t tadabiiz a’= (a")%a” (mod m) sledilo
da a” = 1 (mod m), $to je u suprotnosti sa minimalnosti poretka z.
Obratno, ako je s = tq, tadaje a®* = (a*)? = 1 (mod m). m

Posledica 5.7 a Ako je t red broja a po modulu m tada je
a* = a¥ (mod m)
ako i samo ako x = y (mod t).

Dokaz. Neka je na primer x = y. Ako je a* = a” (mod m),
tada zbog (a, m) = I, vazi a* Y =1 (modm) pa iz prethodnog
tvrdenja sledi ¢ | x - y.

Obratno, iz x=y (modt) sledi x =y +ta, a=0 i
a* = ¥ = @Y (a)* = a’(modt). =

Definicija 5.3 Ako je red broja a po modulu m jednak @(m),
broj a se naziva primitivni koren po modulu m.

Primer 5.2 Lako se proverava da je @(22) = 10. Zato redovi po
modulu 22 brojeva (koji su uzajamno prosti sa 22) mogu biti samo /,
2, 5 1 10. Tako utvrdujemo na primer red broja 3 jednak je 5 jer je
31, 32 £ 1(mod 22), 3° = 1 (mod 22)), ared broja 7 je 10 jer
je 7%, 72, 7° # 1 (mod 22), a 7% = 1 (mod 22). A
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Primer 5.3 a) Posmatrajmo ostatke /, 2, 3, -3, -2, -1 po modulu 7

(0(7) = 6).

ResSenje. Lako se proverava da su njihovi redovi po modulu 7
jednaki 1, 3, 6, 3, 6, 2 redom. Brojevi 3 1 -2 su primitivni koreni po
modulu 7.

b) Ostaci po modulu 8 koji imaju red su: /, 3, 5 i 7. Nijedan od
njih nije primitivan koren, jer lako je proveriti da je red svakog od njih
(sem /) jednak 2. A

Primer 5.4 Nadi ostatke pri deljenju broja 3172%%° sa 15.

ReSenje. 317 = 2 (mod 15); 3172 = 4 (mod 17);
3173 = 8 (mod 15); 317* =1 (mod 15);
259 =3 (mod 4) > 317?°° = 317% = 8 (mod 15). A

Teorema 5.8 Jedini brojevi koji imaju primitivne korene su brojevi
2, 4 ibrojevioblika p%, 2p* (p neparan prost broj).

Prvo ¢emo dokazati dva pomocna tvrdenja.
Lema 5.1 Za svaki prirodan broj n vazi Y, ¢(d) = n.

Dokaz. Tvrdenje odmabh sledi iz ¢injenice da je, za proizvoljno d | n
¢(d) upravo jednako broju elemenata a € {1, 2,...,n} takvih da je
(a,n) = n/d. m

Lema 5.2 Neka je p prost neparan broji d|p - 1, tada je broj
elemenata skupa {1, 2, ..., p - 1} jednak @(d).

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati potpunom indukcijom po d. Za
d =1 ovo je ocigledno. Pretpostavimo da je ono ta¢no za sve elemente e
manje od d 1 odredimo broj elemenata skupa {17, 2, ..., p - 1} ¢iji je
poredak jednak d.

Posmatrajmo kongruenciju:

(5.4) x* = 1 (modp).
Kako je

(x4 —1)(xP717d 4 xP~172d 4 4 x4 4 1) =
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xP"1—1 = 0 (mod p)

imaju najviSe d, odnosno p - I - d reSenja, u oba sluc¢aja mora da vazi

jednakost. Dakle (5.4) ima ta¢no d reSenja, i to su svi elementi ¢iji red
po modulu p deli d. Medu njima, po indukcijskoj pretpostavci, tacno

> 0@

ima red manji od d, odakle sledi da elemenata reda d ima

d = 9

e<d

Da je ova razlika upravo jednaka ¢ (d), slediizleme (5.1). m

Dokaz teoreme 5.8 Tvrdenje teoreme u slucaju prostog broja p je
specijalan slucaj prethodne lemeza d = p - [. m

Teorema 5.9 Ako je a primitivan koren po modulu m, tada
brojevi

(5.5) 1=a° a, a?,..,a®m"1
obrazuju sveden sistem ostataka po modulu m.

Dokaz. Posto skup (5.5) ima ¢(m) -elemenata dovoljno je
dokazati da ne postoje dva koja su kongruentna po modulu m.

Pretpostavimo suprotno da postoje i i j takvida je

at = a’ (modm), 0 <i<j< ¢@(@m.

Tada je
a’'=1(modm), 0<j—i< ¢ (m.

Suprotno pretpostavci da je a primitivan koren po modulu m. m
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Posledica 5.9 a Ako je p prost broj i a primitivan koren po
modulu p, tada brojevi: 1,aq, a?,..,aP 1 obrazuju sveden sistem
ostataka po modulu p.

Primer 5.5 2 je primitivan koren modula /7 pa brojevi

22 =8,2*=525=10,20=9, 27 = 7,
6 (mod 11)

obrazuju sveden sistem ostataka po modulu 7/. A
Teorema 5.10 (Vilson) Ako je p prost broj tada vazi
(p — D! = —1 (modp).

Dokaz. Tvrdenje je ocigledno tacnoza p = 2 ili p = 3. Nekaje
p prostbrojve¢iod 3. Tadaje 1 = 1 (mod p); i takode je
p—1 = —1 (modp).

Da bi smo dokazali teoremu dovoljno je dokazati da svaki broj £ takav da
je 2 < k < p — 2, postoji tacno jedan broj / takav da je

kl = 1 (mod p), 251l < p-2 k + L
Zaista, ako je k € {2,...,p — 2}, poStoje (k, p) = 1, skup
{0,k 2k,..,(p— 1Dk}

obrazuje potpun sistem ostataka po modulu p, i tacno jedan element iz ovog
skupa (koji je razli¢it od nule) je kongruentan / po modulu p.

Akobibilo / = I, tadasledidaje k = 1 (mod p) S$to je nemoguce.
Sli¢no se dokazuje da ne moze biti / = (p - 1).
Najzad, ako bi bilo k = /, sledi daje k? 1 (modp), tj.da p|k - 1

ili p|k + I, odnosno k = 1(modp) ili k =-1 (modp), $§to je
nemoguce. W

Vazi tvrdenje obratno Vilsonovoj teoremi.
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Teorema 5.11. Ako je (p —1)! + 1 = 0 (modp), tada je n
prost broj.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. p ima prost delilac ¢ < p,
tada vazi q|(p — 1)!, alitada q+(p— 1! + 1, a samim tim i
qt (@ — 1!+ 1. Kontradikcija. m

Primer 5.6 Dokazati da je prirodan broj n prost ako i samo ako
n|N, gdeje N = Y3k -k!.

ReSenje. Kako je
k-k!l=k-k! + k! -kl =k!'(k+1-kl=(k+1! -k,
to je
N=1-114+2-2l4+-4+n —3)(n—3)!
N=02'-1D)+@!-2) + .. + (n-2)!- (n — 3)Y
N= (n—-2)—-1.
Mnozenjem poslednje jednakosti sa n — 1 dobijamo
mM—1DN=mn-1)-n-2)!'—(n—-1)
i dodavanjem obema stranama prethodne jednakosti n dobijamo

mM=—1N+n=mn-1)+1.

Na osnovu Vilsonove teoreme, broj n je prost ako i samo ako n | N, jer
je (m,n—1) = 1.A
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6. Kongruencije s jednom
nepoznatom

6.1 Linearne kongruencije
ax = b(mod m)

Posmatrajmo linearnu kongruenciju
ax = b (mod m).

Njeno resenje je svaki ceo broj x, takav daje ax, = b (mod m).
Sledeca teorema daje potreban i dovoljan uslov da broj x, bude reSenje
ove linearne kongruencije.

Teorema 6.1 Broj x je resSenje linearne kongruencije
(6.1) ax = b (mod m)

ako i samo ako postoji ceo broj yy takav da je (xg, yo) resSenje linearne
Diofantove jednacine

ax - my =b.

Dokaz. Pretpostavimo da je x, reSenje kongruencije (6./). Tada
postoji ceo broj yy takav da je

axg - b =myy.

Dakle, axy - my) = b, Sto znali da je (xj yg) reSenje Diofantove
jednacine

ax - my =b.
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Obratno, ako je (xy, y9) resenje Diofantove jednaCine ax - my = b, tj.
axg - myg = b, tadaje axp - b = myy, odavde sledi da je

axy = b(modm). m

Sada se lako dokazuje tvrdenje, koje je parafraza tvrdenjima linearne
Diofantove jednacine.

Teorema 6.2 Linearna kongruencija
(6.2) ax = b (mod m)

ima reSenje ako i samo ako je d | b gde je d = NZD (a, m). Broj
razlicitih reSenja, ukoliko postoje, jednak je d = (a, m).

Dokaz. Ako je xy reSenje date kongruencije, tada je
(6.3) ax, = b (modm).

Posto NZD (a, m) | a takode vazi a = 0 (mod NZD (a,m)), zatim
axqg = 0 (mod NZD (a,m)), aodavdeiizrelacije (6.3) sledi

b = 0 (mod NZD (a,m)), odnosno NZD(a,m ) | b. Dakle, ako
kongruencija ima reSenje tada NZD=(a, m) | b.

Obratno, pretpostavimo da d | b, gde je d = (a, m) 1stavimo da je
a=ad m=md; b = bid;

pri ¢emu je NZD (a;, m;) = 1. Na osnovu osobina kongruncije sledi da
je kongruencija (6.2) ekvivalentna kongruenciji

(6.4) ax = b; (mod my).

Kako je 0,1,2,...,m - I potpun sistem ostataka po modulu m; s obzirom
daje NZD (a;, m;) = 1, 1iskup brojeva 0, a4, 2ay, ..., (m; - Da; je
potpun sistem ostataka po modulu m; Medutim, tada je broj b;
kongruentan po modulu m;, jednom i samo jednom od ovih ostataka —
recimo ostatka a;x, (1 < x, < my). Dakle, dobijamo kongruenciju
a;xy = by (mod m;), odavde sledi

axy = b (mod m).
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Tako da smo dokazali da, kada (a, m) | b, data kongruencija ima resenje
X = x¢ (mod m).

Ostalo je jos da dokazemo drugi deo teoreme koji govori o broju
reSenja kongruencije. Dokaza¢emo prvo da kongruencija

a;x = by(mod m,)

ima samo jedno reSenje, tj. da svi celi brojevi koji je zadovoljavaju
pripadaju istoj klasi ostataka po modulu m;. Ako su x’ 1 x” dva
reSenja ove kongruencije, tada vaze relacije

!

a;x' = by(modm,), a;x" = b; (modm,).

Odavde sledi da je a;x' = a;x"(mod m;), na osnovu teoreme o
skra¢ivanju dobijamo

x'" = x" (mod my).
Dakle, sva reSenja kongruencije (6.4) pripadaju istoj klasi po modulu
m;. Neka je xy reSenje kongruencije (6.4) Sto znaci da samo elementi
klase (x¢)m, zadovoljavaju tu kongruenciju. Isto tako svi elementi ove
klase su reSenja kongruencije (6.2). Medutim kongruencija po modulu
m = myd deliklasu (xo)@m,) na d disjunktnih klasa.

(x0)amy» (o + M)y, o » (X + (d = Dmy)(m) -
Prema tome, razlicitih reSenja kongruencije (6.2) ima tacno d. Ako je
reSenje kongruencije (6.4)
x = x, (mod %),
reSenja kongruencije (6.2) su
(6.5) x = x + k% (modm), k =0,1,2,..,d—1 H
Primer 6.1 Kongruencija

6x = 9 (mod 15)

ima tri reSenja jer je NZD(6, 15) = 3 delilac broja 9. Posto je ona
ekvivalentna kongruenciji
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2x = 3 (mod)>5),

odredi¢emo prvo njeno reSenje. IzraCunajmo vrednost kongruencije za
najmanji nenegativan potpun sistem ostataka, tj. 0, 7, 2, 3, 4.

2:0%3, 2-1%#3 2:-2%3, 2-4=3(modb).
Dobili smo jedno resenje

x =4 (mod 5).

Na osnovu obrasca (6.5) reSenja date kongruencije su:
x=4 x =9 x = 14 (mod15). A
Primer 6.2 Kongruencija
24x = 40 (mod 18)
nema resenja, jer (24, 18) = 6 nije delilac broja 40. A
Slede¢i primeri pokazuju nesto drugaciji metod reSavanja.
Primer 6.3 Odrediti nekongruentna resenja linearne kongruencije
64 x =16 (mod 84).

Resenje kako je NZD (64, 84) = 4 i 4] 16, imaéemo 4
nekongruentna reSenja po modulu 84. Dati izraz je ekvivalentan izrazu

4x = 1 (mod 21).

Dalje imamo

4x = —20 (mod 21)
x = -5 (mod 21)
x = 16 (mod 21).

Cetiri nekongruentna reSenja sa
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x = 16 (mod 84), x = 37 (mod84), x = 58 (mod 84)
i x =79 (mod 84). A

Primer 6.4 Resiti kongruenciju
11x = 25 (mod 60).

ReSenje. Kako je NZD(11, 60) = I, kongruencija ima ta¢no jedno
nekongruentno resenje. ReSenje x mora biti deljivo sa 5 jer je

11x = 25 + 60k,

za neki ceo broj k. Nekaje x = 5y.
Tada je

11 - 5y = 25 (mod 60).

Deljenjem dobijamo da je

11y = 5 (mod 12)
—y = 5 (mod 12)
y = =5 (mod 12)
y = 7 (mod 12).

Zatoje x = 35 (mod 60). A

Sledeca teorema, koja je posledica Ojlerove teoreme, ukazuje na jos
jedan nacin reSavanja linearnih kongruencija.

Teorema 6.3 Ako je (a, m) = I, tada je
x = ba®™~1 (mod m)
reSenje kongruencije ax = b (mod m).
Dokaz. Prema Fermaovoj teoremi,
a®™ = 1 (modm)

odakle je
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a®™ b = b (mod m).
Uvrstavajuéi umesto a®?™b umesto b u relaciji

ax = ba®™ (mod m)
dobijamo

x = ba®™~1 (mod m)
reSenje kongruencije ax = b (mod m). =

Primer 6.5 Odrediti kongruentno reSenje linearne kongruencije
3x = 20 (mod 35),

ReSenje. Kako je (3, 35) = I moZemo primeniti prethodnu
teoremu.

20 - 39G9~1 (mod 35), tj.
20 - 323 (mod 35)
30 (mod 35). A

X
X
X

6.2 Sistemi linearnih kongruencija

Posmatrajmo sistem linearnih kongruencija

b, (mod m,)
b, (mod m,)

ax
a,x

a,x = b, (modm,).

Pod reSenjem tog sistema podrazumevaéemo ceo broj x, koji je
resenje svake kongruencije sistema.

Svaka kongruencija sistema odreduje jednu klasu ostataka. Zato su
reSenja sistema kongruencija, brojevi u preseku tih klasa. Svaka od
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gornjih kongruencija moze se zameniti ekvivalentnom kongruencijom
koja odreduje istu klasu ostataka. Slede¢i primer pokazuje da se taj
metod moze efikasno koristiti u reSavanju sistema linearnih kongruencija.

Primer 6.6 Resiti sistem kongruencija:

5x = 7 (mod 12)
4x = 12 (mod 14).

ReSavajuéi nezavisno prvu i drugu kongruenciju, dobijamo reSenja
Xg = 11(mod12) i xy = 3 (mod7). Zato je polazni sistem
ekvivalentan sledec¢em.

X
X

11 (mod 12)
3 (mod 7).

Pretpostavimo da je xy reSenje prvog sistema. Tada mozemo da piSemo
xg =11 + 12s.
Zamenom u drugu kongruenciju, dobijamo
Xo = 11 + 125 = 3 (mod 7)
odavde sledi da je

12s = -8 (mod 7)
—25 = —8 (mod 7)
s = 4 (mod7).

Kako je s = 4 + 7t uvrstimo u izraz za xy, dobijamo
Xo= 11+ 125 = 59 + 84t.
Dakle, reSenje sistema kongruencija je
X9 = 59 (mod 84).
UvrStavanjem u pocetni sistem, proveravamo da je to zaista resenje, tj.

opste reSenje sistema je
x = 59 (mod 84). A
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Teorema 6.4 Sistem kongruencija

x = a (modm)

b (modn)

x =
ima resenje ako i samo ako je NZD (m, n) | (a - b). Ako je pri tome xy

Jjedno resenje, tada je opste resenje toga sistema

x =

xo (mod NZS (m,n)).
Dokaz. Ceo broj xy je reSenje gornjeg sistema kongruencija ako i
samo ako postoji ceo broj k, takav da je

xXo=a+km

a+ km = b (modn).
Prema teoremi (6.2), talav broj postoji ako i samo ako je
NZD (m, n) | (a - b).

Pretpostavimo sada da je NZD (m, n) | (a - b) idaje xy jedno reSenje
sistema kongruencija. Za bilo koje drugo reSenje x; tog sistema je

X1=a=

= x, (mod m)

X, = b = x, (modn).

Dakle, x; - xy je zajednicki sadrzilac od m 1 n iprema tome je
NZS (m, n) | (x; - xp),
odakle sledi

x; = x4 (mod NZS (m,n)).

Obratno, ako je x; = x, (mod NZS (m,n)), onda je o¢igledno
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X1 = X9 = a(modm)

X, = xo = b (mod n),
paje x, takode resenje sistema. Dakle, opsSte reSenje je
X = x, (mod NZS (m, n)). [
Sledece tvrdenje bilo je poznato kineskom matematicaru Sun — Tse — u
u prvom veku nove ere, pa je poznato pod nazivom Kineska teorema o

ostacima.

Teorema 6.5 (Kineska teorema) Neka su m;, my, ..., m, po
parovima uzajamno prosti brojevi. Tada sistem kongruencija

X
X

a; (mod my)
a, (mod m,)

X = a, (mod m,).

Ima tacno jedno resenje po modulu M = m;m; ... my.

Dokaz. Nekaje M; = %, zai =12 ..,n

L
Posmatrajmo n kongruenciju

M;x = 1 (mod m;).

Kako je NZD (M,, m;) = 1, svaka od tih kongruencija ima jedinstveno
reSenje x = x; (mod m;). Neka je

(6. 6) X = Myx,aqy + Myxya, + ... + M,x,a, (mod M).

UvrStavanjem X umesto x u kongruenciju x = a; (mod m,),
zaklju¢ujemo da je X kao i svaki broj oblika X + kM, reSenje te
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kongruencije. Na isti naCin sledi da ta vazi za sve ostale kongruencije
polaznog sistema.

Medutim, X + kM je jedno reSenje sistema, jer ako je X; , takode
reSenje sistema, onda uvrStavanjem X i X; u te kongruencije, dobijamo
da je

x = x; (modm,;), i=12..,n,
paje
x = x; (mod M),

jer subrojevi m;, po parovima uzajamno prosti.

Iz dokaza teoreme, vidi se jasno 1 algoritam za reSavanje
odgovarajuceg sistema kongruencija.

Primer 6.7 Nadi sve cele brojeve koji daju ostatke 2, 6, 5, pri
deljenjusa 5, 7 1 1/ redom.

ReSenje. Zadatak se svodi na reSavanje sistema kongruencija

X 2 (mod 5)

x 6 (mod7)
x = 5 (mod 11).

Uocavamodaje m; =35, my=7 m3;=11, M =385 M;= 77,
M, = 55, M; = 35, paformiramo kongruencije

77x = 1 (mod5)
55x = 1 (mod 7)
35x = 1 (mod 11)

koje su ekvivalentne redom kongruencijama
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2x = 1 (mod 5)
6x = 1 (mod?7)
2x = 1 (mod 11),

¢ija su reSenja redom:
x = 3 (mod)5)

x = 6 (mod?7)
x = 6 (mod 11).
Dakle,
xX=77-3-2+55:6-6+ 35-6-5 (mod 385),

x = 27 (mod 385). A

6.3 Kvadratne kongruencije

Definicija 6.1 Nekaje (a, m) = 1. Ako kongruencija
(6. 7) x? = a (modm)

ima resenja, tada kazemo da je a kvadratni ostatak modula m. U
protivniom kazemo da je a kvadratni neostatak modula m. Kvadratne
ostatke oznacavamo sa QR, a kvadratne neostatke sa NR.

Teorema 6.5 Neka je p neparan prost broj. Redukovan sistem
. -1 : . p-1
ostataka modula p sastoji se od pT kvadratnih ostataka i p7

kvadratnih neostataka.

Dokaz. Svaki kvadratni ostatak modula p kongruentan je kvadratu
nekog od brojeva:
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tj. kongruentan je nekom od brojeva 12, 22, ..., (%1)2. Preostaje jo$

da pokazemo da je ovih %1 brojeva medusobno nekongruentni po
modulu p. Pretpostavimo suprotno, tj. da je k? = 1% (mod p), gde je
1<k <l<P= Tadaje (I — k) + k) = 0 (modp), paje
l—k =0 (modp) ili |+ k = 0 (mod p), Sto je u suprotnosti sa
pretpostavkamao k£ i /, jerje 0 < -k <p 1 0<1l + k <p.
n

Teorema 6.6 Za dati neparan broj p iceo broj a, ako p t a,
jednacina x* = a (mod p) ili nema resenje ili ima tacno dva resenja.

Dokaz. Pretpostavimo da data kongruencija ima reSenje i da je x4
jedno od njih. Tada je oc¢igledno i x, = -x; reSenje. Drugih reSenja po
modulu p nema, jer x2 = a = x? (mod p) povladi da je

x = t x; (mod p). Pritome bi x; = —x; (mod p) imala za
posledicu 2x; = 0 (mod p), $to je nemoguce zbog (2, p) = (x;, p) =1.
n

Definicija 6.2 Neka je p neparan prost broj. LeZendrov simbol
(%) je jednak 1, ako je a kvadratni ostatak modula p, -1 ako je a

kvadratni neostatak po modulu p, a 0 ako p | a. LeZendrov simbol
mozemo zapisati i ovako

a 1 za (a,p) =1 i a je kvadratni ostatak modula p
<—) = {—1 za (a,p) =1 i a je kvadratni neostatak modula p
0 za p delitelj od a.

Teorema 6.7 (Ojlerov Kriterijum) Ako je p neparan prost broj i
ako je NZD(a, p) = 1, tada jednacina (6.7) ili dva ili nijedno resenje
-1 -1

zavisno od toga da li je a7 =1 (mod p) ili a7 = -1 (mod p).

Dokaz. Prema Maloj Fermaovovoj teoremi a? =~ 1 = 1 (mod p)
odnosno

(ap; - 1) (ap%l+ 1) = 0 (mod p).
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Kako ne mogu oba ¢lana na levoj strani poslednje kongruencije biti
deljiva sa p (jer bi tada i njihova razlika koja je jednaka, 2, bila deljiva
sa p), to vazi ako je jedna i samo jedna od kongruencija:

p—1 p—1

a 2 = 1(modp) a 2 = -1 (modp).
Ako jednacina (6.7) ima reSenje x, tada vazi

p—1
a 2 =xP~1 =1 (modp).

p-1
Vazi i obratno, ako je a 2z = 1 (mod p), tada jednadina (6.7) ima

reSenje, a ve¢ smo napomenuli da jednacina (6.7) ne moze imati ta¢no
jedno reSenje. m

Teorema 6.8

1) Akoje a = b (mod p), onda je (2) = (2).

266 =)

3) Akoje (a, p) =1, onda je (a?i) =1u (E) = 1.

2 (_?1) _ (_1)p—1 (_1) _ {+1 ako je p i 1 (mod 4)

2o U P —1 akoje p 3 (mod 4)

2 p?-1

9 ()= (1=

p

Dokaz.

1) Akoje a = b (mod p), tada kongruencija x> = a (mod p) ima

reSenje ako i samo ako reenje ima kongruencija x> = b (mod p).

2) 1z
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sledi da je (%) (g) = (‘%”)

3) Kongruencija x% = a? (modp) ima reSenje ako je x = a.

Specijalno x =1, x? = 1 (mod p).

4) Ako uvrstimo a = -1 u Ojlerov kriterijum, dobijamo da je

(%) = (—1)10%1 (mod p).

Leva i desna strana poslednje kongruencije po apsolutnoj vrednosti
jednake su jedinici, pa one mogu biti kongruentne po modulu p (p > 2),
jedino ako su jednake, tj. ako je

(- o'

Broj (=1) 2z jednakje +1, akoje p =1 (mod4) tj. p=4k + 1,
a-1 akoje p = 3 (mod4) tj. p = 4k + 3.

2_
5) Akoje p=8n+1ili p = 8n+ 7, tadaje pTl paran broj, a ako
je p=8n+3 ili p=38n+ 5 jeneparan broj, pa treba pokazati da je

(E) _ {+1 akoje p = 1(mod8)ili p = 7 (mod 8)
p/  |-1akoje p= 3(mod8)ili p = 5 (mod 8)

Prema Gausovom kriterijumu imamo da je (%) = (—=1)%, pri ¢emu

-1

je k broj elemenata skupa {1 -2, 2 - 2,...,p7 ‘2 =p- 1}, tj.

skupa S = {2,4,6,..., p— 1} parnih brojeva manjih od p - 1 ¢ijije
najmanji po apsolutnoj vrednosti ostatak pri deljenju sa p negativan.
Najmanji po apsolutnoj vrednosti ostatak pri deljenju nekog broja iz S

sa p je negativan ako je taj broj veci od g. Posto parnih prirodnih

brojeva manjih ili jednakih 2 ima [%] sledidaje k = 2= - [E].
Sada,

- akoje p = 8n + I, imamo k = 4n - 2n = 2n,

- akoje p = 8n + 3, imamo k = (4n + 1) - 2n = 2n + 1,
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- akoje p=8n +5, imamo k = (4dn+2) -Cn+1) = 2n +1,
- akoje p=8n +7, imamo k=(“4n+3)- Cn+1) = 2(n + 1),

paje (g) = (—=1)* jednako I, ako je prost broj p oblika 8xn + I ili

8n + 7, dok je jednako -/, akoje p oblika §n+ 3 ili Sn+35. m

Teorema 6.9 (Gausov Kkriterijum) Neka je p neparan broj
NZD (a, p) = 1. Posmatrajmo brojeve a, 2a, 3a, ..., pT_la, i njihove
najmanje ostatke pri deljenju sa p. Oznacimo sa k broj ostataka koji su
veci od g tada je (%) =(-1)".

Dokaz. Neka su 7, ... ,r,, ostaci koji su veci od g, anekasusy, .., Sk
preostali ostaci. Brojevi 7y, ..., 7, S5, ..., Sx su medusobno razliciti (po

Teoremi 4.14) 1 nijedan od njih nije jednak nuli. Znamo n+k = pT_l.

Brojevi p — r; sumedusobno razli¢itii0 < p —7; < g, za i=1 ..,n.
Takode nijedan od brojeva p —r; nije jednak nekom s;. Zaista, ako je
p—ri = s, tadaje ; = aa (modp), s; = Pa (modp), zaneke
1<apf < pT_l, paiz a(x +8) = 0(modp) i (ap)= 1
sledi da je o« +p8 =0 (modp), a to je nemoguce jer je
2<a+p <p-1

Prema tome brojevi p - r;, ..., p—ry S, ..., S¢ su svi medusobno

e, . . -1 . . -1 v
razli¢iti, ima ih pT 1 elementi su skupa {1, - pT} Stoga su to bas

. . -1 v s .
brojevi 1, 2, ..., pT samo u nekom drugom poretku. MnoZze¢i ih
dobijamo

p—1
(p ‘r‘l)...(p_rn) Sl... Sk — 1 2 N.(T)-
Odavde je

1.2 (pT_1> = (=) (=1)s; Sk

= (D" TSy s

p—1

= (-D"a -2a -3a ( )a (mod p).
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Sada skratimo sa (pT_l)!, pa dobijemo

-1
1= (D" apT (mod p),

pa je po Ojlerovom kriterijumu

(g) a7 = (=" (modp). m

Teorema 6. 10 Ako je p neparan prost broji (a, 2p) = 1, tada je
a

(5)= -1, gdeje

Lo
3
j=1Lp
2 p?-1
Takode vazi (E) = (—1) s .
Dokaz. Koristi¢emo iste oznake kao i u prethodnoj teoremi. Neka

: . . o : -1 o
su r; 1 s; ostaci pri delenju broja ja sa p, j=1, .., pT. Koli¢nici

pri tome delenju su brojevi l%] Ako je sada (a, p) = I, tada imamo

-1 -1

pT_ pT ja n k
LRI ED RSN
i=1 j=1 p i=1 i=1
pT—l n k n k
QT2 BT sm ) k) s
j=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Oduzimanjem ova dva izraza, dobijamo

p-1 -1 . n
(a—1) Z;lj =p (Z;l l]?aJ - n) + 2 Zi=1ri.

Nadalje je
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pa je

-1

p-1 .
(a—l)pzz_ ! ZZ ? %J—n(modz).

j=1

Ako je sada a neparan, tj. (a, 2p) = I, tada odavde dobijamo da je

n = ZZ []?aJ (mod 2),

. .. _ p*-1 N V)
aako je a =2, tada dobijamo n = —— (mod 2), jerje l?J =0 za
p-1
-
Sada tvrdenje teoreme sledi iz Gausove leme. m

j=1,..,

Teorema 6. 11 (Gausov zakon kvadratnog reciprociteta) Ako su
p i g razliciti neparni prosti brojevi tada vazi

B Q-

Drugim recima, p i q oba oblika 4k + 3, onda jedna od kongruencija
x?2=p (modq), x?>= q(modp) ima reSenja, a druga nema. Ako
barem jedan od brojeva p i q ima oblik 4k + 1, tada ili obe
kongruencije imaju resenje ili obe nemaju resenje.

Dokaz.NekajeSz{(x,y):x,y €Z, 1 <x < pT_l,l <y < qT_l}
Skup S ima pT_l : qT_l ¢lanova. Podelimo S na dva disjunktna

podskupa, S; 1 S prema tome da li je gx > py ili qgx < py.
Uoc¢imo da ne moze biti gx = py. Skup S, je, dakle, skup svih parova
(x,y) takvih daje 1< x pT‘l i1<gq %" Takvih parova ima
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p—1
> 5l
x=1LD '

Slicno se S sastoji od svih parova (x, y), takvihdaje n <y <

1 <x< pq—y, a takvih parova ima

-1
2. [5]
y=114
Prema tome je
I IO o B
j=1 2
pa je prema teoremi 6. 10
DY (@) _ , 4 Bot.4
B Q=== .

Primer 6.9 Odrediti Lezendrov simbol ( 612).

- (AEREE
2)-&)-0)--
@)-)-0-0-Q-coF
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pa sledi

(%?):1 D -1-(-D=1,

tj. -42 je kvadratni ostatak po modulu 61.

Primer 6.10 Odrediti sve proste brojeve p takve da je -2
kvadratni ostatak po modulu p.

ReSenje. Potrebno je pronaéi sve proste brojeve p za koje vazi:

-2 -1\ /2
)= )=
p p/ \p
Postoje dve moguénosti:
o (XY=1i (%) =
o (3)=1i()=1
Prvi uslov je ekvivalentan sa p = 1 (mod 4), adrugi p =1 (mod 8)

i
p = 7 (mod 8), $to zajedno daje p =1 (mod 8).

20 (‘Fl) = —1i (i) = 1.

Prvi uslov je ekvivalentan sa p = 3 (mod 4), adrugi sa p = 3 (mod
8)1 p =5 (mod 8), $to zajedno daje p = 3 (mod 8).

Dakle, (‘?2) =1. Akoje p =1 (mod 8) ili p =3 (mod 8).
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6. 4 Kongruencije viSeg reda

Polinom sa celobrojnim koeficijentima je aritmeti¢ka funkcija. Ako
polinom P (x) napiSemo u obliku

(6. 8) P(x) =a,x"+a,_x" 1+ 1..4aq,

tako da je a, # 0. Keoficijent a, nazivamo vode¢i koeficijent polinoma
P(x). Ako je a, # 0 (mod m) gde je m proizvoljan ceo broj, kazemo
da je kongruencija

P(x) =0 (mod m)

reda n po modulu m.

Kongruencije viSeg reda su kongruencije reda n > 2. ReSenje te
kogruencije je svaki broj x zakojije P(x) deljivsa m. Broj reSenja
kongruencije jednak je broju klasa ostataka koji zadovoljavaju tu
kongruenciju.

Broj reSenja kongruencije viSeg reda ne mora biti jednak redu
kongruencije, moze biti jednak redu kongruencije, moze biti manji ili
vecli.

Primer 6.11 Kongruencija x% — 2x + 3 = 0 (mod 4) nema
reSenja, jer nijedan od brojeva od potpunog sistema ostataka {0,1,2,3}
ne zadovoljava kongruenciju.

Kongruencija x? —4x + 3 = 0 (mod 6) ima dva reSenja to su

x = 1,3 (mod 6).

Kongruencija x3 = 2 (mod 6) ima samo jedno reenje i to je

x = 2 (mod 6).

Kongruencija x? — 1 = 0 (mod 24) ima osam resenja.

Kongruenciju zadovoljavaju sledeci brojevi iz potpunog sistema ostataka
pomodulu 24:1,5,7, 11,13, 17,19, 23. A

Neka su R(x), P(x), Q(x) polinomi sa celobrojnim koeficijentima
inekaje R(x) = P(x) — Q(x). Ako su svi koeficijenti polinoma R (x)
deljivi sa m, tada su polinomi P(x) i Q(x) kongruentni po modulu
m, tj.
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P(x) = Q(x)(mod m).
Primer 6.12 Polinomi P(x) = 3x3 —4x + 11 Q(x)= —2x3 + x — 4

su kongruentni po modulu 5, jer je njihova razlika polinom
R(x) = 5x3 — 5x + 5 koji ima sve koeficijente deljive sa 5. A

Definicija 6. 3 Polinom P(x) je deljiv polinomom @Q(x) po
modulu m, ako postoji polinom sa celobrojnim koeficijentima S(x)
takav da je

P(x) = Q(x)S(x)(mod m).

Primer 6. 13 Polinom 4x3 + 2 je deljiv polinomom x? + 3x + 4
po modulu 5, jerje

4x3 4+ 2 = (x®> + 3x + 4)(4x + 3)(mmod 5).

Zaista mnoZenjem polinoma na desnoj strani jednakosti dobijamo
polinom 4x3 + 15x% 4+ 25x + 12 koji je kongruentan sa polinomom
4x3 + 2 pomodulu 5. A

Teorema 6. 12 Ako u polinomu sa celorojnim koeficijentima

P(x) = apx™ + - +ay
vodeci koeficijent a, nije deljiv prostim brojem p, tada kongruencija
P(x) = 0 (mod p)

Ima najvise n razlicitih resenja.

Dokaz. Dokaz izvodimo indikcijom po n. Za n=I, P(x) = a;x + a,
dat je dokaz u linearnim kongruencijama.

Pretpostavimo da trvdenje vazi za polinome stepena manjeg od n.

Ako pretpostavimo da za polinom P(x) = a,x™ + --- +a, stepena n> 1
nekongruentno po modulu p. Neka su to reSenja x;, X2, ..., Xy, X+ 1.
Tada je P(x)— P(xy) =a,(x™—x")+ - +a;(x —x;). Kako je
svaka od razlika x™ — x7', ..., (x — x;) deljivasa x—x; toje

(6. 9) P(x) — P(x;) = (x — x1)Q(x)
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gdeje Q(x) = a,x™ !+ -+ a;x polinom sa celobrojnim
koeficijentima. Iz prethodne jednakosti sledi da je

(x —x1)Q(x) = P(x) — P(x;)(mod p),

a kako je P(x;) = 0(mod p) dobijamo kongruenciju

(x = x1)Q(x) = P(x)(mod p).

Ako u poslednju kongruenciju za x uzimamo vrednosti x,, X3, ..., Xp+;
(to su reSenja kongruencije P(x) = 0(mod p) dobijamo kongruencije

(x2 = x1)Q(xz) = 0(mod p), ..., (xp41 — x1)Q(Xp41) = 0(mod p).

Kako su reSenja x;, x», ..., X,+; po parovima nekongruentni po modulu p,
tada su i sve razlike x, — x4, ..., X,41 — X1 Uzajamno proste sa p.
Kako je (x; —x,) # 0 za i = 2, ..., n+ I, moZe se izvrSiti skra¢ivanje
prethodnih kongruencija, pa dobijamo

Q(xz) = 0 (mod p), ..., Q(xn41) = 0(mod p).

To znaéi da kongruencija Q(x) = 0(mod p), koja je stepena n - I ima
n po parovima nekongruentnih reSenja po modulu p. To je
kontradikcija sa pretpostavkom indukcije. Znaci kongruencija stepena n
ne moze imati viSe od n nekongruentnih reSenja. m

Teorema 6. 13 Neka je P(x) polinom stepena n sa celobrojnim
koeficijentima i p prost broj. Ako kongruencija

P(x) = 0(mod p)

Ima vise od n razlicitih (nekongruentnih) resenja, onda su svi
koeficijenti polinoma P(x) deljivi sa p.

Dokaz. Za n = I tvrdenje sledi na osnovu tvrdenja o linearnim
kongruencijama. Pretpostavimo da ona vazi i za sve polinome stepena
manjeg od n. Neka je

P(x)=ax™+-+ayip]|ay,
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Tada je za svaki ceo broj x, a,x™ = 0(mod p). To vazi i za sve ostale
¢lanove polinoma u kojima je koeficijent deljiv sa p. Ako nisu svi
koeficijenti deljivi sa p, onda posle izdvajanja ¢lanova deljivih sa p

dobijamo polinom Q(x) ¢iji je stepen manji od n, pri cemu je
P(x) = Q(x) = 0(mod p).
Nekaje Q(x) = agx* + -+ gde je a; ceo broj koji nije deljiv sa p.

Ali to je kontradikcija, jer onda kongruencija Q(x) = 0(mod p) ne bi
mogla imati viSe od & reSenja. m

Primer 6. 14
a) Kongruencija x3 + x + 4 = 0 (mod 5) nema resenja. Neposredno
se proverava potpun sistem ostataka {0, 1,2, 3, 4};
b) Kongruencija x3 —x + 1 = 0 (mod 5) ima samo jedno resenje,
x = 3 (mod 5);
c) Kongruencija x3 —x = 0 (mod 5) ima tri reSenja:
x =0 (mod5), x =1(mod5), x =4 (mod5). Uovom slucaju se
dostize granica iz prethodne teoreme.A

U slucaju kada je modul slozen broj, teorema (6.13) ne vazi.

Primer 6. 15 Kongruencija tre¢eg reda x3 — x = 0 (mod 6) ima
Sest reSenja. Svaki ceo broj zadovoljava kongruenciju. A

Teorema 6. 14 Neka je P(x) polinom sa celobrojnim
koeficijentima i m sloZen broj sa kanonskom faktorizacijom
Cq a (24 . ..
m=p;" "p,° Dy . Tadaje kongruencija
(6. 10) P(x) = 0(mod m)

ekvivalentna sistemu kongruencija

(6. 11) P(x) = 0(mod p;*)

P(x) = O(mod py¥)

tj. ima isti skup reSenja.
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Dokaz. Akoje x = a (mod m) reSenje kongruencije (6.10), onda
je broj P(x) deljivsa m, prema tome i sa svakim od brojeva
'pf Lo p;:k, Sto znamo da je svako reSenje kongruencije (6.10) i reSenje
kongruencije (6. 11).

Obratno ako je x = b(mod m) reSenje sistema (6. 11) tada je broj
P(b) deljiv sa svakim od brojeva pf L, p:k. Kako su to, po parovima
uzajamno prosti brojevi, sledi da je P(b) deljivsa m, tj. x = b (mod m)
je resSenje kongruencije (6.10). m

Teorema 6. 15 Neka je P(x) polinom sa celobrojnim koeficijentima
. v . . .. Cq Xy X
i m sloZen broj sa kanonskom faktorizacijom m =p;* - p,” - p.".
Ako u sistemu kongruencija 6.11 prva kongruencija ima m;

. . oy o,
nekongruentnih resenja po modulu p;*, a druga m, po modulu p,>, ..,
poslednja my nekongruentnih resenja po modulu p;:k, tada
kongruencija 6.10 ima mq-m,---my nekongruentnih resenja po
modulu m.

Dokaz. Nekaje x = a; (mod p;x ) bilo koje resenje i-te
kongruencije sistema 7.4 i = [, .., k
Posmatrajmo sistem kongruencija

(6.12) x = a; (mod p; )

x = a;, (mod p;*).

Kako su moduli tih kongruencija po parovima uzajamno prosti, prema
Kineskoj teoremi o ostacima, sistem 6.12 ima ta¢no jedno resenje po
modulu m. To reSenje je tada i reSenja sistema 6.7/ Izredajuéi tako
svako reSenje svake kongruencije dobijamo dokaz tvrdenja.

Primer 6. 16 Skup reSenja kongruencije x, —x = 0 (mod 20)
poklapa se sa skupom resenja sistema

x* —x =0 (mod 4)
x* —x =0 (mod 5).
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Resenja prve kongruencije su x = 0; 1 (mod 4), areSenja druge
kongruencije su x = 0; 1 (mod 5). Na osnovu teoreme 6.15
kongruencija x* —x = 0 (mod 20) ima Cetiri razli¢ita reSenja. A
Sada ¢emo ispitati kongruenciju

(6.13) P (x) = 0 (mod p*®).

Kako za svaki ceo broj ¢ izrelacije P (¢) = 0 (mod p®) sledi da je

P(c) =0(modp*), k =1,2,...,s—1

tj. svako resenje kongruencije P(x) = 0 (mod p®) je reSenje i
kongruencije

P(x) =0 (modp*) (1<k <s-1)
i posebne kongruencije
P(x) = 0 (mod p).
ZakljuCujemo da se sva reSenja kongruencije
P(x) =0 (mod p®)
nalaze medu reSenjima kongruencije
P(x) = 0 (mod p).
Definicija 6. 4 Neka je dat polinom
P(x)= apx™ + ap_ x"" 1+ -+ a;x + ag;
izraz
P(x)=nax" "1+ (n— Da,_ x"" 2+ -+ a4

Nazivamo izvodom polinoma P (x).
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Sada éemo dokazati teoremu koja ¢e nam omoguditi resavanje
kongruencije

P(x) = 0 (mod p®)
pomocu kongruencije
P(x) = 0 (mod p).

Teorema 6. 16 Neka je x = x, (mod p), gdeje p prost broj,
resenje kongruencije

(6. 14) P(x) = 0 (modp)
1. Ako je
(6. 15) P'® % 0 (mod p)

tada postoji jedno i samo jedno resenje x = x; (mod p*), x; € (X))
kongruencije

(6. 16) P(x) = 0 (mod p?).
2. Ako je
(6.17) P'(x) = 0 (mod p),

a x=x; (modp*), x; € (x0) ). resenje kongruencije
(6. 18) P(x) = 0 (mod p*).

2.1 Akoje k<s—11i

(6. 19) P(x;) % 0 (mod p** 1)

tada kongruencija P(x) # 0 (mod p** 1) nema resenja medu
brojevima klase (xo)p)-
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2.2 Akoje k=s—11i
(6. 20) P(x;) = 0 (mod p®)

tada je kongruencija P(x;) = 0 (mod p) zadovoljena za sve brojeve
klase (x0)p-

Dokaz.
1. Dokaz izvodimo indukcijom. Tvrdenje je tatno za s = 1 na osnovu

pretpostavke da je x = x, (mod p) reSenje kongruencije (6. 14).
Pretpostavimo sada da za s = k kongruencija

(6.21) P(x) = 0 (mod p*)

ima jedno i samo jedno resSenje
x = x; (mod p*), X1 € (X0)p)-
Ako je
(6. 22) x, = x; + pke,
i odredimo ¢ tako da vazi
(6. 23) P(x,) = 0 (mod p** 1).

Ako polinom P(x; + p** 1) uredimo po stepenima od p*t i
rastu¢em poretku, dobija se

P(x; + p*t) = P(xy) + P'(xy) p*t + c,p?Ft? + c5p®Fe® + -
+ c,p™*t™

gdesu ¢;, i = 2,3,...,n, celibrojevi.
Kako je ¢;p*t! =0 (modp** 1) za i =2,3,...,n, odavdeiiz
P(x;) = 0 (mod p** 1) sledi

P(x;) + P'(x;) p*t =0 (mod p** 1)

ako prethodnu jednakost podelimo sa p* dobijamo
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(6.24) % + P'(x;) t =0 (mod p),

P(xq1)
pk

je ceo broj, jer prema pretpostavci x; je reSenje kongruencije
P(x) = 0 (mod p").

Kako zbog x; € (xo)) vazi x; = x, (mod p), takode je
P'(x;) = P'(xy) (mod p), §to sa pretpostavkom P’(x,) # 0 (mod p)
daje

(6. 25) P'(x;) # 0 (mod p).

Medutim tada linearna kongruencija (6.24) ima jedno i samo jedno

reSenje. Ako je to reSenje t = t, (mod p) reSenje kongruencije
(6.26) P(x) = 0 (mod p**t 1)

je x = x, (mod p*¥* 1), odnosno

x = x; + p*ty(mod p**t 1Y)

poSto na osnovu (6.22) x, = x; (mod p) takode je x; € (Xo)(p).-
Time je dokazano da pod datim wuslovima postoji reSenje
x = x, (mod p** 1), x, € (x0) ¢y kongruencije (6.26).

Dokazac¢emo da je to jedino reSenje iz klase (X)) Neka je

x=x3 (Pt 1), xz€ (X0) (m)
reSenje kongruencije (6.26). Tada iz relacije
(6.27) P(x3) = 0 (modpk*t?1)

sledi f(x3) = 0 (mod p*), §to znadidaje x = x; (mod p*) odakle

je x3 = x; + p*t;, gdeje t; ceo broj. Odavde iz relacije (6.27)
dobijase P(x; + p*t;) = 0 (mod p** 1) odnosno
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P(xy)
pk

+ P'(x;) t; = 0 (mod p).

Ovarelacija sa (6.24) daje
P'(x1) (t1 — to) = 0 (mod p),
s obzirom na relaciju (6.25), zaklju¢ujemo
t; — to = 0 (mod p).
Kako je x3 —x, = p* (t; —t;) naosnovu prethodne relacije je
X3 = x, (mod p** 1).

1z prethodne relacije sledi da je reSenje x = x, (mod p** 1),

X5 € (Xo)(py kongruencije (6.27) jednoznacno odredeno.
Zaklju€ujemo da tvrdenje / date teoreme vaziiza k = s, priemuje s
proizvoljan prirodan broj.

2. Ako je zadovoljen uslov (6.17) iako je x = x; (mod p*),
X1 € (Xo)(p) reSenje kongruencije

P(x) = 0 (mod p*).
Ako je
(6. 28) x =x, +pkt

odredimo ceo broj ¢ tako da je (6.28) reSenje kongruencije (6.16). Iz
P(x; + p*t) = 0 (mod p®), sli¢no kao u prethodnom slucaju, imamo

P ) _ _
%—I—P (x))t =0 (modp>~ %),

odavde i na osnovu pretpostavke P’'(x,) = 0 (mod p) is obzirom na
relaciju x; = x, (mod p) dobijamo
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P'(x;)
pk

=0 (modpS~ %)

odnosno

(6. 29) P(x;) =0 (mod p®).

2. 1 Ako je zadovoljen uslov (6.19) i akoje k +1 < s tada je relacija
(6.29) nemoguca. Prema tome, u tom slu¢aju nijedan element klase

(x0)(py nije reSenje kongruencije (6.16).

2. 2 Ako je zadovoljen uslov (6.20) iakoje k =s—1, tada
kongruencija (6.16) ima p reSenja

x=x,+ p° ft(modp’), t=012.,p—1,
koji su elementi klase (xg)p). ®
Primer 6. 17 Resiti kongruenciju
P(x) = x°—4x*—2x%2+x +10 = 0 (mod 27).
ReSenje: Da reSimo kongruenciju
(6.30) P(x) =x° —4x*—2x%+ x+ 10 = 0 (mod 33),
potrebno je prvo da reSimo kongruenciju
x° — 4x* — 2x% + x + 10 = 0 (mod 3),
posto je 27 = 33. Jedino reSenje x = 1 (mod 3). Kako je

P'(x) =5x*—16x3—4x+1, P’(1) =—-14 i P'(1) £ 0 (mod 3)
kongruencija (6.30) ima reSenje. Sada trazimo reSenje kongruencije

(6. 31) P(x) =0 (mod?9)
oblika
(6. 32) x =1+ 3t,
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gde je ¢ ceo broj. Prema teoremi (6.16) je
P(1+3t)=P()+P'(1) -3t =0 (mod?9).
Kakoje P(1) = 6 i P'(1) = —14 dobija se kongruencija
6 — 42t =0 (mod9)
odnosno
. 2 — 14t = 0 (mod 3)
.
7t = 1 (mod 3).
Resenje ove kongruencije je t = 1 (mod 3), odnosno
x =4 (mod9).
Resenje kongruencije (6.31), stavljajuéi sada
(6. 33) x =4+ 9t,
trazimo resenje kongruencije
P(4+9t) =P(4) + P'(4) 9t = 0 (mod 27)
odnosno
—18 + 2169t = 0 (mod 27),
tj.
241t = 2 (mod 3).
Tada se dobija daje t = —1(mod 3), tj.

x = =5 (mod 27),
Sto predstavlja reSenje polazne kongruencije. A

Primer 6.18 Resiti kongruenciju:
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P(x)=x*+x3+2x*—x+2 =0 (mod 125).

ReSenje: Da bi smo resili kongruenciju iz primera 6./7, reSavamo
slede¢u kongruenciju:

P(x) =x*+x3+2x%?—x+ 2 =0 (mod 5).
Njena resenja su:
x =1 (mod 5), x=-1(mod5), x=2(modb5).
Kako je P'(x) = 4x3 + 3x2 + 4x — 1, dobijamo da je
P'(1) =5, P'(—1) = —6, P'(-2) = —-29.
Kako je P'(1) =0 (mod5) i P(1) # 0 (mod 25), ne postoji reSenje
polazne kongruencije u klasi ostataka x = 1 (mod 5).
Preostala dva resenja postoje na osnovu teoreme 6./6 stavljajuci
x = —1+ 5¢, x=-—-2+4+5t
dobijamo kongruencije:
f(=1+5t) =0 (mod 25), f(—2+ 5t) =0 (mod 25).
Odavde sledi
1—-6t=0(mod5), 4—29t =0 (mod5),
a zatim
—6t = —1(mod 5), — 29t = —4 (mod 5),
tj.
t =1 (mod)5), t =1 (mod5).
Resenja kongruencije f(x) = 0 (mod 25) su, prema tome,

x = 4 (mod 25), x = 3 (mod 25).
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Stavljajuci
x =4+ 25t (mod 125), x =3+ 25t (mod 125)
dobijaju se na sli¢an nacin kongruencije
144+ 319t =0 (mod 5), 5+ 146t =0 (mod 5),
¢ija su resSenja
= —1(mod5), t=0(mod)).
Resenja date kongruencije su

x = —21 (mod 125), x = 3 (mod 125). A
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Zakljucak

Cilj ovog rada je obrada tema koje su znacajne za dodatni rad, rad sa
nadarenim ucenicima, kao i1 priprema za takmicenja ucenika osnovnih 1
srednjih Skola. U radu su obradene teme iz teorije brojeva kao §to su
deljivost celih brojeva i osobine prostih brojeva. Definisane su i detaljno
obradene relacija kongruencije i njene osobine, kao i klase ostataka. Rad
je fokusiran na obradu teme kongruencije s jednom nepoznatom: linearne
kongruencije, sistemi linearnih kongruencija, kvadratne kongruencije i
kongruencije viSeg reda. U radu su koriS¢ene metoda matematicke
indukcije 1 diferencijalnog racuna u dokazivanju tvrdenja i reSavanju
slozenijih zadataka. Moguénost daljeg proucavanja i prosirenja teme bi
obuhvatilo obradu kongruencija s jednom nepoznatom po slozenom
modulu.

Naime, zeleo sam da pokazem da se do reSenja matematickog
problema ne dolazi jednostavno, ve¢ da ono nastaje kao rezultat
razmiSljanja 1 logi¢kog rezonovanja. ReSenje zadataka mora da, pre
svega, zvuci prirodno tako da deluje potpuno ocigledno i razumno, da u
odredenom trenutku dobijamo i nove ideje. Smatram da su ciljevi mog
rada u potpunosti ispunjeni.
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