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Predgovor

Tema ovog master rada je jedna klasa singularno perturbovanih problema
(problemi konvekcije-difuzije sa Robinovim konturnim uslovima) i numericka
analiza odredenog konacnog-diferencnog postupka. Na slojno-adaptivnim
mrezama Siskinovog tipa izvedena je uniformna ocena greske, a rezultati su
verifikovani numerickim eksperimentima.

Ovi problemi su nastali kao modeli za mnoge fizicke i hemijske pojave. Ja-
vljaju se u fizici, dinamici fluida, opisu difuzino konvekcionih reakcijskih mo-
dela. Uopste, poslednjih pedesetak godina privlace paznju mnogih naucnika.
Stoga je na ovu temu napisano dosta nau¢nih radova i monografija.

Rad se sastoji od pet glava i dva priloga.

Prva glava je uvodna i sadrzi pregled osnovnih definicija i teorema o line-
arnim konturnim problemima, sa akcentom na lineranom konturnom pro-
blemu treceg reda na uniformnoj mrezi. Data je definicija diskretnog ana-
logona i odredeni su ¢lanovi tridijagonalne matrice.

U drugoj glavi je uvedena mreza Siskinovog tipa koja ée biti koriséena
za diskretizaciju problema datog u radu. Takode je navedena i Bahvalov-
Siskinova mreza, na kojoj ée pored Siskinove mreze biti izvrseni numericki
eksperimenti.

TrecCa i cetvrta glava su najznacajniji deo rada.

U trec¢oj glavi se uvodi posmatrani problem. Navodi se princip minimuma
i granice za ta¢no reSenje i njegove izvode. Izvedena je dekompozicija resenja
na singularnu i glatku komponentu, i navedene su granice komponenti resenja
i njihovih izvoda. Izvrsena je diskretizacija problema koris¢enjem upwind po-
stupka. Izvedena je teorema diskretnog minimuma koja dovodi do granice
reSenja diskretne forme problema. Data je dekompozicija diskretnog resenja.
U poslednjem delu ove glave su date posebne ocene greski za svaku kompo-
nentu numerickog resenja, koje vode do teoreme o oceni greske numerickog
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reSenja.

Cetvrta glava je posveéena kompjuterskim rezultatima konkretnog primera
singularno perturbovanog problema sa Robinovim uslovima. Prikazani su
grafici tac¢nog i pribliznog resenja, kao i tabele koje daju greske i ocene reda
konvergencije.

U petoj glavi je dat zakljucak ovog rada: da za numericku aproksimaciju
reSenja metod daje robusnost u odnosu na perturbacioni parametar.

U prvom prilogu su navedene teoreme i definicije iz linearne algebre i ana-

lize koje su potrebne za ovaj rad. U drugom prilogu su dati Mathematica
programi koji su koriséeni za numericke eksperimente.

kK

Ogromnu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Heleni Zarin na kori-
snim savetima, sugestijama i primedbama. Bez njene pomoci rad ne bi imao
sadasnji oblik.

Zelim da se posebno zahvalim i predsedniku komisije dr Dragoslavu Hercegu
na interesovanju za moj rad i pomod¢i koju mi je pruzio u toku izrade rada.

Zahvaljujem se i ¢lanu komisije dr Pordje Hercegu.

Novi Sad, septembar 2011. godine Lidija Krstanovi¢



Glava 1
Uvod

1.1 Konturni problemi obi¢nih diferencijalnih
jednacina

Kada se od resenja diferencijalne jednacine zahteva da zadovoljava dodatne
uslove u dve ili vise tacaka dobija se konturni problem obi¢nih diferencijalnih
jednacina.

Trazi se reSenje u diferencijalne jednacine drugog reda u intervalu [a, b]

u'(z) = f(z,u,u) (1.1)

koje zadovoljava konturne uslove opsteg tipa

Priu(a) + Brow’ (a) + y11u(b) + 120/ (b) =
Baru(a) + Bagu’(a) + Y21u(b) + ya2u'(b) =

gde su B, vij, 4,7 = 1,2, o, 8 date konstante.

Konturni problem (1.1) - (1.2) je u opstem slucaju nelinearan. Ako
je a=p=0, tada su konturni uslovi (1.2) homogeni. Specijalni slucajevi
konturnih uslova (1.2) su

(1.2)

u(a) = a, u(b) =06, (1.3)
u'(a) = a, u'(b) =B, (1.4)
Bruu(a) + Bl (a) = @, pyu(b) + 11l (B) = B (15)

Diferencijalna jednac¢ina sa konturnim uslovima (1.3) daje konturni problem
prvog reda, sa konturnim uslovima (1.4) daje konturni problem drugog
reda, a sa konturnim uslovima (1.5) treéeg reda. Ako je u (1.5) a=£=0
odgovarajuéi uslovi se nazivaju Sturmovim. Konturni uslovi (1.3) se nazi-
vaju Dirihleovi uslovi, uslovi (1.4) su Nojmanovi uslovi, dok su uslovi

(1.5) poznati kao Robinovi konturni uslovi.
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Posebno su vazni i interesantni linearni konturni problemi , tj. takvi
problemi kod kojih je diferencijalna jednacina linearna. Linearna diferenci-
jalna jednacina drugog reda se moze zapisati u obliku

Lu=r(x), z € [a,b], (1.6)
gde je

Lu=—u"+ p(z) v + q(x) u,

a funkcije p(x), q(z), i r(x) su definisane na intervalu [a, b]. Diferencijalna
jednacina je homogena ako je r(z) = 0, x € [a, b], a konturni problem je
homogen ako su i jednacina i konturni uslov homogeni.

Posmatramo numericko resavanje linearnog konturnog problema treceg reda

u'(z) = f(z,u,u’), x € la,b,
Bru(a) + Bru'(a) = o, ynu(b) +yu'(b) = B

pod pretpostavkama koje garantuju egzistenciju i jedinstvenost resenja u
posmatranog konturnog problema. Na ekvidistantnoj mrezi diskretizacije

In=Az;=a+ih: i=0,1,...,n} (1.7)
koja je odredena korakom diskretizacije

h:b—a

, neN

formira se diskretni analogon za posmatrani konturni problem. U zavi-
snosti od toga da li se posmatra linearan ili nelinearan konturni problem,
diskretni analogon je sistem linearnih, odnosno nelinearnih jednacina. U
opstem slucaju diskretni analogon se moze zapisati kao sistem

Fo(w) =0
F1(w) =0 (1.8)
Fo(w) =0,

pri ¢emu je
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Sistem (1.8) moze se zapisati krace kao

F(w)=0

gde je preslikavanje F' definisano preko svojih komponenti Fy, Fi,..., F),.
Resenje diskretnog analogona oznacava se sa

*

— * * 1T n+1
w' = [wg, wy,..., wi]" €R

a restrikcija tacnog reSenja u posmatranog konturnog problema na mrezi
diskretizacije I, sa uy. Koriste se oznake

w; =u(z;), 1=0,1,...,n,
tako da je
up = [ug, ug, . . . ,un]T
odnosno
Up = [Oé, U, U2, . .. 7Un7175]T-

Resenje w* diskretnog analogona je numericko resenje posmatranog ko-
nturnog problema, odnosno w* je aproksimacija za uy,

w* Ry,
.
*N '_
w; ~u(x;), 1=0,1,...,n.

Posebno je znacajno utvrditi kada postoji jedinstveno resenje w* sistema
(1.8) i sta se moze redi za gresku

[w” = unl].
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1.2 Linearni konturni problemi na uniformnoj
mrezi
Posmatramo linearni konturni problem treceg reda

—u" +p(@)u' + q@)u =r(z), =€ la,b],
Bru(a) + Bau'(a) = o, yu(b) +1eu'(b) = B (1.9)
Diskretni analogon ovog problema se formira tako $to se u unutrasnjoj

tacki mreze [}, izvodi funkcije u aproksimiraju diferencnim koli¢nicima. Tako
se dobija diskretni analogon problema (1.9)

Brwo + PaD'wy =
—D"w; + p(x;) D'w; + q(z)w; = r(z;), i=1,2,...,n—1, (1.10)
Ywy, + 2 D'w, = B,

gde je D" diferencna Sema za aproksimaciju drugog izvoda, a D’ jedna od
Sema za aproksimaciju prvog izvoda (D_, Dy, D).

1.2.1 Teorema [5] Neka je u € C*[a,b], i neka je z, x +h, x —h € [a,b],
gde je h > 0 dati broj. Ako je

D u(z) = u(r) — Z(l’ - h)7
Dyua) — Mt h})L —ulw)
Dyu(a) = u(z + h)Q—hU(x =)
D) = u(x —h) — 21;(233) +u(z + h) |

onda za k = 2 vazi

u'(z) = D_u(x) + gu”(ﬁl), 0, € (x — h,x),

h
u'(z) = Dyu(z) — 5“”(92% 0> € (z,2 4 h),

h
u'(z) = Dou(z) + Z(u”(eg) —u"(04)), 603€ (x—h,x), 04 € (z,2+h).
Za k = 3 vazi

(95), 65 c (iL’ — h,CC + h),
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u'(z) = D"u(x) + %u”’(QG) —u"(07)), 0 € (x —h,x), 6; € (x,z+h).

Ako je k =4, vazi jos
u'(z) = D"u(x) — —u'V(0), 6bs€ (x—h,z+h).

Umesto D"u(z;) pise se krace D"u; i analogno za diferencne Seme za
aproksimaciju prvog izvoda. Kako je pretpostavljeno da postoji resenje u
problema (1.9) i da je u; = u(x;), dobija se

—D"u; + p(x;)D'u; + q(xi)u; = r(x;), i=1,2,...,n—1,
gde znak ~ stoji zbog toga Sto su izvodi reSenja u u tackama x;, zamenjeni
odgovarajué¢im aproksimacijama. Greska koja se pri tome javlja je
7i|u] = —D"w; + p(x;) D'w; + q(x)w; — r(x;), i=1,2,...,n—1,

i naziva se lokalna greska konzistencije. Vektor

T[] = [0, 71 [u], o [u], . . ., Tu_1[u], 0]" € R™H!

naziva se vektor greske konzistencije.

Kada je ¢ =0, D' = D, za prvu jednac¢inu, D' = D_ za treé¢u jednacinu
diskretni analogon (1.10) moze se zapisati u obliku

<ﬁ1 - &>wo + @wl = aqQ,

h h
1 2 z; 1 z; )
—ﬁwi_l—i— <§—Z¥>wl+<—ﬁ+p(}l )>’LUZ'+1 = T(.CEZ'), 1 = 1,2, PN ,77,—1,
—%wn_qu (’yl—l—%>wn:5. (1.11)

Neka je diskretni analogon (1.10) zapisan u matri¢nom obliku

Aw=r (1.12)

i neka je 7[u] odgovarajudi vektor greske konzistencije.
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1.2.2 Definicija Diskretni analogon (1.12) je stabilan ako je A regularna
matrica i ako vazi

1A ]l < Oy

gde je Cy konstanata nezavisna od n.

1.2.3 Definicija Diskretni analogon (1.12) je konzistentan sa konturnim
uslovom (1.9) ako postoji pozitivan broj m takav da vazi

IT[u]l[o < Coh™

gde je Cy konstanta nezavisna od n. Broj m je red konzistencije.

1.2.4 Definicija Neka postoji resenje w* diskretnog analogona (1.12). Ako
vazi

[un — w*[|oe < Csh?,
gde je C5 konstanta nezavisna od n, kaZe se da w* konvergira ka uy,. Broj s

je red konvergencije.

1.2.5 Teorema /5] Neka je diskretni analogon (1.12) stabilan i konzistentan
sa redom konzistencije m. Tada je m i red konvergencije 1 C3 = Cy Cl.

Neka je u (1.10) sema D’ jednaka D, u prvoj jednacini, a D_ u treco]
jednacini . Tada (1.10) glasi
boU)o + cow1 = @,
aiwi,1+biwi+ciw¢+1 :7’(37@'), 1= 1,2,...,?7,—1, (113)

ApWp_1 + bnwn - 67

gde je
1 2 plz) 1 plz)
= e (vt e (- %)
za svako j € {1,...,n — 1}, i neka je
bOZ/Bl_%7 00:%7 an:_%7 bn_"71+%
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Sistem (1.13) se moze zapisati u obliku

Aw =r

gde je

-bo ‘o -

aq bl C1

as by ¢
A= R (1.14)
Ap—1 bnfl Cpn—1
an by,

1

r= [Oé,?”l,’f’g, s 7Tn—175]T

gde je r; = r(x;).
Sistem Aw = r se jednostavno resava, kao i sistem (1.11). Ocigledno je da
se sistem (1.11) dobija odavde ako stavimo g =0.
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Slojno adaptivne mreze

Svi numericki postupci za reSavanje konturnih problema pomoéu ko-
mpjutera zahtevaju diskretizaciju diferencijalnih jednacina na nekoj mrezi.
Pri izboru mreze diskretizacije potrebno je dosti¢i dva cilja: dobru ta¢nost
numerickog resenja i relativno jeftino resavanje sistema linearnih ili neli-
nearnih jednacina nastalih diskretizacijom polaznog problema.

Izbor dobre mreze je bitan ako se zeli efikasan postupak za probleme kod
kojih se reSenje naglo menja u nekim delovima intervala. Kod nelinearnih
konturnih problema je veoma vazno imati dobru pocetnu aproksimaciju, koja
se kasnije koristi za iterativno resavanje sistema nelinearnih jednac¢ina. Zbog
toga je odgovarajuca mreza ovde posebno vazna. No, nelinearne jednacine
nisu tema ovog rada.

Vreme racunanja i zauzete memorije rastu sa povecanjem broja tacaka.
Imajuéi to u vidu, uvek se tezi dobijanju mreze sa manjim brojem tacaka
(gruba mreza), ali koja daje dovoljno dobru ta¢nost. To znaci da mreza mora
da bude dovoljno fina da osigura egzistenciju resenja diskretnog analogona
i da diskretni analogon adekvatno aproksimira kontinualni konturni problem.

Izbor mreze se mora zasnivati na kontroli greske diskretizacije i ocuvanju
stabilnosti.

2.0.6 Definicija Na intervalu [0,1], mreza je konacan skup

I ={zo,21,...,2,}, néEN,

sa osobinom
O=ap<t1 < - <xp_1 <xp = 1.
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Cvorovi (tacke) mreze su x; zai=0,1,...,n, a unutrasnji cvorovi su x; za
1=1,2,...,n—1.
Koraci mreze su

hi:xi—xi,l, z':1,2,...,n.

2.0.7 Definicija MrezZa je ekvidistantna ako su njeni koraci jednaki, tj.
ako je

hi:hi—h i:2,3,...,n.

U suprotnom, mreza je neekvidistantna.
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2.1 Siskinov tip mreze

Mreze ovog tipa je uveo Sisgkin u [12] i u struénoj literaturi se nazivaju po
njemu. Zbog svoje jednostavnosti ¢esto se koristi i za numericko resavanje
singularno pertubovanih diferencijalnih jednacina.

Za nasu diskretizaciju koristimo mrezu opsteg tipa uvedenu u [10]. Sa o
oznacavamo tranzicioni parametar mreze definisanog sa

o =min{0.5, ésln]\f}. (2.1)

Ako pravimo slabe pretpostavke da je o = éelnN ie < CyN7! kaou
opstem slucaju za singularno perturbovane probleme, to nam osigurava da
o o . -z . .. 1
slojni izraz e= je manji od N« na [0, 1].

Neka je nas diskretizacioni parametar N ceo broj N > 4. Razmatra¢emo
mrezu 0 = zg < 21 < +++ < any-1 < 2y = 1, kao u [10]. Dakle, za tranzi-
tiviu tacku biramo v kao sto Siskin radi, odnosno zy = 0. Tacke u [:cN 1]

su na jednakom rastOJanJu Na [0, xzv} nasu mrezu zadajemo generatlvnom

funkcijom mreze ¢, sa ©(0) = 01 p(3 ) InN, koja je neprekidna, monotona
svuda i po delovima neprekidno diferencijabilna.

Tada je

1 ,
—ep(ty), za t;=+ i:O,l,...,%,

’ 2N — i)

QY = ayla; = ]
1—(1— —elnN)—/———=
( elnN) N

£

za i=Y41,...,N.

(2.2)
gde je o tranziciona tacka definisana u (2.1), a QY je mreza Siskinovog tipa.

Kako postoje samo dva razlicita koraka, kao pogodnost smo dali

{h, 1<i< g,
h; =

H J+1<i<N.

Tako da je h fin, a H grub korak mreze.

Definisemo karakteristicnu funkciju mreze v sa

—Inq.
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Ova funkcija je monotono opadajuca sa ¥(0) = 1 i w(%) = N~!. Primeri
karakteristi¢nih funkcija mreze ¢ su

standardna Siskinova mreza
Ps(t) = e 2Nt (2.3)
Bahvalov-Siskinova mreza:
Yps(t) =1—2(1— N ")t (2.4)

Jos primera karakteristicnih funkcija mreza Siskinovog tipa mogu se naéi
u [6].

Moze se po potrebi pretpostaviti da postoji konstanta C takva da

/
t
max ¢'(t) < C1N (& max W)l
1[0, 2] tef0,d] ¥(t)

Oba i ¥g i ¥pg zadovoljavaju ovaj uslov.
Sledeci rezultati za korak veli¢ine h; ¢e biti koriséeni

< C\N) (2.5)

1 1
hi = —e(p(t;) — o(ti_q)) < —eN1 '(t). 2.6
af-:(sﬁ( ) —@(ti—1)) < o€ [t{r_l?ig]@() (2.6)

Koriséenjem (2.5), dobijamo

hi N
h; <Ce i e= <C za i:1,2,...,5. (2.7)

Iz [7] i [10] je poznato da osobine v za posebne velicine maz|i| su od
neposrednog znacaja za ponasanje uniformne konvergencije nekih numerickih
postupaka. Za dve karakteristi¢ne funkcije mreze date u (2.3) i (2.4) imamo

maz|pg| < ClnN i maz|ge| < C (2.8)

Iz prethodnog zakljucujemo da vazi

h < CeN ™ 'maz|y/| (2.9)

H<CON™" (2.10)
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Numericko resenje singularno
perturbovanog problema sa
Robinovim uslovima

Razmatramo jednodimenzioni singularno-perturbovani problem sa Robi-
novim granicnim uslovima. Pokazujemo, kako teorijski tako i numerickim
eksperimentima, da numericka resenja dobijena koris¢enjem upwind konacne
diferencne seme na Siskinovim mrezama su uniformno konvergentno u odnosu
na perturbacioni parametar.

Razmatramo singularno-perturbovani problem

Lou. = eul +a(z)u. = f(x), z€Q=(0,1) (3.1)

sa Robinovim grani¢nim uslovima

/Blug(()) — Bgéué(O) =A (32)

Nue(1) +9u(l) = B (3.3)
gde je

e€ (0,1, a,feC*Q), alx)>a>0, zc

B1,82>0, B1+pP2>0, 7% >0 1 ~ >0.

12
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Trazimo numericki postupak, koji je uniformno konvergentan u odnosu
na perturbacioni parametar €. Dobar pregled literature o numerickim meto-
dama za singularno perturbovane probleme moze se naé¢i u [11] .

U [4], problam (3.1)-(3.3) je analiziran sa Dirihleovim uslovima:

51:17 ﬁ2:07 ’71:1 v ")/2:0
i sa Noymanovim uslovima:

b1=0,o=—1, 11=1 1 1 =0.

Prisustvo parametra € koji mnozi drugi izvod, ima za posledicu pojavu
grani¢nog sloja u okolini z = 0. Granicni sloj predstavlja oblast domena, u
kom se resenje naglo menja. Iz tog razloga ¢emo koristiti slojno adaptivne
mreze kao mreze diskretizacije singularno perturbovanog problema (3.1)-

(3.2).

Doolan i saradnici u [3] dobijaju uniformno resenje u & za problem
(3.1)-(3.3), koriste¢i fitovane operatorske metode na uniformnim mrezama.
Andreyev i Savin u [1] reSavaju slican problem koji ima Robinov granicni
uslov samo na levoj granici. Numericki postupak se sastoji od modifiko-
vane Samarskii Seme sa Siskinovom mrezom, a dokazana je uniformna konve-
rgencija reda N ~2[n%N.

Pri izvodenju svih ocena gresaka koristicemo L* normu

[fII = max | f(x)].

z€[0,1]
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3.1 Neprekidan problem

Prvo ¢emo izvesti a priori granice za resenje i njegove izvode. Diferencni
operator L. zadovoljava sledeéi princip minimuma.

3.1.1 Teorema Neka je L. diferencni operator definisan u (3.1) i
veC*Q). Ako

B1v(0) — Beet’(0) > 0, 7v(1)+70' (1) >0 ¢ Low<0 za sve x€Q,
onda

v(x) >0  za sve  x € Q.

Dokaz. Pocinjemo sa pretpostavkom da postoji tacka p € Q tako da
v(p) = ming v(z) < 0. Primetimo da nasa hipoteza implicira p # 1.

Razmatramo tri slucaja : 75 =0, & > 221 <<
72 € 72 €
Ako je 2 = 0, sledi v(1) > 0. Definisimo pomoé¢nu funkciju w(z) =
v(x)e2 . Biramo tacku ¢ € , tako da w(q) = mingw(z) < 0 i primetimo
da je ¢ # 1. Sada pretpostavimo da ¢ € 2, onda w'(¢) = 01 w”(q) > 0,
tada L.v(q) > 0, §to je u kontradikciji sa nasom hipotezom. Dakle jedina
je moguénost da je ¢ = 0, Sto znaci da je w'(0) > 01 w(0) < 0. Koristeéi
pomo¢nu funkciju zakljuéujemo da v(0) < 01 v'(0) > 0, §to je takode kon-
tradikcija.

Ako je 2t > ¢, uzimamo u obzir opet pomocnu funkciju w(z) = v(x)es .
Biramo ¢ da minimizira w. Ponovo imamo u vidu da je ¢ # 1, jer ako je
g = 1, onda je minimum w(x) u x = 1, tada je w(1) < 0iw'(1) < 0. Odavde
sledi da je v'(1) < —go(1) 11z 2L > 3 imamo v/(1) < —2tv(1) sto kisi
nasu hipotezu. Ako ¢ € Q onda L.v(q) > 0 $to je u kontradikciji sa nasom
hipotezom, onda je jos jednom jedina mogucénost da w postane minimum u
krajnjoj tacki x = 0. Analognom analizom kao u prvom slucaju dolazimo do
kontradikcije.

Konacno, ako je 2 < £, definiSemo pomocnu funkciju w(z) = v(x)e%.
Biramo ¢ kao ranije i imamo u vidu da je, kao u poslednjem slucaju, g # 1.
Ako ¢ € Q, onda L.v(q) > 0 $to daje kontradikciju sa nasom hipotezom.
Tada jedina preostala moguénost je ¢ = 0, Sto se moze iskljuciti kao i ranije.

O
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Sada ¢emo izracunati a priori granice za tacno resenje i njegove izvode

za problem (3.1)-(3.3).
3.1.2 Lema Resenje u. problema (3.1)-(3.3) zadovoljava

1

Jue|l < (1+72)||f!|+ | Bruc(0 )—BQau’E(O)I+%\%u5(1)+72u2(1)\-

6+ﬁ

Dokaz. Razmatrajmo funkcije

B10:(0) = Pz 0) ( (- m>e—z)

v (w) =

«@
7€

(B1 + Pocx) = Br(1 — B%)e=

Y1€

+i|%us(1) + Youc (1] + —||f|| ( + == :v) + ue ().
M M
Napominjemo da je 519*(0) — Bae(¥*)'(0) = 01 1™ (1) + 72(%)' (1) = 0,

Stavise za x € Q imamo L.y*(z) < 0. Princip minimuma iz Teoreme 3.1.1
sada daje ¥*(x) > 0 za sve z € 2, odakle dobijamo traZeni rezultat. O

Granice za izvode su date u sledec¢oj lemi.

3.1.3 Lema [zvodi ul® resenja u. problema (3.2)-(3.3) zadovoljavaju ocene
[ < Ce maz{|IfII, llucll}, & =1,2,

[l < Ce*maz{I Il £l luell},

gde C zavisi samo od ||al| i ||a’]].

Dokaz. Dokazimo datu lemu. Integrale¢i po delovima dobijamo

/0 "o (D)t = au, |7 — /0 () (1)t

1 takode

‘ /Ox(f —auy)(t)dt] < |[f]| + Cflu]] (3.4)

gde C zavisi od |la|| i ||@'||. Iz teoreme srednje vrednosti, postoji tacka
€ (0,¢) tako da vazi
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i odatle je

leuz (2)] < 2ffue]- (3-5)

Integraljenjem diferencijalne jednacine (3.1) dobijamo, za sve z €

el (z) — eul (0) = /0 (F = au)(t)dt. (3.6)
Iz (3.4)-(3.6), sledi
leu (0)] < [[fII 4 Clucl|-

Iz (3.6) i = z dobijamo

leuc ()] < [[fI] + Cllue|
za sve x € (), pa sledi trazeni rezultat za k = 1. Dalje iz diferencijalne
jednacine (3.1), imamo da je
eul = f—au, i eul =(f—au.)

odakle sukcesivno dobijamo trazene ocene za drugi i treéi izvod. O
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3.1.1 Dekompozicija reSenja

Nas cilj je da izvedemo procenu e-uniformne greske, za koju trzimo ostrije
ocene izvoda reSenja. To se postize koriséenjem sledeé¢e dekompozicije resenja
na glatku i singularnu komponentu

Ue = Ve + We

gde je v. resenje problema

sa grani¢nim uslovima

B10:(0) — Baevl(0) = B1vo(0) — PBacvy(0) 4+ e(B1v1(0) — B2evi(0)),  (3.8)

Y1e(1) + 20l (1) = yu (1) + Yul(1), (3.9)
gde

Ve = Vg + V1 + 62?}2 (310)

i vg,v1 1 vy su definisani, respektivno, da budu resenja problema

avh=f. vo(1) +720h(1) = (1) + 20(1) (3.11)
avf = o, (1) + 220 (1) = 0, (3.12)

Levy = —vy,  B1va(0) = Bagvy(0) = 0, y1v2(1) +9205(1) = 0. (3.13)

Napominjemo da vy i v; ne zavise od ¢, i vy je reSenja problema slicnog
onom koji definige u.. Takode imamo v} € C®(€). Singularna komponenta
w, je reSenje homogenog problema
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Lew. =0 (3.14)

Prwe(0) = Boew (0) = Pruc(0) — Baguz(0) — (Brve(0) — facvi(0)),  (3.15)

(1) + (1) = 0. (3.16)
O

U narednoj lemi dobijamo granice komponenti reSenja i njihovih
izvoda.

3.1.4 Lema Resenje u. problema (3.1)-(3.3) moze se predstaviti kao

Ue = Ve + W,

gde v iw. su definisani u (3.7),(3.8),(3.9), (3.14)-(3.16), respektivno. Pored
toga, komponente v., w. i njihovi izvodi zadovoljavaju granice:

0P| <CA+e*%), k=0,1,2,3,

lw® (z)] < Ce e za sve €, k=0,1,2,3.

Dokaz. Konstatujuéi definicije u (3.10) i (3.11)-(3.13) imamo |[jvs] < C| i
tako

lo-|| < C(1 +¢?). (3.17)

Vo 1 v1 su nezavisni od e kako je navedeno ranije. Otuda da bismo dobili
granice izvoda v., treba razmotriti v. Kako je vy reSenje problema sli¢cnom
(3.1) sa u., njegove ocene izvoda slede iz Leme 3.1.3. Koristeéi ovo sa ocenom
(3.17), dakle imamo

[v®] <C(1+e*%), k=0,1,2.

Za k = 3, dokaz izvodimo koris¢enjem diferencijalne jednacine (3.7) i dobi-
jamo

ev! =f—avl i el =(f—avl),
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sto dovodi do ocene ||v§3)|| < Ce!. Nas dokaz za v. i njegove izvode je ovim
kompletiran.
Za granice od w,. i njegovih izvoda razmatramo funkciju

e — (1 - 22)e™"

vE(x) =C NnEL |+ w(x).
0= | E )

Y1
Napominjemo da je $19%(0) — Boe(¢*)'(0) > 0, 7Y™ (1) + 72(4*)'(1) = 0
i L.y <0, tako da primenom principa minimuma u Teoremi 3.1.1 imamo
Y* > 0 i potreban rezultat sledi, odnosno,

lw.(z)| < Ce™=  za sve x€q.

Granice izvoda od w; se izvode kao u [4]. O
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3.2 Diskretan problem

Sada razmatramo diskretizaciju problema (3.1)-(3.3). Koristimo upwind
konaénu diferencnu Semu

LYU. = e6*U. + a(z;))DTU. = f(z;), ;€ QY, (3.18)
51(]8(1’0) — 5QED+UE(ZBO) = A, (319)
’Yer(xN) -+ "}/QDiUE(SUN) = B, (320)

gde

DTV (x;) = :
( ) hita
(52V( Z) = _i V(xz-&-l) V(CEZ) _ V(xz) V(xz—l) 7
hz hi-‘rl hz
_ h: + h:
hiv1 =iz —2; hi=x;—x;—1, h;= - +2 an

za proizvoljnu funkciju mreze V', i gde je mreza diskretizacije Y, je data u
(2.2).

3.2.1 Teorema Neka je LY upwind konacano diferencni operator definisan
u (3.18)-(5.20) i neka je QN proizvoljna mreza od N + 1 tacaka mreze. Ako
je V bilo koja funkcija mrezZe definisana na ovoj mrezi tako da

BV (x0) — Boe DTV (mg) >0, mV(zn)+D Vizy) >0 i LYV <0,
tada

V(r;) >0 za svako x; € QY.

Dokaz. Poc¢injemo razmatranjem [, = 0, tako da uslov s leva pocinje sa
V(zg) > 0. Neka je Vi, = min;{V;} < 0 tada k # 0 sto krsi nasu hipotezu.
Otuda V;, je minimalna vrednost, D*V;, > 01 62V, > 0. Da se izbegne
kontradikcija moramo imati V, = Vi1 = Vi41 < 0. Ponavljanje ovog argu-
menta dovodi do Vj < 0 sto je kontradikcija.
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Zatim razmatramo situaciju kada je 85 # 0. Neka je W; = (1 + %)V(wl)
Dalje, neka je Wy = min;{W;}. Sada pretpostavimo da je V; < 0 i otuda
Wi < 0. Imajmo u vidu da, ako k = N, onda D~ Vy < 0, takode Vy < 0
sto je u kontradikeiji sa nasom hipotezom. Otuda, k # N. Sada je potrebno
razmotriti dve preostale moguénosti:

Prvo, pretpostavimo da je k = 0 onda Wy = min;{W;} < 0. Koristeéi
uslov s leva imamo V(z1) < Wy, i konstatujuéi da Wy = min,{W;} < 0
jedina mogucnost je W7 = W,. Sada koristimo uslov diferencnog operatora
LYV, <01 LYW, <0, §to dovodi do DTW; < 01 W, < W), §to za uzvrat
podrazumeva da je Wy = W) = W,. Primenom istih argumenata u vise
navrata konacno zakljuéujemo da Wy = W, sto znaci da V(zy) < 0. Iz
gornje analize sledi da DTV (z1) = 0. Ponavljanje ovog procesa dovodi nas
do DtV (zn_1) = 0, §to zauzvrat podrazumeva da D~V (zy) = 0. Kombino-
vanjem ovih rezultata imamo v,V (xy) + D~V (zx) < 0, Sto je u kontradi-
kciji sa hipotezom.

Napokon, pretpostavimo 0 < k < N. Neka je Vi, = min;{V;} i da je
Vi < 0. Iz Vj, minimalno, sledi DTV, > 01 §%V, > 0, §to zajedno sa
LYV <0, daje da vazi DTV, = 0. Ovi rezultati su tacni za 0 < k < N,
dakle 1V (zn) — 2D V(zy) < 0 $to je ocigledno kontradikcija. Time je
dokaz kompletiran. O

Sledec¢a lema ¢e biti od koristi kasnije.

3.2.2 Lema Resenje problema sa konstantnim koeficijentima

£0?®; +wDT®; =0, 1<i<N -1, (3.21)

gde je w > 0, sa granicnim uslovima

51(1)0 - 625D+(I)0 == 1, ’YICI)N + ’}/QD_CI)N =0 (322)

na uniformnoj mrezi ili na mrezi Siskinovog tipa QY zadovoljava

Dt®, <0 za sve 1<i<N-—1.

Dokaz. Treba da razmotrimo odvojeno slucajeve o = % io=ZInN.

Neka je 0 = % Tada je to sluc¢aj uniformne mreze, pa imamo



Diskretan problem 22

AV-hp ez wh
o, — ne A= 142 3.93
BrOW T 22 1) 1 fh 1 - B3

1 dakle

AVISL(T )
[BL( AN + % + BawAN1]

_\N—i-1wh
)\ g

[BL( AN + % + BowAN1]

w)\N—i—l

e[B(AY + 22 4 BN

D+q)i -

> = e

Dakle vazi

w/\Nfifl
e [Br W+ 2 4 BpwAN]

Neka je sada o = £InN, pocinjemo konstatujuci da je resenje problema
(3.21) i (3.22)

Do, = <0. (3.24)

O, = 2 ’ (3.25)
DG, i> 5+ 1
Pri ¢emu je
AT ] h
Yo = —— o oa=1+ (3.26)
SN2 — 1) + BawA> ! €
AN—E e H
o TR N (il (3.27)
Az + %’ -1 €

id N zadovoljava

(€0 + wD*)dy = 0. (3.28)

Vazi
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AN-Z-1 4§ 2w
V1€

(yyp = N w
2 A2+%—1
N_q w
_ Az +%—1
AT 4222

1€

. . e N N _ .
odakle, imajuéi na umu A2 > Az 7! sledi

Takode, imamo da vazi

2 ﬁ1<)\2 —1)+ﬁ2w)\2_1
A—1
= N
Bi(A2 — 1) + BowA 21
wh
B ﬁ1<)\% — 1) + Bg&))\gil
_ wh
eBi(AT — 1) 4 BowAz Y]
Dakle, vazi
XN _q wh > 0.

T LB — 1)+ fewAr 1)
Iz (3.28), i konstatujuéi (3.30) i (3.29) imamo

5NX%—1

Oy =
? HEN+w) (1= Cyyy) +eNBixy

Takode,

> 0.

23

(3.29)

(3.30)

(3.31)



Diskretan problem 24

ENngl

1-051Py = 1—
iy ﬁl%(gNer)(l—CgH)JrsN&Xg1

%<5N +w)(l - C%H) + 5Nﬁ1ng1 - 515NXg71
#(EN+w)(1 = Cypy) +eNbBixy
%(e]\f +w)(1l— C%H)

LeN+w)(1- C%H) + 5Nﬁ1X%_1’

dakle vazi
#(EN +w)(1 = (yy)
1 — By = —— 0 2t > 0. (3.32)
? gEN+ )1 =) +eNbixy
Primenom diferencnog operatora Dt u (3.26) imamo
. 1 AT (1-))
D™ = h N ¥
Bi(Az — 1) + BawA =
/\%—i—lw_h
O BBOT = D)+ Bwat
A2 i1y
BT — 1) + BawA Y]
Dakle, vazi
)\ﬂ—i—l
Dty = — P L 1<i<— (3.33)

N N <0
8[51()\7 - 1) + ﬁQW)\E_l]

Pored toga imajmo u vidu

B 1 A A =1
Dy — i ( )N_1
hgi(A2 — 1) + BowA2
A-Llewh
T RBOF 1)+ BT
2w

Ce[BOF — 1)+ fawrd Y
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Dobili smo

Alw
o N N <0
e[Br(A= = 1) + BowA= 7]
Osim toga primenom diferencnog operatora D u (3.27) imamo

D™ x

vz

(3.34)

1 AN (1 —A)
H AT 29 _q

T1€
AN—z‘—lﬂ
— [

CH[AY + 22

e
AN—Z—lw

e[A% + 22 1]

DY =

sledi da vazi

D+Ci _ wAN—i—l g

<0, i> 3.35
8[A%+%—1]_ ( )

Kombinovanjem (3.31)-(3.35) sledi zeljeni rezultat. O

3.2.3 Posledica Resenje problema sa konstantnim koeficijentima (3.21) i
(3.22) je ograniceno sa

@l < C

gde je C konstanta nezavisna od €.

Diskretni princip minimum u Teoremi 3.2.1 dovodi do slede¢ih ocena reSenja
U. diskretnog analogona problema (3.1)-(3.3).

3.2.4 Lema Resenje U, koje je dobijeno primenom numerickog postupka
(3.18)-( 3.20) i (2.2)problema (3.1)-(3.3) je ograniceno sa

’Us(xzﬂ S é(l"i_%) ||f||+O|51U5(0)—525D+U5<0)|+%|71U5(1>+’72D_U€(1)|,

gde konstanta C' ne zavisi od €.
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Dokaz. Razmatramo dve funkcije mreze

) = 3 (142 =0 )71+ 18,00 - peeD VO
+a|71Ue(1) + 7 D7U(1)| £ Ue(z),

gde je @, resenja problema sa konstantnim koeficijentima

552(I)i + OéD+(I)i =0

sa granicnim uslovima

Bi1®Py — BoeD Py =1, 7Py + 7D Py =0.

Upotrebom leme (3.2.2) i podsecanjem da je a > a, dobijamo LY¢*(z;) < 0.
Stavige, S11E(0) — Boe DTpE(0) > 01 y10pE(1) + 92D~ 9p%(1) > 0. Tako sada

vazi princip minimuma, pa imamo trazeni rezultat. U

Analogno neprekidnom slucaju, diskretno reSenje U. moze se deko-
mponovati u sumu

UE:‘/E£+WE7

gde su V. i W, respektivno, reSenje problema
LYV: = f(zi), @€,

B1V(0) — B2 DTV(0) = B1v-(0) — Baev’(0), (3.36)

V(1) + 72DV (1) = yw-(1) + 12vl(1)
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LYW. =0, z€Qf,

51We(0) - ﬁ2€D+We(O) = 51108(0) - /325w;(0)

NWo(1) + 72D~ W.(1) = 0.

27

(3.37)
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3.3 Ocene greske resenja

Dobijamo posebne ocene greski za svaku komponentu numerickog resenja.

3.3.1 Lema Greska u glatkim komponentama numerickog reSenja je ogranicena
na sledeci nacin

(V. —v)(z)] SCN™Y za sve ;€ QY
gde je v resenje (3.7) i (3.8)-(3.9) i V. je resenje (3.56).

Dokaz. Razmatramo greske lokalnog odsecanja

d? d
N _ N _ 2
LE (‘/E—UE)—(LE—La )U5—8<E—6)UE+G(%—D+)UE.

Zatim, po standarnoj oceni greske lokalnog odsecanja [8] i Lemi 3.1.4 imamo

a(r;)

1LY (Ve = v2) ()] < = (i1 — 2 0P| + T(xm — ) [|o?| < ONT.

w| ™

Koristimo funkcije mreze

() = CN™! (‘I’z’ + i) + (Ve — o) (),

84!

gde je @, resenje problema sa konstantnim koeficijentima

£0%®; + aDT®; =0, PPy — focDTPy =1, 1Py + VD Py =0.

Nejednakosti

|81 (Ve = v:)(0) = Boe DT (Vo = v)(0)] < CNT

(Ve = v:)(1) + 72D (Ve —ve) (D] < ONT
slede odmabh iz (3.36) i Leme 3.1.4.

Tako koriste¢i Lemu 3.2.2 sa w = a mozemo izabrati C' dovoljno veliko tako
da fi9g — PoeD*opy > 0, iy + 9D ¢y > 01 L¥y*(z;) < 0. Dakle
princip minimuma vazi i sledi trazeni rezultat. O
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3.3.2 Lema Greska u singularnoj komponenti numerickog reSenja je ogranicena
sa

|(We —w.)(z)| < ON"'mazxl|y)'|, za sve x;€QY,
gde je w. resenje (3.14)-(3.16) i W, je resenje (3.37).

Dokaz. Prvo imajmo na umu nejednakosti
|81 (W — w.)(0) — Boe DT (W, — w,.)(0)| < CN 'max|’| (3.38)
Iy (We — wo)(1) + %D~ (W, —w,.)(1)] < CN~L. (3.39)

Nejednakost (3.39) sledi odmah iz (3.37) i Leme 3.1.4, dok (3.38) sledi opet
koris¢enjem (3.37) i Leme 3.1.4:

|BL(We — w:)(0) — Bee DT (We — w.)(0)| =
= ‘(51W5 - ﬁ28D+WE - Blws + 52€D+w€)(0)|
= |61w€(0) - 62611)::(0) - Blwa(o) + 625D+w5(0)|

= |Bog (DT we — wi)(0)]

<

o[- muttas

Ch
< — < CN ™ 'maz|y'|.

Prvo razmatrajmo slucaj uniformne mreze, kad je o = % ih=H=N1
Koristeéi standardnu gresku lokalnog odescanja [8] i Lemu 3.1.4 imamo

—ori_q —oxi_q

LY (W, —w.)(2;)] € Ce™ (w1 —wi1)e = < Ce*Nle = . (3.40)

Koristimo funkcije mreze

27h

Ce™=

T(a—T

V(@) = ety <n ' i) (W, — ) (),

71
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gde je 7 konstanta 0 < 7 < a i Y; je reSenje problema sa konstantnim koefi-
cijentima

(62 +7DM)Y; =0, BiYo—efD ™Yo =1, Yy +7D Yy =0. (341)

Upotrebom leme (3.2.2) sa w = 7 mozemo izabrati C' dovoljno veliko da
By — BaeDTpg > 0, my + D ¢y > 01 LYy*(x;) < 0. Tako, pri-
menom principa minimuma za LY, zaklju¢ujemo da ;" > 0. Dakle, koristedi
ovaj rezultat i uz napomenu da je 0 < Y; < 1 imamo za sve x; € Qév,

27h 27h
C@ € 2Th

-lel—gJN‘ﬁgg-—————54N=1§<mass—wv*
T(a—T) T(a—T)

|(We —we)(@)| <
Dakle,
(W2 — we)(2)] < CN™'maz|y.

Sada razmatramo slucaj o = £InN. Ovde treba uzeti u obzir fine i grube
mreze odvojeno. Prvo, pretpostavimo da z; € [o,1]. Koristeéi nejednakost
trougla imamo

|(We = we) ()| < [We(a)] + [we ()]

Koristeé¢i Lemu 3.1.4 imamo

lw.(z;)] < Ce™s" =CN~L.

Granica za |W.(z;)| je utvrdena razmatranjem funkcije Y; koja je resenje
problema sa konstantnim koeficijentima

(e6? +aDT)Y; =0, 1<i<N-1

Yo=1, ¥y +7%D Yy =0.

Ovaj problem ima sledece resenje

Y; = H » (3.42)



Ocene greske resenja

Pri ¢emu je
1—-X" h
I = A= 14+
1—X"2 €
N—1i Yoo
T—A +7216 Azl—kﬂ
7 A2 +'};21(; 1’ 15

i Y~ zadovoljava
2

(6% + aD")Yy =0.
Pocinjemo istic¢udi (2.7) i odatle dobijamo

AY <4ANTL

. soe v s . 2(1
Koristeci ¢injenicu da H = ( NU vidimo da

M\Z

<2

| 2
>

Konstatujuéi definiciju ; u (3.43), i kombinujudéi sa (3.46) dobijamo

31

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

€ A2
0<-—D7In = <8N
« 2 1=X"2
Sada, iz definicije r; u (3.44), imamo
N_q N
CE e — Az N Az AT
PATpme 1 AY 2 (1+ WA**) 1
AZA 1 [ ]
TAT(14 W)‘A** A+ W‘A**

Dakle, dobili smo
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i koristedi (3.47) imamo

5 [ 1 1[ 7
——D+r2—[ }:_{—} 3.49
o T TA[T+22] T Ay + 2% (3.49)

Sledece treba izracunati vrednost Y. Kombinujuci (3.42) i (3.45) dobijamo

D_l%
Yy = > 0. 3.50
% D_l% — %()\—i—A)D"‘T% - ( )

Koristedi (3.47), (3.49) i (3.50) dobijamo

=

v

-1 -1
< 8N1 < J6NTIA(n + 299) 16N_1(1+@).
N . NnA+A) M

Y1+272

Osim toga, napominjemo

D+li S 0 1 D+7”Z' S 0

i konstatujudi rezultate za i = ¥ iz (3.47), (3.49) i (3.50) imamo

D'Y; <0, 0<i<N-—1.

Sada razmatramo funkcije mreze

¢f = |51W5(0) - 625D+W£(0)|Y; + Wa(xz)
Tada

LNYE = |BIWL(0) = BoeD*WL(0) () — @) DH)Y; <0,
i, pored toga ﬁlvﬁf — 625D+¢6—L >0, 71@/)?\3 + 72D*1/)]j\:, > 0. Tako primenom

principa minimuma i Teoreme 3.2.1, % > 0, i koriste¢i lemu (3.1.4) , imamo
za sve x; € [o, 1]

W ()] < [BIWL(0) = Bae DYWL (0)]Y; < [Bru(0) — Focul(0)] Yy < ON

Sledec¢e treba dokazati rezultat za x; € [0,0). Dokaz sledi na slican nacin

kao slucaj o = 3, osim §to koristimo diskretni princip minimuma na [0, o].
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Takode ¢emo morati koristiti ocenu |[W,(z;)] < CN~! iz Leme 3.1.4. U ovom
slu¢aju imamo

|LY (W, —w.)(2;)] < C’e_lN_lmax|¢'|e_mi_l, za sve 0<i<

g (3.51)

Analogno kao u ranijem sluc¢aju, uvodimo funkciju mreze

27h

Ce’
(o —17)

VE(z;) = mazx|Y'|N ' Z; + C'N~t £ (W, — w,.)(z;),

gde je 0 < 7 < i Z; je resenje problema sa konstantnim koeficijentima

(e0° +7DY)Z; =0, B1Zy—eBeDVZy =1, 1Zn+vD Zy =0.

Tako

i | ner _
Zi_)\z —1-7;1-6 17 )\:1+T_h'
/\2 +F—1 €

Sada vidimo da

)\%—i—l
DYZ = —— <0.
eAz + 22T —1]

Sada,By5 — Bae DY > 0, »mpN + v D~ wi > 01 LN¢F < 0,dakle, pri-

menom principa minimuma iz Teoreme 3.2.1, z/zi > 0. Otuda, za z; € [0,0)
imamo

|(We — w.)(2;)] < ONtmax|y/|
Sto je i trebalo pokazati. O

Gornje ocene gresaka za pojedine komponente numerickog resenja sada
vode do sledece teoreme o oceni greske numerickog resSenja U., koja se
dobija kombinujuci ih i koristec¢i nejednakost trougla.
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3.3.3 Teorema Ako je u. resenje problema (3.1)-(3.3), i U. odgovarajuce
numericko resenje metode (3.18)-(3.20), tada imamo

sup ||Uz — uclloy < CN7'mazly|, za svako N >4,
0<e<1

gde je konstanta C' nezavisna od € 1 N.

Dokaz. Sledi direktno kombinovanje leme (3.3.1) i Leme 3.3.2. 0

3.3.4 Napomena Koristedi (2.8), zakljuéujemo da na Siskinovoj mrezi vazi

sup [|U: — ucllgy < CN'nN, za svako N >4,

0<e<l

dok na Bahvalov-Siskinovoj mrezi dobijamo

sup ||Us — uelloy < CN7', za svako N >4.
0<e<l1

3.3.5 Teorema Ako je u. resenje problema (3.1)-(3.3), i U. odgovarajuce
numericko resenje dobijeno koriséenjem postupka navedenog u (3.18)-(3.20)
mamo

sup [|Uz — ucl|oy < CN"'maz|y'|, za svako N >4,
0<e<1

N

=, 1 C je konstanta

gde je U, po delovima linearan interpolant od U, na ()
nezavisna od N 1 €.

Dokaz. Neka je i, po delovima linearan interpolant od u. na mrezi QY to je

. (x) = Zue(xi)q%(x)

gde je @;(x) po delovima linearna funkcija definisana sa ®;(z;) = 6, ; za sve
1,7 0 <14,7 < N. Koristec¢i nejednakost trougla imamo

||Ua_ua|| < ||Ua_ﬂa|| + ||t — uc]| (3.52)

gde je prvi izraz s desne strane nejednakosti razlika izmedu dva interpolanta,
a drugi je greska interpolacije. Za granicu prvog izraza sa desne strane ne-
jednakosti u (3.52) imamo
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N

Ue — U = Z(Ue - ue)(xz)q)z

i=0
Koris¢enjem prethodne teoreme u svakoj tacki z; imamo

|(U: = ue)(2:)| < CN'mazly'],
iz @;(x) > 01| o0, & <1 sledi

10, — @.|| < CN~'maz|y. (3.53)

Za ocenu drugog izraza na desnoj strani nejednakosti (3.52) napominjemo
da za svako i 0 <i < N —11isvako f € C*(Q) gde je = (24, 2i41) 1
x € €); imamo klasi¢nu ocenu za linearnu interpolaciju

"

I(f = [)@)] < %(%’H — x;)? (3.54)

Koristeé¢i dekompoziciju tacnog resenja dekomponujemo gresku interpolacije
u sumu od dve komponente

Us — U = Ve — Ve + We — W

gde su . 1 w. po delovima linearni interpolanti od v. i w. redom na mrezi
tacaka QY. Ograni¢imo svaku komponentu posebno. Iz leme (3.1.4) sledi

”@a - Ua” < CN~! (3'55>

izasvere QY

(@ —we)(@)] < Cligr — 2:)% " (3.56)

u slucaju uniformne mreze, imamo o = % Iz (3.56) sledi

[ = wel| < C(N~ maz|y'])?
S druge strane, ako je 0 = £InN iz (3.55) sledi

|0 — welljo,0) < Ce* N *maz|y'|*e™? < C(N 'maz|y'|)?
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Iz Leme 3.1.4 imamo

||ﬁ15 — w5||[,,,1] < 2||w8||[g71} < Ce_a?a =CN~ L

Onda u svim slucajevima vazi

W, — w.| < CN 'maz||. (3.57)

Koriséenjem (3.55), (3.57) i nejednakosti trougla dokaz je kompletiran. O
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Numericki eksperimenti

U ovom poglavlju posmatramo kompjuterske rezultate primera problema
(3.1)-(3.3). Predmet razmatranja je

eul + 1—11—371/5(1) =zr+1 (4.1)
sa grani¢nim uslovima
u:(0) —eul(0) =1, w(l)+u. =1 (4.2)
Resenje je
3 1-1 1-1 -1
‘= %jL [(x;r—ml a (3— 17 I+ - 3(2522r 1)}’ (43)
gde je

194-3¢
3(2e+1
D= 1 214( 2zl ’
— £ £
e

Resavamo primer (4.1)-(4.3) koris¢enjem numericke metode (3.18)-(3.20)
na Siskinovoj mrezi (2.2) sa konstantom « = 0.5, iz definicije tranzicione
tacke o.

37
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Na slikama (4.1) i (4.2) je prikazano numericko resenje U, na Siskinovoj,
odnosno Bahvalov-Sigkinovoj mrezi, za N = 16, i ¢ =271

Tabele (4.1)i (4.3) daju greske EN = |U. — u.|q, na Siskinovoj, odnosno
Bahvalov-Siskinovoj mrezi, za razlicite vrednosti ¢ i N i takode EN, =
max.EYN. Jasno, za svako ¢, kad se N povecava greska se smanjuje; a kad €
opada, greske se stabilizuju za bilo koje posebno N.

Tabele (4.2)i (4.4) daju ocene reda konvergencije Ry, na Siskinovoj,
odnosno Bahvalov-Sigkinovoj mrezi, izra¢unate iz gresaka u tabelama (4.1) i
(4.3), koris¢enjem formule

N
RN,ep = long_gN'

Red konvergencije je u porastu kad se N povecava za bilo koje fiksirano ¢ i
na kraju stabilizuje za bilo koje fiksirano N. Takode su dati redovi uniformne
konvergencije za svako N

B
RuNmf = logs EQ; )

max

Ove tabele na taj nacin verifikuju e-uniformnu konvergenciju numerickih
reSenja i izracunavaju red kovergencije u saglasnosti sa teoremom (3.3.3).

0O 2.5 5 7.5 10 12.5 15

Slika 4.1: Tacno (sivi grafik) i numeric¢ko (crni grafik) resenje na Siskinovoj
mrezi, za e =211 N = 16
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Table 4.1: greske za razlicite vrednosti € i N, na Siskinovoj mrezi
€ Broj intervala N
32 64 128 256 512 1024 2048 4096

21 0.106678 0.0539667 0.0271402 0.0136096 0.00681471 0.00340983 0.00170554 0.000852922
2—2 0.226477 0.115479 0.0583123 0.0293016 0.0146875 0.00735294 0.00367878 0.00183997
2-3 0.421011 0.218475 0.111434 0.0562927 0.0282938 0.0141842 0.00710148 0.00355309
2—4 0.668267 0.382607 0.200733 0.102902 0.0521089 0.0262222 0.0131539 0.00658769
2-9% 0.816481 0.473052 0.268883 0.150388 0.0829138 0.0452199 0.0244601 0.0127445
2-6 0.914951 0.527887 0.299442 0.167069 0.0918849 0.0499944 0.0269726 0.0144587
2=7 0.969103 0.558361 0.31702 0.176768 0.0971964 0.0528577 0.0285064 0.0152745
28 0.997461 0.574389 0.326301 0.181905 0.100042 0.0544067 0.0293403 0.0157206
2—9 1.01197 0.582611 0.331071 0.184597 0.101524 0.0552097 0.029774 0.015953
2—10 1.01931 0.586777 0.33349 0.185977 0.102277 0.0556196 0.0299945 0.0160716
2~ 11 1.02301 0.588874 0.334709 0.186672 0.102656 0.0558262 0.0301063 0.0161314
2—12 1.02486 0.589926 0.335321 0.187022 0.102847 0.0559301 0.0301624 0.0161615
213 1.02578 0.590453 0.335628 0.187197 0.102942 0.0559822 0.0301906 0.0161766
2~ 14 1.02625 0.590717 0.335781 0.187285 0.10299 0.0560083 0.0302047 0.0161841
215 1.02648 0.590849 0.335858 0.187328 0.103014 0.0560214 0.0302117 0.0161879
EN 1.02648 0.590849 0.335858 0.187328 0.103014 0.0560214 0.0302117 0.0161879

max
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Table 4.2: red konvergencije za razlicite vrednosti € i N, na Siskinovoj mrezi

Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048
21 0.983128 0.991637 0.995802 0.997906 0.998952 0.999476 0.999738
22 0.97174 0.985754 0.992819 0.996394 0.998193 0.999095 0.999547
273 0.94639 0.971283 0.985168 0.992463 0.9962 0.998091 0.999044
2—4 0.804561 0.930589 0.964007 0.981665 0.990741 0.995301 0.997645
275 0.787421 0.815018 0.838296 0.859 0.874654 0.886531 0.940558
276 0.793466 0.817954 0.841831 0.862545 0.878061 0.890273 0.899559
27 0.795451 0.816624 0.842722 0.862879 0.878789 0.890829 0.900162
28 0.796232 0.815826 0.843014 0.862582 0.878751 0.890901 0.900222
29 0.796565 0.815395 0.842762 0.862555 0.878827 0.890871 0.900222
210 0.796714 0.815168 0.842524 0.862644 0.878812 0.890893 0.900186
211 0.796783 0.815051 0.842402 0.862687 0.878805 0.89088 0.900193
2—12 0.796817 0.81499 0.842339 0.862708 0.878801 0.890874 0.900194
213 0.796833 0.81496 0.842307 0.862718 0.878798 0.890871 0.900192
214 0.796841 0.814945 0.842291 0.862722 0.878797 0.890869 0.900191
2—15 0.796845 0.814937 0.842283 0.862724 0.878796 0.890868 0.90019
RN 0.796845 0.814937 0.842283 0.862724 0.878796 0.890868 0.90019
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Table 4.3: greske za razlicite vrednosti € i N, na Bahvalov-Siskinovoj mrezi

Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096

21 0.106678 0.0539667 0.0271402 0.0136096 0.00681471 0.00340983 0.00170554 0.000852922
272 0.226477 0.115479 0.0583123 0.0293016 0.0146875 0.00735294 0.00367878 0.00183997
273 0.421011 0.218475 0.111434 0.0562927 0.0282938 0.0141842 0.00710148 0.00355309
2—4 0.547415 0.382607 0.200733 0.102902 0.0521089 0.0262222 0.0131539 0.00658769
27° 0.684845 0.34883 0.179086 0.0955956 0.0554229 0.0366418 0.0283304 0.0127445

276 0.786228 0.399877 0.201242 0.101439 0.0519173 0.027544 0.0156368 0.00988777
27 0.846568 0.43186 0.217412 0.10891 0.0545899 0.0275449 0.0141242 0.00748035
278 0.879997 0.450151 0.226911 0.113712 0.0568726 0.0284561 0.0142826 0.00722293
279 0.897827 0.460141 0.232171 0.116424 0.0582463 0.0291189 0.0145616 0.00729312
210 0.907088 0.465446 0.235018 0.117906 0.0590051 0.0295031 0.0147484 0.00737414
2~ 11 0.911817 0.468199 0.236528 0.118701 0.0594142 0.0297122 0.0148543 0.00742587
2712 0.914208 0.469605 0.237311 0.11912 0.0596325 0.029824 0.0149113 0.00745472
213 0.91541 0.470315 0.237711 0.119336 0.0597472 0.0298834 0.0149416 0.00747015
2~ 14 0.916013 0.470673 0.237913 0.119447 0.0598064 0.0299144 0.0149576 0.00747831
215 0.916315 0.470852 0.238015 0.119503 0.0598366 0.0299304 0.014966 0.00748261
EN 0.916315 0.470852 0.238015 0.119503 0.0598366 0.0366418 0.0283304 0.0127445

max
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Table 4.4: red konvergencije za razlicite

Siskinovoj mrezi

Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048
21 0.983128 0.991637 0.995802 0.997906 0.998952 0.999476 0.999738
22 0.97174 0.985754 0.992819 0.996394 0.998193 0.999095 0.999547
273 0.94639 0.971283 0.985168 0.992463 0.9962 0.998091 0.999044
24 0.516772 0.930589 0.964007 0.981665 0.990741 0.995301 0.997645
25 0.973254 0.961873 0.905634 0.786462 0.596993 0.371138 1.15248
26 0.975391 0.99063 0.988312 0.96633 0.914474 0.816797 0.661225
27 0.971061 0.990134 0.997297 0.996427 0.986849 0.963612 0.916997
28 0.967091 0.988284 0.996742 0.999578 0.998994 0.994476 0.983606
279 0.964362 0.98689 0.99579 0.999155 1.00021 0.99979 0.997558
2—10 0.962629 0.985844 0.995133 0.998726 0.999971 1.00031 1.00001
211 0.961623 0.985108 0.994685 0.998449 0.999753 1.00017 1.00025
212 0.961076 0.984666 0.99437 0.998239 0.999625 1.00007 1.00018
213 0.96079 0.984421 0.994175 0.998089 0.999529 1.00001 1.00013
214 0.960643 0.984291 0.994066 0.997995 0.999459 0.99996 1.0001
2~ 15 0.960569 0.984225 0.994007 0.997942 0.999415 0.999926 1.00007
RY 0.960569 0.984225 0.994007 0.997942 0.707538 0.371138 1.15248

unif

42

vrednosti € i N, na Bahvalov-
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0 2.5 5 7.5 10 12.5 15

Slika 4.2: Tacno (sivi grafik) i numericko (crni grafik) resenje na Bahvalov-
Siskinovoj mrezi, za ¢ = 271 i N = 16
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Zakljucak

Nas cilj je bio da se resi singularno perturbovani problem (3.1)-(3.3), ko-
riste¢i metodu koja je robusna u odnosu na perturbacioni parametar. Resili
smo problem koriste¢i standardne upwind konacne diferencne operatore na
Siskinovoj mrezi i na Bahvalov-Siskinovoj mrezi. Pokazali smo da za nu-
mericku aproksimaciju resenja metod daje robusnost u odnosu na perturba-
cioni pararmetar. Teoretski dobijene ocene su verifikovane i eksperimentalno.
Rezultati pokazani u ovom radu predstavljaju uopstenje analize date u [2]
na jednu klasu mreza diskretizacije.
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Prilog A

Pregled definicija i teorema iz
linearne algebre 1 analize

U ovom delu ¢éemo navesti neke definicije i teoreme koje su koriséene u radu.

A.1 Definicije i teoreme iz linearne algebre

A.1.1 Definicija Matrica A = [a;;] € R™" se naziva trakasta matrica sa
girinom trake 2m + 1 ako je a;; =0 za svako |i — j| > m (m <n —1). Ako
je m =1 Sirina trake je 3, a matrica je tridijagonalna.

A.1.2 Definicija Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako postoji
matrica B takva da je
AB=BA=F.

Matrica B koja zadovoljava gornju jednakost naziva se inverzna matrica za
matricu A. Kvadratna matrica koja nije reqularna se naziva singularna.

A.1.3 Teorema Kuvadratna matica A je reqularna ako i samo ako je
det A # 0.

A.1.4 Definicija Realna simetricna n X n matrica A je pozitivno definitna
ako je xT Az > 0 za sve 0 # x € R™.

46
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A.1.1 Inverzno monotone matrice

A.1.5 Definicija Regularne matrice sa nenegativnom inverznom matricom
nazivaju Se inverzno monotone matrice.

Neka je sa 7 oznacen skup {1,2,...,n}, pri ¢emu je n € N fiksiran prirodan
broj.
Neka su za x € R" definisani skupovi 7°(z) i 7+ (z):

(x) = {ili € 7,2, =0}, 77 (x) = {ili € 7,2, > 0}.
A.1.6 Definicija Vektor x > 0, x € R" naziva se majorirajuéi vektor ma-
trice A = [a;;] € R™™ ako je Az > 0, ili ako je Ax >0, a za svako i € T°(Ax)
postoji konacéno mnogo indeksa k; € 7, 7 =0,1,2,...,m, tako da vazi

ko =i, kyeT1t(Ax),

akj_lkjgéO, j:1,2,...,m.

Za matricu A koja ima majorirajuéi vektor x > 0 kaZemo da povezuje 7°( Ax)
sa 71 (Ax).

A.1.7 Primer Neka je

3 =2 0 0
-2 3 =2 0
A= 0 -2 3 =2
o 0 -2 3

Proveravamo da li je vektor = [1, 1, 1, 1] majorirajuéi vektor matrice date
matrice. Kako je Ar = [1,0,0,1]7, sledi da je

0(Az) = {2,3} i 71 (Az) = {1,4}.
Zai=2nekaje ko =21k = 1. Vazi ky € 77(Az) 1 agp, = —1 # 0. Za
i = 3 neka je ko = 3, k1 = 2, ko = 1. Vazi ky € 77(Ax), agr, =3 #0 1

ak,k, = —2 # 0. Dakle, vektor x je majorirajuc¢i vektor matrice A. a

A.1.8 Definicija Matrica A € R™" je Lo-matrica ako su njeni vandijago-
nalni elementi nepozitivni.

A.1.9 Definicija Matrica A € R™" je L-matrica ako je Lo-martica i ako su
elementi njene glavne dijagonale pozitivna.

A.1.10 Definicija Matrica A € R™" se naziva M-matrica ako i samo ako
je inverzno monotona Lg-matrica.
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Sledec¢a teorema pokazuje pod kojim uslovima je neka Lg-matrica inverzno
monotona matrica, tj. M-matrica.

A.1.11 Teorema M-kriterijum [5] Neka za matricu A = [a;;] € R™™ vazi
CLUSO, ’l#], ’i,jET.

Tada je A inverzno monotona matrica ako i samo ako ima majorirajuci ve-
ktor.

A.2 Definicije i teoreme iz analize

A.2.1 Teorema (Teorema srednje vrednosti) Ako je funkcija f : [a,b] C
R — R neprekidna na [a,b] i diferencijabilna na (a,b), onda postoji t € (a,b)
takvo da je

f(b) = fla) = f'(£)(b— a).

A.2.2 Definicija Neka je X wvektorski prostor nad R. Preslikavanje || - || :
X — [0,00) je norma na X ako vazi

(N1) ||z|| =0« 2z =0,
(N2) || Az]| = |A|||z]| za sve X € R i sve x € X,
(N3) [l +yll <zl + lyll za sve z,y € X.

Ureden par (X, || - ||) se naziva normiran prostor.

A.2.3 Definicija Neka je X wvektorski prostor nad R. Preslikavanje || - || :
X — [0,00) je seminorma na X ako vazi

(N1) ||z|| =0= 2z =0,
(N2) || Az]| = |M|||z]| za sve X € R i sve x € X,

(N3) |lz +yll < =[]l + llyll 2a sve z,y € X.

A.2.4 Definicija Kompletan normiran prostor (X, ||-||) se naziva Banahov
prostor, tj. Banahov prostor je normiran prostor u kome je svaki Kosijev niz
konvergentan.

A.2.5 Definicija Neka je X vektorski prostor nad R. Preslikavange (-,-) :
X X X — R sa sledecim osobinama

(S1) (x,z) >0 za sve x € X,
(52) (z,2) =0« x =0,
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(S3) (x+vy,2) = (x,2) + (y,2) za sve x,y,z € X,

(S4) (A\z,y) = Mz,y) za sve N € R i sve x,y € X,

(5) (x.y) = (3. ) za sve 2,y € X,

se naziva skalarni proizvod. Ureden par (X, (+,-)) se naziva prostor sa skala-
rnim proizvodom /i pred-Hilbertov prostor il: unitaran prostor.

A.2.6 Lema Sa ||z|| := /(z,x) je definisana norma na pred-Hilbertovom
prostoru (X, (-, -))

A.2.7 Definicija Kompletan pred-Hilbertov prostor (X, (-,-)) se naziva Hi-
Ibertov prostor.



Prilog B
Mathematica programi

U ovom delu ¢emo navesti programe koji su koris¢eni za izvodenje nu-
merickih eksperimenata u radu. Programi su uradeni u programskom paketu

Mathematica.

B.1 Programi za numericke eksperimente na
Siskinovoj mrezi

B.1.1 Program za reSavanje sistema Axr =v
LU-dekompozicijom

TriLUSolve[{a_List, b_List, c_List}, v_List] :=
Module[{i, j, 1, u, f, x, n = Length[b]},
(*LU dekompozicijax)

1={}h
u = {b[[1]1};
Dol

u = Append[u, b[[i]l] - c[[i-1]Jal[i-1]1]/ulli-1]1]];

1 = Append[l, al[i-1]11/ulli-111, {i, 2, n}];
(¥resavanje LU sistemax)

f = {vl[111};

Do[f = Append[f, v[[il]-1[[i-111£[[i-111]1, {i, 2, n}];
x = {f[[n]1/ullnll};

Do[x = Prepend([x, (f[[il]-c[[i]J]x[[1]1])/ulli]]],

{i, n-1, 1, -1}1;

X
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B.1.2 Siskinova mreza

Shiskin[n_,e_,a_]:=

If[Min[1/2, e/a * Logl[nll== 1/2,

Table[i/n,i,0,n]//N,

o=Min[1/2, ¢/a * Logl[n]];

Y [s_]:=Exp[-2*(Log[n])*s];

¢ls_]1:=-Logly[s]];

Join[
Table[1/ao * ¢ * ¢[i/n],i,0,n/2],
Table[1-(1-0) 2*(n-i)/n, i,n/2 + 1,n]
1//N

11;
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B.1.3 Program za dobijanje pribliznog reSenja

Program za dobijanje pribliznog resenja primera datog u delu (4) za po-
stupak (3.18)-(3.19) na mrezi (2.2).

Upwind[n_,e_,a_]:=
Module [mreza,h,f,p,u,v,w,r,
mreza=Shishkin[n,e,o];
h=Table[mrezal[[i+1]]-mrezal[il]],i,n];
f=Table[mrezal[[i]l]+1,i,n];
p=Table[1/(1+mrezal[[i]]), i,n];
u=Prepend [Table[2 ¢/ (h[[i]]+h[[i+1]]) =*
1/h[[i+1]] + p[[il]/n[[i+1]], i,n-1],-e/h[[i]]];
v=Append [Prepend [Table [-2¢/(h[[i]]+h[[i+1]]) =*
1/h[[i+1]] - 2¢/(h[[i]]+h[[i+1]]) * 1/n[[i]] -
pLlil]/h[[i+1]1],i,1,n-1],1+¢/0[[1]1]],1+1/h[[n]]];
w=Append [Table[2¢/(h[[i]]+h[[i+1]]) =*
1/h([il],i,1,n-1]1,-1/h[[n]]1];
r=Append [Prepend [Table [f[[i]],i,1,n-1],1],1];
TrilUSolvel[w,v,u,r]l];
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B.1.4 Program za dobijanje tacnog resenja

Program za dobijanje tacnog resenja primera datog u delu (4).

tacno[x_]:=(x+1)"3 /(3% (2*ec+1)) +

(19+3%e) / (3% (2*%e+1)*x ((1-27(1-1/e)) /e-2"(-1/e) /)

* ((x+1)"(1-1/e)/(e-1)-(27(1-1/e) / (e-1)+2"(=1/e) /€))
+(1-20/ (3% (2%c+1))) ;

mreza=Shiskin[n,e,o];

tacnoresenje=Table[tacno[mreza[[i]]],i,n+1]

B.1.5 Program za odredivanje greske reSenja

Program za odredivanje greske resenja primera datog u delu (4).

Table[n=2"k;
mreza=Shishkin[n,e,a];
tacnoresenje=Table[tacno[mreza[[i]]],i,n+1];
pribliznoresenje=Upwind[n,c,a];
2"k, MaxAbs[pribliznoresenje-tacnoresenjel],k,5,12]
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B.1.6 Program za odredivanje reda konvergencije

Program za odredivanje reda konvergencije primera datog u delu (4).

greska=; Table[n=2"k;
mreza=Shishkin[n,ec,a];
tacnoresenje=Table[tacno[mreza[[i]]],i,n+1];
pribliznoresenje=Upwind[n,ec,
greska=Append [greska,Max [Abs [pribliznoresenje-tacnoresenjell] , k,5,12];
Table[Loglgreskal[[i]]/greskal[[i+1]]]/Log[2],i,Length[greska]l-1]
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B.2 Programi za numericke eksperimente na
Bahvalov-Siskinovoj mrezi

Program za tac¢no resenje i za reSavanje sistema Axr = v LU-dekompozicijom
je isti bez obzira na mrezu, tako da ga ne¢emo ponovo navoditi.

B.2.1 Bahvalov-Siskinova mreza

BahvalovShiskin[n_,e_,a_]:=

If Min[1/2, e/a * Logln]l== 1/2,

Table[i/n,i,0,n]//N,

o=Min[1/2, ¢/a * Logl[nl];

P ls_]:=1-2%x(1-N"(-1) ) *s;

¢ls_]:=-Logly[s]];

Join[
Table[1/a * & * ¢[i/n],i,0,n/2],
Table[1-(1-0) 2*x(n-i)/n, i,n/2 + 1,n]
1//N

11;
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B.2.2 Program za dobijanje pribliznog reSenja

Upwind[n_,e_,a_]:=

Module [mreza,h,f,p,u,v,w,r,
mreza=BahvalovShishkin[n,es,a];
h=Table[mrezal[[i+1]]-mrezal[[il],i,n];
f=Table[mrezal[[i]]+1,1i,n];
p=Table[1/(1+mrezal[[il]), i,n];
u=Prepend[Table[2 ¢/(h[[i]]+h[[i+1]]) =
1/h[[i+1]] + p[[i1]/n[[i+1]], i,n-1],-e/h([[i]]];
v=Append [Prepend [Table [-2¢/(h[[i]]+h[[i+1]]) =*
1/h[[i+1]] - 2¢/(h[[i]]+h[[i+1]]) * 1/h[[i]] -
pLlil]l/n([i+1]],i,1,n-1],1+¢/h[[1]1]],1+1/h[[n]]];
w=Append [Table[2¢/(h[[i]]+h[[i+1]]) =
1/n[[i]],i,1,n-1]1,-1/h[[n]]];

r=Append [Prepend [Table[f[[i]],i,1,n-1],1],1];
TriLUSolvelw,v,u,r]];
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B.2.3 Program za odredivanje greske resenja

Table[n=2"k;
mreza=BahvalovShishkin[n,es,a];
tacnoresenje=Table[tacno[mrezal[[i]]],i,n+1];
pribliznoresenje=Upwind[n,e,a];
2"k, MaxAbs[pribliznoresenje-tacnoresenje]],k,5,12]

B.2.4 Program za odredivanje reda konvergencije

greska=; Table[n=2"k;
mreza=BahvalovShishkin[n,c,a];
tacnoresenje=Table[tacno[mreza[[i]]],i,n+1];
pribliznoresenje=Upwind[n,ec,
greska=Append [greska,Max [Abs[pribliznoresenje-tacnoresenjel]]l] ,k,5,12];
Table[Loglgreskal[[i]]/greskal[[i+1]]]/Logl[2],i,Length[greska]-1]
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