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Uvod

Pri¢u o dijagram monoida moramo poceti sa dijagram algebrama. Po-
slednjih godina raste interesovanje za algebre Cija se baza sastoji od dija-
grama, koji se mnoze na neki prirodan nac¢in. Najstariji primjer takvih
algebri je Brauerova algebra, prvi put uveden u radu R. Brauera ( [2]).
Statisticka mehanika je bila inspiracija za izucavanje Temperli-Lib algebri.
Zelja za generalizacijom pojma Temperli-Lib algebre je dovela do definicije
takozvane particione algebre, odnosno dijagram algebre. Do ovog pojma su
nezavisno dosli P. Martin ( [34]) i V.F.R. Dzons ( [27]). Od tada su dija-
gram algebre Cesto izuCavane (za osnovne rezultate o dijagram algebrama
vidjeti [35], [42], [21], [45]). Sve pomenute algebre su celularne ( [17], [45]).

Veza ove teme sa teorijom polugrupa je otkrivena kada je uoceno da
se pomenute algebre mogu predstaviti kao "twisted"algebre istomenih mo-
noida. Elemente dijagram monoida Px, to jest dijagrame, mozemo opisati
kao klase ekvivalencije skupa grafova na ¢vorovima XUX, pri ¢emu dva grafa
pripadaju istoj klasi ako i samo ako imaju iste komponente povezanosti. Di-
jagram se predstavlja graficki tako $to ¢vorove iz X i X' zapiSemo u dva reda.
Mnozenje u ovom monoidu se realizuje dopisivanje jednog dijagrama ispod
drugog, te brisanjem svih ciklusa sredine. Tada Brauerov monoid mozemo
definisati ako podmonoid dijagram monoid koji se sastoji od svih dijagrama
Cije su sve komponente povezanosti kardinalnosti 2. Sli¢no, Dzonsov monoid
definiSemo kao skup svih Brauerovih dijagrama koji se mogu zapisati kao
planarnih grafovi, unutar pravougaonika odredenog ¢vorovima X i X’.

Pokazalo se da izucavanjem strukture ovih monoida mogu dobiti nove
informacije o odgovaraju¢im algebrama. Odredivanjem prezentacija dija-
gram monoida, mozemo konstruisati prezentacije dijagram algebre, kao sto
je pokazano u [6]. Sli¢no, prebrojavanje idempotenata dijagram monoida
i Brauerovog monoida se moze iskoristiti za prebrojavanje broja idempo-
tentnih elemenata baze odgovarajuéih algebri ( [5]). Pokazano je, u [9], da
se dimenzije nesvodljivih reprezentacija dijagram algebri mogu izracunati
poznavajuéi rangove svih ideala odgovarajuéeg monoida.

U ovom radu izu¢avamo kombinatorne osobine dijagram monoida, i da-
jemo pregled najvaznijih dosadasnjih rezultata. U prvom poglavlju je dat
pregled osnovnih pojmova i teorema iz teorije polugrupa. Tu smo poseban
naglasak stavili na #-regularne polugrupe i kompletno 0-proste polugrupe,
posto su svi glavni faktori dijagram monoida *-regularne kompletno O-proste
polugrupe. Zbog toga razloga smo drugo poglavlje posvetili isklju¢ivo pred-
stavljanju rezultata o rangu i idempotentnom rangu te klase kompletno 0-
prostih polugrupa. Pri tome smo pratili radove [18], [19], [20], [9] i [44].

U tre¢em poglavlju dali smo preciznu definiciju dijagrama i njihovog
mnozenja. Predstavili smo karakterizaciju Grinovih relacija u dijagram mo-
noidima, pokazali da su svi ideali u dijagram monoidu glavni, te da cine
lanac u odnosu na inkluziju. Pored toga, naveli smo dva generatorna skupa



dijagram monoida, te odredili njegov rang, pri tome se vode¢i radom [6]. U
narednom poglavlju smo paznju posvetili idempotentima dijagram monoida
i njihovom prebrojavanju, gdje su uglavnom predstavljeni rezultati rada [5].
Peto poglavlje je posveéeno singularnom dijelu dijagram monoida, koji je is-
tovremeno i njegov maksimalni ideal. Vodedi se rezultatima radova [7] i [§],
kao i posljedicama rezultata izvedenih za dijagram monoid, predstavili smo
dva generatorna skupa singularnog dijela dijagram monoida. Takode smo
izveli formulu za njegov rang.

Sljedece poglavlje je posvecéeno izracunavanju ranga ideala dijagram mo-
noida, te prebrojavanju njihovih minimalnih idempotentnih generatornih
skupova ( [9]). Te metode, kao i rezultati poglavlja 4, su primijenjeni u
poglavlju 7 na izuc¢avanje Brauerovog monoida. Pored toga, izveli smo i ka-
rakterizaciju Grinovih relacija Brauerovog monoida, te odredili formulu za
njegov rang. Konacno, u poslednjem poglavlju smo opisali DZonsov monoid,
i njegove osnovne osobine, te opet primijenili rezultate poglavlja 6. Metode
koristene za prebrojavanje idempotenata dijagram monoida i Brauerovog
monoida nismo uspjeli primijeniti na DZonsov monoid.

Ovom prilikom zelim da se zahvalim mentoru, dr Igoru Dolinki, na po-
mod¢i u odabiru ove zanimljive teme, te na savjetima i podrsci tokom same
izrade rada. Takode zelim da se zahvalim ¢lanovima komisije, dr Petru Mar-
koviéu i dr Petru Dapié¢u na brojnim korisnim sugestijama koje su umnogome
poboljsale ovaj rad. Najvecu zahvalnost dugujem naravno svojoj porodici,
na ¢iju podrsku sam uvijek mogla racunati, od samog pocetka mog bavljenja
matematikom.



1 Osnovi teorije polugrupa

U ovom poglavlju ¢emo izloziti osnovne pojmove i teoreme iz teorije
polugrupa, koje su neophodne za razumijevanje narednih poglavlja. Veéina
izlozenih tvrdenja i dokaza su preuzeti iz klasiénih knjiga teorije polugrupa
( [3], [24] 1 [32]), kao i iz udzbenika [4], pa neéemo navoditi pojedinacne
reference za sva tvrdenja. Za dio Regularne polugrupe je uz navedene knjige
koristen i rad [40], dok su neka tvrdenja i definicije iz potpoglavlja Grinove
relacije preuzeta iz [43].

1.1 Osnovni pojmovi

Neka je S neprazan skup. Binarna operacija na skupu S je preslikavanje
skupa S x S u S. Binarna operacija - na skupu S je asocijativna ako je za
sve a, b, c € S ispunjeno

a-(b-c)=(a-b)-c.

Definicija 1.1. Uredeni par (5, -) gdje je S neprazan skup, a - asocijativna
binarna operacija na S, nazivamo polugrupom.

Kada je jasno o kojoj operaciji je rije¢, oznacavaé¢emo polugrupu samo
sa S.

Tvrdenje 1.1. Neka suaq,as, ..., a, elementi polugrupe S. Uvedimo oznaku
ay-ag - ... ap =ai(az(... (ap—1ay)...)).
Tada je proizvod elemenata ay,as, ..., a, jednak ai-as-...-a, za sve moguce

rasporede zagrada.

Dokaz. Datemo dokaz matematickom indukcijom po n > 2. Zan = 2
tvrdenje je trivijalno, dok za n = 3 tvrdenje slijedi iz osobine asocijativnosti
polugrupe. Neka je sada n > 3, i pretpostavimo da za sve 1 < k <n —1

i sve k-torke elemenata ai,aso,...,ar polugrupe S vazi tvrdenje. Neka su
ai,as,...,a, proizvoljni elementi iz S, i neka je P proizvod tih elemenata
za neki smislen raspored zagrada. Tada se P moze zapisati kao P = AB,
gdje je A proizvod elemenata ai,as,...,ar za neko 1 < k < n — 1, dok je
B proizvod elemenata agy1,ak42,...,a,. Na osnovu induktivne hipoteze,
slijedi da je A =aq -ag ... a; Odatle slijedi da je

P=AB=(aj-ay-...-ap)B=(a1-(ag-...-ax))B=ai-((az-...-ar)B)
Iz induktivne hipoteze dalje slijedi da je (ag-...-ag)B =ag-...- ay, pa je
konacno P =aj-as-...- a,. ]



Pokazano tvrdenje opravdava izostavljanje pisanja zagrada u proizvo-
dima elemenata polugrupe. Cesto izostavljamo i simbol binarne operacije,
ukoliko je jasno o kojoj polugrupi je rijec.

Polugrupa S je komutativna ako vazi ab = ba za sve a,b € S. Polugrupa
S je kancelativna ako za sve a,b,c € S vazi

ab=ac=b=ciba=ca=0b=c.

Definicija 1.2. Ako za element e polugrupe S vazi ze = x = ex za sve
x € 5, tada element e nazivamo neutralni ili jedinicni element polugrupe.

Lako se pokazuje da je jedini¢ni element polugrupe, ako postoji, jedin-
stven. Jedini¢ni element polugrupe S ¢emo najcesée oznacavati sa 1g. Polu-
grupa sa jedini¢nim elementom se naziva monoid ili polugrupa sa jedinicom.
Ako za element x monoida S postoji y € S tako da je xy = 1g = yx, tada
je kazemo da je x invertibilan element. Ovakav element y je jedinstveno
odreden, i nazivamo ga inverz elementa x, u oznaci —!. Polugrupa &iji su
svi elementi invertibilni se naziva grupa.

Definicija 1.3. Ako za element z polugrupe S vazi xz = z = zx za sve
x € S, tada element z nazivamo nula element polugrupe S.

Nula element polugrupe S éemo oznacavati sa Og, ili 0 ako je jasno o kojoj
polugrupi je rijec. Kao i jedini¢ni element, nula polugrupe je jedinstvena,
ukoliko postoji. Polugrupu koja sadrzi nula element nazivamo 0-polugrupa.

Ukoliko polugrupa S ne sadrzi jedinicu, mozemo je dopuniti do monoida
na sljedeé¢i nacin. Neka je 1 element koji ne pripada S. Definisimo skup
St = S U {1}, te binarnu operaciju - na S! kao produzenje operacije na S,
saz-l=xz=1-z,zax € Sil-1=1. Slicno, ako je S polugrupa bez nule,
mozemo je dopuniti do polugrupe sa nulom dodavanjem elementa 0 ¢ S, te
produzenjem operacije mnozenjasa z-0=0-2=0-0=0,za sve x € S.

Definicija 1.4. Element e polugrupe S se naziva idempotent ukoliko je
2

e = e. Skup svih idempotenata polugrupe S oznac¢avamo sa E(S).

Za razliku od jedini¢nog ili nula elementa, idempotentnih elemenata u
polugrupi moze biti vise. Ukoliko polugrupa S sadrzi jedini¢ni element,
odnosno nulu, tada su oni oc¢igledno idempotenti. Ako su svi elementi po-
lugrupe idempotentni, tada takvu polugrupu nazivamo traka.

Na skupu svih idempotenata E(.S) polugrupe S mozemo definisati rela-
ciju poretka na sljedeéi nacin

e < f ako i samo ako je e = ef = fe.

Lako se mozemo uvjeriti da je ovako definisana relacija zaista relacija po-
retka. Ovaj poredak na E(S) naziva¢emo prirodni poredak.



Definicija 1.5. Ako za element x polugrupe S postoji element y € S takav
da je xyxr = x, tada kazemo da je element x regularan. Polugrupa ¢iji su svi
elementi regularni se naziva regularna polugrupa.

Ako za element x € S postoji element y € S takav da je zyx = z i
yxy = y tada y nazivamo inverzom elementa z. Skup svih takvih elemenata
y oznacavamo sa V' (x). Ako element x € S ima inverz tada je on ocigledno
regularan. Medutim, vazi i obratno, aka je z regularan element, tada je
V(z) # 0. Zaista, neka je xyx = x za neko y, tada je

r(yxy)r = vyxr = x i (yry)z(yry) = yryry = yoy,

to jest yxy je inverz za x.

Sve grupe su regularne polugrupe, pri ¢emu je V(r) = {x71} za sve
elemente grupe. U proizvoljnoj polugrupi svi idempotentni elementi su re-
gularni. Ako je x regularan element polugrupe S, i y € V(z), tada su
elementi zy i yx idempotentni jer vazi

TY TY = TYT - Y = Y
YT - YT = YTy - T = YI.

Definicija 1.6. Polugrupa S u kojoj za svaki element x € S postoji jedin-
stven element y € S takav da vazi zyx = = i yry = y se naziva inverzna
polugrupa. Jedinstveni inverz elementa x oznacava¢emo sa x’.

Sve grupe su inverzne polugrupe, i grupovni inverz proizvoljnog elementa
grupe se upravo poklapa sa definicijom inverza u inverznoj polugrupi, tako
da je ovako uvedena notacija opravdana. Medutim, sve inverzne polugrupe
nisu grupe, ve¢ obuhvataju mnogo siru klasu polugrupa.

Primjer 1.1. (i) Skup prirodnih brojeva sa operacijom mnozenja je jedna
komutativna polugrupa sa jedinicom. Skup cijelih brojeva sa operacijom
sabiranja ¢ini komutativnu grupu, a sa operacijom mnozenja komutativnu
polugrupu sa jedinicom. Skupovi racionalnih i realnih brojeva sa operaci-
jama mnozenja i sabiranja ¢ine komutativne grupe.

(ii) Neka su L i R neprazni skupovi. Definisimo binarnu operaciju - na
skupu L x R sa (l1,71) - (I2,72) := (I1,7r2). Lako se vidi da L x R sa ovom
operacijom ¢ini polugrupu, koju nazivamo pravougaona traka. Takav naziv
je opravdan jer vazi (I,r) - (I,7) = (I,r) za sve (I,r) € L x R, to jest svi
elementi polugrupe L x R su idempotentni. Polugrupa L x R je regularna,
Stavise, za svaka dva elementa (I1,71), (l2,72) € L X R vazi

(li,71) - (I2,r2) - (L, r1) = (L, r2) - (L ra) = (Lo, 1)
(12,7“2) . (ll,Tl) . (lQ,T'Q) = (lg,'f‘l) . (12,7“2) = (12,7“2).

(iii) Neka je X neprazan skup, tada skup svih preslikavanja skupa X u
samog sebe, sa operacijom kompozicije funkcija ¢ini jednu nekomutativnu



polugrupu, koju oznacavamo Tx i nazivamo polugrupa transformacija na
skupu X. Polugrupa 7x je monoid, u kome je jedini¢ni element idx, iden-
ticko preslikavanje skupa X. Za a € Tx ¢emo sa im(«) oznacavati skup
slika transformacija a. Idempotenti u Tx su transformacije a € Tx koje
ispunjavaju uslov alima) = idim(a), to jest koje identicki slikaju skup svo-
jih slika im(a). Polugrupa transformacija jeste regularna, ali nije inverzna
polugrupa. U njoj je sadrzana grupa svih bijekcija skupa X na samog sebe,
to jest simetri¢na grupa Sx.

(iv) Neka je X neprazan skup. Parcijalna transformacija skupa X je
preslikavanje jednog njegovog podskupa na drugi. Domen parcijalne trans-
formacije o ¢emo oznacavati sa dom(a), a skup slika sa im(«). Skup svih
parcijalnih transformacija skupa X sa operacijom kompozicije definisanom
na sljedeéi nacin

(o B)(x) = a(B(x)) akko z € dom(f) Nim(«)

¢ini monoid, u kojem je jedini¢ni element upravo identicko preslikavanje
idx. Ova polugrupa se naziva polugrupa parcijalnih transformacija i ozna-
cava sa PT x. Ocigledno je polugrupa transformacija 7x jedan podmonoid
monoida PT x. Pored toga, skup svih parcijalnih bijekcija skupa X ¢ini
podmonoid polugrupe PT x, koji oznacavamo sa Zx i nazivamo simetri¢ni
inverzni monoid. Kao sto se da naslutiti iz imena, Zx je inverzna polugrupa.
Sve navedene polugrupa sadrze kao podgrupu simetri¢nu grupu Sx.

1.2 Potpolugrupe i ideali

Definicija 1.7. Neprazni podskup 1" polugrupe S je potpolugrupa od S ako
je zatvoren za operaciju na polugrupi, to jest ako vazi TT" C T'. Podgrupa
polugrupe S je potpolugrupa koja zadovoljava sve aksiome grupe.

Maksimalna podgrupa polugrupe S je podgrupa koja nije sadrzana ni u
jednoj drugoj podgrupi S.

Tvrdenje 1.2. Skup svih invertibilnih elemenata monoida S ¢ini podgrupu
tog monoida.

Dokaz. Oznac¢imo skup svih invertibilnih elemenata monoida S sa U(S).
Neka su z,y € U(S), tada je ispunjeno

Ty - y_lx_l =z.z7l=1

ylaThay =y oy =1
Dakle skup U(S) je zatvoren za mnozenje, pa ¢ini potpolugrupu polugrupe
S. Kako je 1 € U(S), i svaki element U(S) je invertibilan, slijedi da je U(S)
podgrupa monoida S. O



Neka je 7 neka familija potpolugrupa polugrupe S, tada je presjek
Nrer T te familije ili prazan skup ili potpolugrupa od S. Zaista, ako su
x,y elementi Ny T, tada su z,y elementi svake potpolugrupe T' € T, pa
je 1 njihov proizvod xy sadrzan u T, to jest u presjeku (e 7. Posma-
trajmo sada familiju 7 svih potpolugrupa od S koje sadrze neki neprazan
skup X C S. Presjek te familije (V7T je, kao $to smo vidjeli, potpo-
lugrupa od S, koja takode sadrzi skup X. Po samoj definiciji polugrupe
Nrer T, to je i najmanja potpolugrupa od S koja sadrzi podskup X. Ovu
polugrupu nazivamo polugrupa generisana skupom X, a oznacavamo sa (X).

Tvrdenje 1.3. Neka je X neprazan podskup polugrupe S. Tada se potpolu-
grupa (X) generisana skupom X moZe izraziti kao

{z129... 1 :n E N2y, 29,..., 2 € X}.

Dokaz. Oznac¢imo sa Y = {x122...2, : n € Nz, 29,..., 2, € X}. Kako je
(X)) potpolugrupa od S koja sadrzi X, svi kona¢ni proizvodi elementa iz X
pripadaju (X), pa je Y C (X). S druge strane, i sam skup Y je zatvoren
za mnozenje, pa je potpolugrupa od S. Kako Y sadrzi skup X, iz definicije
(X) slijedi da je (X) C Y. Dakle

(X)={riza...xp :neN,z1,29,...,2, € X}.
]

Ako je S polugrupa sa nulom, tada pod (X) podrazumijevamo skup
svih konacnih proizvoda elemenata iz X, zajedno sa nulom. Neka je S
monoid, a X neprazan podskup S. Analogno gornjoj definiciji, mozemo
definisati podmonoid od S generisan sa X kao presjek svih podmonoida
S koji sadrze skup X. Taj podmonoid oznacavamo sa Mon(X), i sliéno
prethodnom tvrdenju, lako dobijamo da je

Mon(X) ={lzyxe...zy :n € NU{0}, 21, 29,...,2, € X}.

Ako je (X) = S za neki podskup X C S, tada kazemo je skup X
generatorni skup polugrupe S. Podskup X C E(S) koji je generatorni skup
S nazivamo idempotentni generatorni skup.

Definicija 1.8. Rang polugrupe S definiSemo kao
rang(S) = min(|X|: X C 5,5 = (X)).
Sli¢no definiSemo i idempotentni rang polugrupe S
idrang(S) = min(|X| : X C E(5), S = (X)).

Ocigledno uvijek vazi rang(S) < idrang(S). Ukoliko postoji idempo-
tentni generatorni skup £’ C F(S) polugrupe S kardinalnosti rang(S), tada
E' nazivamo idempotentnom bazom polugrupe S.



Definicija 1.9. Neprazan podskup T' polugrupe S nazivamo lijevi (desni)
ideal od S ako je ispunjeno ST C T (odnosno T'S C T'). Podskup T polu-
grupe S je obostrani ideal, odnosno ideal ako je istovremeno i lijevi i desni

ideal od S.

Svaki ideal polugrupe S, lijevi, desni ili obostrani, je takode potpolu-
grupa S. Ideal I u S je pravi ako je I # S. Za proizvoljan element x € S
definiSemo sljedeé¢e skupove

L(z) = S'z = {z} U Sz

R(z) =zS' = {z}UuzS

J(z) = S'eSt = {x} uzSU Sz U SzS.
Tada su L(x), R(x), J(

ideal generisan sa z.

Ideal I polugrupe S je minimalan ako ne postoji ideal J polugrupe S
takav da je J C I. Primijetimo da polugrupa ne mora da ima minimalni
ideal. Na primjer, u polugrupi (N, +), svi ideali su oblika I,, = {na : a € N},
n € N, i ocigledno ne postoji minimalni medu njima. Ukoliko minimalni
ideal polugrupe postoji, on je jedinstven, i nazivamo ga jezgro polugrupe S,
sto zapisujemo K ().

Ako polugrupa S sadrzi nulu, tada je ocigledno {0} minimalni ideal u
S. Zbog toga u polugrupama sa nulom definiSemo O-minimalni ideal, kao
minimalni element u poretku svih ideala S razli¢itih od {0}. Polugrupe S
sa nulom u kojima vazi S? = {0} naziva¢emo nula polugrupe.

x) redom glavni lijevi, glavni desni, i glavni obostrani

Definicija 1.10. Polugrupa S je prosta ukoliko ne sadrzi nijedan pravi ideal.
Polugrupa S sa nulom je 0-prosta ako S nije nula polugrupa i jedini pravi
ideal u S je {0}.

Pokazacemo sljedeé¢u karakterizaciju 0-prostih polugrupa.

Tvrdenje 1.4. Polugrupa S je 0-prosta ako i samo ako je SxS =S za sve
x e S\ {0}.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je S 0-prosta polugrupa, tada je za svako
x € S glavni ideal SzS jednak {0} ili S. Oznac¢imo sa T skup svih z € S
za koje je SxS = {0}. Akojex € Tis € S, onda je SxsS C SxzS = {0},
paje T'S CT. Slicno dobijamo T'S C T, $to znaci da je T ideal u S. Slijedi
da je T = S ili T = {0}. Pretpostavimo da je T' = S, tada je SzS = {0}
za sve x € S, odakle je SSS = {0}, §to je u suprotnosti sa S% # {0}. Dakle
SzS =S5 zasvex € S\ {0}.

Neka je sada S polugrupa takva da je SzS = S za sve x € S\ {0}.
Odatle odmah slijedi da je S? # {0}. Pretpostavimo da je I ideal u S, i
pretpostavimo da je I # {0}. Tada postoji € I\ {0}, pa je SzS = S.
Prema tome, glavni ideal SxS je sadrzan u [ i jednak S, pa je I = S. Dakle
jedini ideali polugrupe S su S i {0}, pa je ona O-prosta. O



Tvrdenje 1.5. (i) Neka je S polugrupa sa nulom, i neka je I 0-minimalan
ideal polugrupe S. Tada je I ili nula polugrupa ili 0-prosta polugrupa.

(ii) Neka je S proizvolina polugrupa, i I minimalni ideal uw S. Tada je I
prosta polugrupa.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je I # {0}, to jest da I nije nula polugrupa.
Neka je x € I\ {0} i posmatrajmo glavni ideal S'zS* w S. Iz ST C I i
IS C I slijedi da je S'zS! C I. Kako je I O-minimalan ideal u S slijedi da
je StxSt = Iili S'zS! = {0}. Posto je x # 0, vazi S'zS! = I, odakle dalje
slijedi
PB=I1S"2S'ICIarcI (1)

Posto je I? # {0} ideal u S sadrzan u I slijedi da je I? = I, paje I =1I. Iz
(1) onda slijedi da je Izl = I, pa je prema prethodnom tvrdenju I 0-prosta
polugrupa.

(ii) Ako polugrupa S sadrzi nulu, tada je minimalni ideal u S upravo
I = {0}, sto je prosta polugrupa. Pretpostavimo onda da S ne sadrzi nula
element. Neka je J ideal polugrupe I, i neka je x € J. Tada je Izl C J i
SlzS' C I. Iz minimalnosti ideala I slijedi da je S'zS' = I, pa je

P =18'%S' T C Izl CJ.

Sliéno kao u (i) dobijamo da je I = I? = I3, odakle dobijamo I = J, §to
upravo znaci da je I prosta polugrupa. O

1.3 Homomorfizmi i kongruencije

Prije nego po¢nemo izucavati odnose kongurencija i homomorfizama na
polugrupama, podsjetimo se nekih osnovnih rezultata o relacijama ekviva-
lencije i kongruencijama. Neka je X neprazan skup, ip C X x X neka relacije
na X. Inverznom relacijom za p nazivamo relaciju p~! = {(y,z) : (z,y) € p}.
Sa p¥ ¢emo oznacavati najmanju relaciju ekvivalencije na skupu X koja sa-
drzi p, dok ¢emo sa Ay oznacavati relaciju ekvivalencije {(z,z) : x € X}.
Lako vidimo da relaciju p¥ moZemo izraziti kao

o0

PP =Ax Jpup ).
=1

Relaciju p na polugrupi S nazivamo lijevo kompatibilna ako iz (z,y) € p
slijedi (zx, zy) € p za sve x,y,z € S. Analogno definiSemo desno kompati-
blinu relaciju na S, kao relaciju p na S koja ispunjava (z,y) € p = (zz,yz) €
p za sve x,y,z € S. Relacija p na S je kompatibilna ako ispunjava

(z,y) € pA(2,t) € p= (22,4t) € p,

za sve x,y, z,t € S. Relacija ekvivalencije na S koja je lijevo (desno) kom-
patibilna se naziva lijeva (desna) kongruencija, dok je ekvivalencija koja je
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kompatibilna relacija naziva kongruencija. Iz ovih definicija lako vidimo da
je ekvivalencija na S kongruencija ako i samo ako je istovremeno i lijeva i
desna kongruencija.

Za proizvoljnu relaciju p na polugrupi S sa p© ozna¢imo najmanju kom-
patibilnu relaciju na S koja sadrzi p. Najmanju kongruenciju na S koja
sadrzi p oznacava¢emo sa p. U daljem radu ¢emo koristiti sljedeée osobine
kongruencija na polugrupi.

Tvrdenje 1.6. Za proizvoljne binarne relacije p i o na polugrupi S ispu-
njeno je:

(i) p© = {(prq,pyq) : p,q € S*, (x,y) € p};
(ii) (pU0)” =p“Ua®i(p~")% = (p“)Y;
(iii) p=As U2 (p” U (p”) 1)

Neka su S i T polugrupe. Preslikavanje ¢ : S — T je homomorfizam
polugrupe S u polugrupu 7" ako vazi ¢(zxy) = ¢(z)p(y), za sve x,y € S. Ako
su S i T monoidi, tada je ¢ : S — T homomorfizam monoida ako je ispunjen
prethodni uslov i ¢(1g) = 17. Homomorfizam polugrupa koji je bijekcija
nazivamo izomorfizam polugrupa, dok injektivan homomorfizam nazivamo
monomorfizam, a sirjektivan homomorfizam je epimorfizam. Preslikavanje
¢ : S — T je antiizomorfizam polugrupa ako je ispunjeno ¢(zy) = ¢(y)d(z),
za sve x,y € S.

Neka je ¢ : S — T homomorfizam polugrupa. Jezgro homomorfi-
zma ¢, koje oznacavamo ker(¢), je binarna relacija na S definisana sa
(z,y) € ker(¢) ako i samo ako ¢(x) = ¢(y). Skup svih slika homomor-
fizma ¢ oznacava¢emo sa im(¢).

Neka je p kongruencija na polugrupi S, i neka je S/p skup klasa ekvi-
valencije koje odreduje relacija p. Tada se na skupu S/p moze na prirodan
nacin definisati binarna operacija sa

[ff]p’ [y]p = [xy]p'

Ova operacija ne zavisi od izbora predstavnika klasa ekvivalencije, jer ako je
zpx' i ypy', tada je xypz'y’, posto je p kongruencija. Asocijativnost opera-
cije na S/p slijedi iz asocijativnosti operacije u polugrupi S. Dakle, (S/p, )
je polugrupa, takozvana koli¢nicka polugrupa S po kongruenciji p. Epimor-
fizam qg sa polugrupe S na koli¢nic¢ku polugrupu S/p koji svakom elementu x
dodjeljuje odgovarajucéu klasu ekvivalencije, qAﬁ(:U) = [z],, se naziva prirodni
homomorfizam.

Teorema 1.1. (Prva teorema o izomorfizmu) Neka je ¢ : S — T homomor-
fizam polugrupa. Tada je ker(¢) kongruencija na S, im(¢) je potpolugrupa
od T, i vazi S/ker(¢p) ~ im(¢).
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Dokaz. Neka su z,y, z,t € S takvi da je (z,y), (z,t) € ker(¢). Tada je

p(zz) = ¢(2)¢(2) = ¢(y)d(t) = d(yt),

pa je i (zz,yt) € ker(¢). Dakle ker(¢) je kongruencija na S, i S/ker(¢)
je koli¢nicka polugrupa. Neka su sada z,t elementi im(¢), tada postoje
x,y € S tako da je z = ¢(x) i t = ¢(y). Odatle slijedi da je zt = p(x)p(y) =
o(zy) € im(p), to jest im(¢) je potpolugrupa polugrupe 7'

Defini§imo sada preslikavanje ¢ : S/ker(¢) — im(9), [Z]ker(g) = ¢(7). 1z
definicije relacije ker(¢) slijedi da je ovo preslikavanje dobro definisano, kao
i bijektivno. Neka su [#]per(g)s [U]ker(s) elementi S/ker(¢), tada je

w([x]ker@)) [y]ker ¢)) = w([xy]ker(@) - ¢($y) =
= gb(a:)qb(y) = ¢([$]ker(¢))¢([y]ker(¢))a

pa je v izomorfizam. O

Neka je I proizvoljan ideal polugrupe S. Definisimo relaciju py = (I x1)U
0g. Lako vidimo da je pr kongruencija na S, takozvana Risova kongurencija.
Klase ekvivalencije kongruencije py su I i jednoc¢lani skupovi {z}, zax € S\I.
Koli¢nicku polugrupu S/p; oznacavamo sa S/1, i nazivamo Risova kolicnicka
polugrupa. Oc¢igledno je I nula polugrupe S/I, pa polugrupu S/I mozemo
posmatrati kao skup (S'\ I) U {0}, sa operacijom

RO B ako je xzy € S'\ I,
Y=Y 0  inace.

Ukoliko je ¢ : S — T homomorfizam polugrupa takav da je ker(¢) Risova
kongruencija, tada ¢ nazivamo Risov homomorfizam. U tom slucaju, je-
zgrom Risovog homomorfizma ¢ ne nazivamo kongruenciju py ve¢ ideal I.
Primjer Risovog homomorfizma je prirodni homomorfizam br: S — S /1,
koji slika = u I ako je x € I, odnosno u {z} inace. Ocigledno je ker(ngSI)
upravo kongruencija py. Sljedece tvrdenje pokazuje da postoji uzajamno jed-
noznacna korespondencija izmedu ideala koli¢nicke polugrupe S/I i ideala
polugrupe S koji sadrze I.

Tvrdenje 1.7. Neka je I pravi ideal polugrupe S. Neka je A kolekcija svih
ideala polugrupe S koji sadrze I, a B kolekcija svih ideala polugrupe S/I.
Tada je preslikavanje ¢ : A — B, J — J/I bijekcija koja cuva relaciju
inkluzije, odnosno vazi J C J = ¢(J) C ¢(J').

1.4 Slobodne polugrupe i prezentacije

Neprazan skup simbola A nazivamo alfabet, a njegove elemente slova.
Konaéni nizovi {ay,...,a,} elemenata iz A su rijeci, koje ¢emo krace za-
pisivati a1 ...a,. Skup svih rije¢i nad alfabetom A oznadavamo sa AT.
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DefiniSemo praznu rije¢, koju ¢emo oznacavati sa A, kao rije¢ koja ne sadrzi
nijedno slovo. Na skupu A* = AT U {\} definiSemo binarnu operaciju -
nadovezivanja rijeci

(a1a2 .. .an) . (b1b2 e bm) = aiay .. .anb162 e bm,

(ar1ag...an)\ = ANaqag .. .ay) = (a1az. .. ay),

za a1as...an,b1ba ... b, € AT. Ova operacija je oéigledno asocijativna pa
je A* monoid sa jedini¢nim elementom A. Napomenimo i da ne¢emo praviti
razliku izmedu slova a € A, i rijeci {a} € AT.

Neka je S proizvoljna polugrupa, i ¢ : A — S neko preslikavanje. Defi-
nisimo preslikvanje ¥ : AT — S sa

¢+(a1 coean) = ¢(ar) ... play).

Ocigledno je ¢ homomorfizam polugrupa. Takode vazi ¢+ (a) = ¢(a), za
sve a € A, odnosno ¢T|4 = ¢. Pokazacemo da je ¢t jedinstven homomor-
fizam sa AT u S ¢ija je restrikcija na A jednaka ¢. Pretpostavimo da je
¢ : AT — S homomorfizam polugrupa za koji vazi |4 = ¢. Tada je za
proizvoljnu rije¢ a; ...a, € A" ispunjeno

Ylay...an) =P(a1)...P(an) = ¢(ar) ... o(an) = ¢ (a1 ...a,),

odnosno ¢ = 1, kao $to smo tvrdili. Dakle, za proizvoljnu polugrupu S i
proizvoljno preslikavanje ¢ iz A u S, postoji jedinstven homomorfizam iz A™
u S koji prosiruje to preslikavanje. Polugrupu AT, kao i svaku polugrupu
koja zadovoljava ovaj uslov, nazivamo slobodna polugrupa nad alfabetom
A. Preciznu definiciju slobodnih polugrupa dajemo ispod.

Definicija 1.11. Polugrupa S je slobodna nad alfabetom A ako:
(i) postoji injektivno preslikavanje ov: A — S,

(ii) za svaku polugrupu T i svako preslikavanje ¢ : A — T postoji jedin-
stven homomorfizam ¢™ : S — T za koji vazi ¢ = a0 ¢T.

Gornju definiciju mozemo pojednostaviti izjednacavajuéi elemente alfa-
beta A sa njihovim slikama pri injekciji «, to jest ako posmatramo A kao
podskup polugrupe S. Tada definicija postaje: S je slobodna polugrupa nad
alfabetom A C S ako za svaku polugrupu T i svako preslikavanje ¢ : A — T
postoji jedinstven homomorfizam ¢ : S — T za koji vazi ¢* |4 = ¢.

Neka je S proizvoljna slobodna polugrupa nad alfabetom A. Ako u dijelu
(ii) definicije 1.11 uvrstimo T'= S i ¢ = «, dobijamo da postoji jedinstven
homomorfizam ¢ : S — S za koji je a = a0 ¢T. Kako je identi¢ko preslika-
vanje jedan homomorfizam koji zadovoljava poslednju jednakost, slijedi da
je T =1idg.
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Tvrdenje 1.8. Neka je A alfabet i S polugrupa. Tada je S slobodna polu-
grupa nad A ako i samo ako je S ~ A™T.

Dokaz. Pokaza¢emo da su bilo koje dvije slobodne polugrupe na alfabetom
A medusobno izomorfne. Posto smo veé pokazali da je AT slobodna polu-
grupa nad A, odatle ¢e direktno slijediti tvrdenje. Neka su S i S’ slobodne
polugrupa nad alfabetom A, inekasua: A — Sia’ : A — S odgovarajuce
injekcije. Tada postoje jedinstveni homomorfizmi ¥ : S — S i ¥ : 5 — S
takvi da je ispunjeno o/ = a¥ i a = o/¥’. Iz ovih jednakosti slijedi

a=ad¥V =a¥W¥id =a¥ = V0.

Vidjeli smo da postoje jedinstveni homomorfizmi § : S — Si 6 : S5 — 5’
takov da je a = aof i a = o of. Odatle slijedi da je YU’ = idg i
U'¥U = idg,. Prema tome, ¥ i ¥’ su uzajamno inverzne bijekcije, odakle
slijedi S ~ . O

Na sli¢an naéin mozemo definisati slobodan monoid nad alfabetom A.
Monoid M je slobodan nad alfabetom A ako i samo ako

(i) postoji injektivno preslikavanje o : A — M,

(ii) za svaki monoid N i preslikavanje ¢ : A — N postoji jedinstven ho-
momorfizam ¢t : M — N takav da je ¢ = ao¢™.

Sliéno dokazu prethodnog tvrdenja, moze se pokazati da je monoid M
slobodan nad A ako i samo ako je izomorfan monoidu A*.

Neka je sada S proizvoljna polugrupa i A njen generatorni skup (ta-
kav skup uvijek postoji, mozemo uzeti na primjer A = S). Tada postoji
jedinstven homomorfizam ¢* : AT — S za koji je ¢1|4 = id4. Posto je

S=(A)={a1...ap:n€Nay,...,a, € A},

slijedi da je im(¢*) = S. Iz prve teoreme o izomorfizmu polugrupa onda
slijedi
At /ker(¢) ~ im(¢1) = S.

Dakle, svaka polugrupa je izomorfna koli¢nickoj polugrupi neke slobodne
polugrupe. Neka je p binarna relacija na skupu X. Kao i ranije, sa p ¢emo
oznacavati najmanju kongruenciju koja sadrzi relaciju p. Prema pokazanom,
svaku polugrupu S mozemo predstaviti (ne nuzno na jedinstven nacin), po-
mocu slobodne polugrupe F nad alfabetom A, te kongruencije p na njoj.
Kako je svaka slobodna polugrupa nad A izomorfna A™, dovoljno je pozna-
vati alfabet A, te binarnu relaciju p na A" koja generise kongruenciju p. To
nas dovodi do pojma prezentacije polugrupe.
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Definicija 1.12. Neka je S polugrupa. Prezentacija polugrupe S je ureden
par (A|p), gdje su A alfabet i p binarna relacija na skupu A, takvi da je S ~
AT /p. Prezentacija (A|p) predstavlja svaku polugrupu koja je izomorfna
polugrupi A*/p.

Elemente A nazivamo generatorni simboli, dok elemente iz p nazivamo
definicione relacije. Prezentacija (A|p) je konac¢na ako sui A i p konacni sku-
povi. Neka je S neka polugrupa predstavljena prezentacijom (A|p). Tada je
S ~ A% /p, odnosno postoji uzajamno jednoznacéna korespondencija izmedu
p-klasa ekvivalencije u AT i elemenata polugrupe S. Ako dvije rijeci u i v
iz AT pripadaju istoj p-klasi, tada one odreduju isti element S, pa pisemo
uU=g .

Neka je sada T proizvoljna polugrupa, i (A|p) neka prezentacija. Pre-
slikavanje ¢ : A — T nazivamo dodjeljivanje generatora ako je T = (¢(A)).
Neka je ¢ : AT — T jedinstveni homomorfizam koji prosiruje preslikava-
nje ¢. Kazemo da polugrupa T' zadovoljava definicionu relaciju (u,v) € p
u odnosnu na dodjeljivanje generatora ¢ ako je ¢*(u) = ¢+ (v), to jest ako
(u,v) € ker(¢T). Primijetimo da T zadovoljava sve definicione relacije iz
p u odnosu na dodjeljivanje generatora ¢ ako i samo ako je p C ker(¢™).
Prema definiciji prezentacije, svaka polugrupa predstavljena sa (A|p) za-
dovoljava sve definicione relacije iz p u odnosu na dodjeljivanje generatora
cA— AY/p, a— [d].

Uredeni par (u,v) € A X A se naziva elementarna p-tranzicija ako se v
moze dobiti od u zamjenom neke podrijeéi x rije¢ju y, pri ¢emu je (x,y) € p
ili (y,z) € p. Iz Tvrdenja 1.6 slijedi da je (u,v) elementarna p-tranzicija
ako i samo ako je (u,v) € p© U (p~1)°. Da je (u,v) elementarna p-tranzicija
krade ¢emo zapisivati sa u ~ v. Ako postoji niz elementarnih p-tranzicija
U = wy ~ Wiy, W) ~ Wy, Wp—1 ~ w, = v, tada kazemo da je (u,v)
posljedica relacije p. U dokazu glavnog rezultata ovog dijela koristicemo
sljedece tvrdenje.

Lema 1.1. Neka je S polugrupa predstavijena prezentacijom (A|p), i neka
su u,v rijeci iz A, Tada je u =g v ako i samo ako je (u,v) posljedica p.

Dokaz. Prema definiciji u =g v ako i samo ako je u i v pripadaju istoj klasi
ekvivalencije kongurencije p. Iz Tvrdenja 1.6 znamo da je

p=1Ay [j (pC U (pfl)C)i'
i=1

Prema tome, vazi u =g v ako i samo ako je u = v ili (u,v) € (p© U (p~1)%)’
za neko i € N. Dalje, (u,v) € (p° U (p~1)%)? za neko i € N ako i samo
ako postoje wo, w1, ...,w; € AT takvi da je u = wp, v = wy, 1 (wj_1,w;) €
pCU(p™H)Y zasve 1 < j < i. Kako smo vidjeli, vazi (w;_1,w;) € pU(p~1)¢
upravo ako i samo ako je w;_1 ~ w;. Dakle, u =g v ako i samo ako je u = v
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ili postoji niz elementarnih p-tranzicija u = wy ~ wy, Wy ~ Wa,...,w;—1 ~
w; = v. Time smo pokazali da je u =g v ako i samo ako je (u,v) posljedica
P O

Naredno tvrdenje nam daje kriterijum za provjeravanje da li data pre-
zentacija predstavlja neku datu polugrupu.

Tvrdenje 1.9. Neka je S polugrupa, tada je (A|p) prezentacija S ako i
samo ako postoji dodjeljivanje generatora ¢ : A — S takvo da

(i) S zadovoljava odredujuce relacije iz p u odnosu na ¢.

(ii) ako su u,v € A" takvi da je ¢t (u) = ¢t (v), tada je (u,v) posljedica
p.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da (A|p) jeste prezentacija polugrupe S. Tada
postoji izomorfizam 1) : AT /p — S. Definisimo preslikavanje ¢ : A — S sa
¢(a) = ¥([a]y). Ovo preslikavanje je dodjeljivanje generatora jer elementi
la]s,a € A generiSu polugrupu A*/p. Kako je ¢ upravno prirodni homo-
morfizam : AT — A1 /p, polugrupa S zadovoljava relacije iz p u odnosu na
¢. Neka su dalje u,v € A" takvi da je ¢T(u) = ¢ (v), to jest [u]; = [v],.
Onda je prema gornjoj primjedbi (u,v) posljedica p.

Sada pretpostavimo da su ispunjeni uslovi (i) i (ii) za neko dodjeljivanje
generatora ¢. Posto S zadovoljava sve relacije iz p u odnosu na ¢, vazi
p C ker(¢™). Znamo da je ker(¢) kongruencija, a kako je p najmanja
kongruencija koja sadrzi p, slijedi da je p C ker(¢1). S druge strane, ako je
(u,v) € ker(¢™T), tada je [u]; = [v];, pa je (u,v) posljedica p. Odatle slijedi
(u,v) € p, ¢ime smo pokazali da je p = ker(¢™). Sada iz prve teoreme o
izomorfizmu polugrupa slijedi

S =im(¢") ~ AT /ker(¢pT) = AT /p.

Time smo pokazali da je (A|p) prezentacija polugrupe S. O

1.5 Grinove relacije

Grinove relacije na polugrupi su relacije ekvivalencije koje je u svom
radu 1951. godine prvi put uveo Dz. A. Grin (J.A. Green). Pokazale su se
izuzetno znacajne za razumijevanje strukture polugrupa.

Definicija 1.13. Neka je S polugrupa, definiSemo relacije £, R, J na slje-
dedi nacin

zLy < Stz = Sly,

TRy > xSt = yS!,

cJy < StesSt = Styst,
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Lako vidimo da su ovo relacije ekvivalencije na S. Pokaza¢emo prvo
neke osnovne osobine relacija £, R, J, pa zatim definisati preostale Grinove
relacije.

Tvrdenje 1.10. Neka je S polugrupa i x,y € S, tada vazi

xLy < (3a,b € S (ax =y Aby = x),
TRy < (3a,b € SY)(za =y Ayb = z),
xJy < (Ja,b,c,d € S*)(axc =y Abyd = ).

Dokaz. Pokazac¢emo tvrdenje za relaciju £, dokaz za R i J se izvodi slicnim
argumentima. Pretpostavimo prvo da je zLy, to jest S'z = S'y. Odatle
slijedi da = € Sy, pa postoji b € S tako da je z = by. Analogno, postoji
a € S tako da je y = ax. Sada pretpostavimo da postoje a,b € S tako da je
ar = y,by = x. Tada je S’z = S'by C Sly, i slicno S'y C S'x. Dakle vazi
xLy. O

Iz definicije, i prethodnog tvrdenja lako vidimo da vaze sljedeéi odnosi
LCTiRCT.

Tvrdenje 1.11. Neka je S polugrupa i L, R Grinove relacije na S. Tada
je LoR =TRoL.

Dokaz. Neka su z,y elementi S takvi da je zLoRy. Tada postoji z € S tako
da je Lz i zRy. Prema prethodnom tvrdenju postoje elementi a, b,c,d € S
takvi da je ax = z,bz = z i z¢ = y,yd = z. Odatle slijedi da je xzc = bzc i
bzed = byd = bz = x, pa je bzc¢Rx. Sli¢no dobijamo da je yLbzc, $to znaci
da je R o Ly. Prema tome, vazi Lo R C R o L. Analogno pokazujemo da
jeRoL C LoR, pajekonatno LoR =RoL. O

Iz poslednjeg tvrdenja slijedi da je LV R = L o R, gdje sa V oznaca-
vamo tranzitivno zatvaranje unije dvije relacije ekvivalencije. Sada mozemo
definisati preostale dvije Grinove relacije D i H kao D = Lo R = Ro L
iH = LNR. Ocigledno je H relacija ekvivalencije, kao presjek dvije re-
lacije ekvivalencije. Iz gornje primjedbe slijedi da je i D = £ o R relacija
ekvivalencije. U konaénim polugrupama se relacije D i J poklapaju.

Relacija £ je desna kongruencija, i dualno, R je lijeva kongruencija, jer
za proizvoljne x,y, z € S vazi

zLy = Stz = Sty = Slaz = Styz = z2Lyz,
TRy = xSt = yS! = 228" = 2ySt = zaxRzy.

Neka je a element polugrupe S. Ako sa Lg, Ry, Ju, Hay Dy 0znacimo
redom L-, R-, J-, H-, D-klase ekvivalencije odredene sa a, tada vaze sljedeci
odnosi

Ho, C Lo, Ho C€ Ry, Lo € Dy, Ry € Da, Do C Jg.
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Na skupu svih J—klasa polugrupe S mozemo definisati relaciju poretka na
sljeded¢i nacin

Jo < Jp & StaSt C STbSt.
Na slican nacin uvodimo relaciju poretka na skupu svih £-klasa, odnosno
R-klasa. Neka su a,b € S proizvoljni elementi, tada vazi

Stapst € Stas' i StabS' C SbS! (2)

Odatle slijedi da je Jup < Jy 1 Jagp < Jp, odnosno, proizvod dva proizvoljna
elementa a,b € S uvijek upada u J-klasu koja je ispod ili jednaka J, i Jp.
Sliéno dobijamo da je za proizvoljne a,b € S uvijek ispunjeno Ry, < R, i
L,y < L. Neka su sada J, i J, maksimalne [J-klase u odnosu na uvedeni
poredak, i neka je J, # Jp. Tada je Jup < Jo 1 Jap < Jp, jer bi u suprotnom
J-klase J, i Jp bile uporedive. Prema tome, proizvod elemenata iz razli¢itih
maksimalnih J-klasa uvijek mora pripadati nekoj nizoj 7-klasi.

Neka je x € S proizvoljan element, definisimo I(z) = J(x) \ J;. Primi-
jetimo da je I(x) jednak skupu {y € S : J, < J,}, jer je J, < J, ako i samo
ako je S1yS! c 1281, to jest ako i samo ako je y € S'xS! = J(x)iy ¢ J,.

Pretpostavimo da skup I(x) nije prazan. Neka je y € I(x) iz € S, onda
vazi yz € J(x) posto je J(x) ideal. Odatle slijedi J(yz) C J(y) C J(x) jer
y ¢ Jy. Prema tome, yz € I(x), i slicno dobijamo i zy € I(x). Dakle, ako
skup I(zx) nije prazan tada on je ideal u S.

Jezgro polugrupe K (S) i koli¢nicke polugrupe J(x)/I(x), se nazivaju
glavni faktori polugrupe S. Znamo da je jezgro K(S) prosta polugrupa.
Sli¢na osobina vazi i za ostale glavne faktore polugrupe.

Tvrdenje 1.12. Neka je S proizvoljna polugrupa. Za sve x € S za koje
je I(x) neprazan skup vazi da je J(x)/I(x) ili nula polugrupa ili 0-prosta
polugrupa.

Dokaz. Znamo da je J(x)/I(x) ideal u polugrupi S/I(z). Pretpostavimo da
je K neki pravi ideal u J(z)/I(z). Tada je prema Teoremi 1.7 K = K/I(x)
za neki ideal K polugrupe J(z) koji sadrzi I(z). Neka je k € K, tada je
S1kSt = J(k) € K c J(z). Odatle slijedi da je J; < J;, pa je k € I(z).
Dakle I(z) = K, sto znaci da je J(z)/I(x) O-minimalni ideal u S/I(z).
Konacno iz tvrdenja 1.5 slijedi da je J(z)/I(x) 0-prosta polugrupa ili nula
polugrupa. ]

Vidjeli smo da vazi J,, < J, za proizvoljene elemente y, z klase J;, to
jest proizvod dva elementa iste [J-klase upada u istu ili nizu J-klasu. Ako
je J(z)/I(z) nula polugrupa, tada proizvod dva proizvoljna elementa J,
uvijek upada u nizu J-klasu. U slucaju da je J(z)/I(x) prosta polugrupa,
proizvod elementa iz J, upada ili u J, ili u I(x), pa polugrupu J(z)/I(x)
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mozemo poistovijetiti sa polugrupom J*(z) = J, U {0}, sa operacijom

_ ) yz o yzedy
y*z‘{o, vz & Jy

Sada ¢emo se okrenuti posmatranju strukture D-klasa polugrupe. Vidjeli
smo da je svaka D-klasa unija nekih £, odnosno R-klasa. S druge strane,
L-klasa L, i R-klasa R, imaju neprazan presjek ako i samo ako su sadrzane
u istoj D-klasi. Taj presjek L, N R, je upravo jedna H-klasa. Prema tome,
proizvoljnu D klasu D mozemo vizuelizovati na sljede¢i nacin. Formirajmo
pravougaonu resetku, ¢iji su redovi indeksirani R-klasama sadrzanim u D,
a kolone L-klasama sadrzanim u D. Elemente klase D rasporedimo u od-
govarajuce Celije reSetke, tako da elementi iste H-klase leze u istoj celiji.
Tako dobijamo dijagram rasporeda elemenata D, koji zbog svoj oblika cesto
nazivamo egg-box dijagram.

Tvrdenje 1.13. (Grinova lema) Neka su x,y € S elementi iste L-klase,
i neka su p,q € S' takvi da je pr =y i qy = x. Tada su preslikavanja
Ap i 2> pz, 202 € Ry i Ny 1t = qt, zat € Ry, uzajamno inverzne
bijekcije skupova R, i R,. Owva preslikavanja takode cuvaju L-klase, to jest
Ap(2) € L, za sve z € Ry, kao © \y(t) € Ly za svet € Ry,

Dokaz. Pokazimo prvo da A, zaista slika R, u R,. Neka je z € R, tada
vazi Ap(z) = pzRpx = y, posto je R lijeva kongruencija. Dakle \,(z) € R,
za sve z € R;. Slicno dobijamo da A, slika Ry u R,. Neka je opet z € R,
proizvoljno, tada postoje a,b € S! tako da je = 2bi z = za. Odatle slijedi

A(Ap(2)) = qpz = qp(za) = q(pr)a = qya = za = z,

pa je \po A, = idg,. Analogno dobijamo da je A, 0\, = idg,, pa je prvi dio
tvrdenja pokazan.

Dalje, kako za proizvoljno z € R, vazi \,(z) = pz iz = qpz = gA\p(2), sli-
jedi da je A\,(z) € L, to jest preslikavanje A, cuva L-klase. Slicno dobijamo
i da preslikavanje A\, ¢uva L-klase. O

Na osnovu dualnosti relacija £ i R direktno slijedi sljedece tvrdenje.

Tvrdenje 1.14. (Dual Grinove leme) Neka su x,y € S elementi iste R-
klase, i neka su p,q € S* takvi da je xp =y i yq = x. Tada su preslikavanja
Ppi iz 2zp, 20z € Ly i pg:t—tq, 2at € Ly, uzajamno inverzne bijekcije
Ly i Ly. Ova preslikavanja takode cuvaju R-klase, to jest p,(z) € R, za sve
2 € Ly, kao i pg(t) € Ry za svet € Ly.

Iz Grinove leme i njenog duala slijedi da sve H-klase sadrzane unutar
D-klase D imaju istu kardinalnost. Takode vaze i sljedece osobine.

Tvrdenje 1.15. Neka je H neka H-klasa polugrupe S. Tada je ili H*NH =
(0 ili vaZi neki od sljedecih ekvivalentnih uslova
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(i) H> N H # 0);

(i1) H sadrzi idempotent;

(iii) H? = H;

(iv) H je potpolugrupa polugrupe S;
(v) H je podgrupa polugrupe S.

Dokaz. Pretpostavimo da je H> N H # (). Tada postoje =,y € H tako da
je xy € H, pa je xyHx i xyHy. Dakle vazi xyLx i xyLy, te zyRzx i xyRy.
Prema Grinovoj lemi, preslikavanje A, bijektivno preslikava Ry na R, i pri
tome ocuvava L-klase. Odatle slijedi da njegova restrikcija bijektivno slika
R,NL, = H, = H na Hyy = Ryy N Lyy. Kako je Hy, = H,, dobili smo
bijekciju Az|g skupa H. Sli¢no dobijamo da i py|g bijekivno preslikava H
na samog sebe.

Neka je sada z € H proizvoljan element, tada je \;(z) = zz = a i
py(2) = zy = b za neke a,b € H. Posto je xzRx i zyLy, iz Grinove leme
i njenog duala slijedi da su preslikavanja p, : Ly — L,. i A, : By — Ry
bijekcije. Pri tome p, oc¢uvava R-klase, dok A\, ocuvava L-klase. Iz toga
slijedi da su restrikcije p,|g i \;|g bijekcije skupa H.

Dakle, vazi Hz = H = zH za proizvoljno z € H. Odatle odmah vidimo
da je H potpolugrupa polugrupe S. Neka su sada z,t € H proizvoljni, tada
postoje u,v € H tako da je z = uz it = zv. Prema tome, ut = uzv = zv = t,
pa je u lijevi neutralni element u polugrupi H. Na slican nacin dobijamo
postojanje desnog neutralnog elementa w u polugrupi H. Kako H sadrzi
i lijevi i desni neutralni element, vazi u = w = 1g je neutralni element
u H. Dalje, iz zH = H = Hz slijedi da postoje 2/,2” € H tako da je
27/ = 1y = 2”z. Dakle, svaki element H ima i lijevi i desni inverzni element,
pa vazi 2/ = 2", i H je grupa.

Ovime smo pokazali da (i) implicira (v). S druge strane, iz (v) lako
dobijamo (ii), (iii), (iv), iz kojih trivijalno slijedi (i), pa su svi navedeni
uslovi medusobno ekvivalentni. O

Iz pokazanog tvrdenja slijedi da H-klase sadrze najvise jedan idem-
potent. Lako se moze pokazati da su maksimalne podgrupe S upravo H-
klase koje sadrze idempotente. Koriste¢i Grinove leme i osobine Grinovih
relacija, mozemo pokazati i sljedeéi rezultat za H-klase koje su grupe.

Teorema 1.2. Neka su a,b € S idempotenti iz iste D-klase, tada su odgo-
voarajuce H-klase H, i Hy izomorfne.

Neka je sada R neka R-klasa koja sadrzi idempotent e. Mozemo primi-
jetiti da je e lijevi neutralni element u toj klasi. Zaista, ako je e idempotent
sadrzan u R-klasi R = R., tada za sve x € R postoji a € S tako da je
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T = ea, pa je ispunjeno ex = eea = ea = x. Slitno dokazujemo i da svaki
idempotent predstavlja desni neutralni element L-klase kojoj pripada.

Pokazacemo sada par jednostavnih lemu vezanih za idempotente i Gri-
nove relacije, koje ¢e nam biti od koristi u idu¢im poglavljima.

Lema 1.2. Neka su x,y € S elementi iste D-klase polugrupe S. Tada je
zy € Ry N Ly ako i samo ako L, N Ry sadrZi idempotent.

Dokaz. Pretpostavimo da zy € R, N Ly, tada je xyRx i xyLy, pa postoji
a € S tako da je x = xya. Prema dualu Grinove leme preslikavanja p, :
Ly — Lyy = Ly i pg: Ly = Lyy — L, su uzajamno inverzne bijekcije, koje
¢uvaju R-klase. Zbog toga je

(ya)® = yaya = pa(py(pa(y))) = paly) = ya,

pa je ya idempotent. Kako je p, ¢uva R-klase, vaZzi ya € Ry, pa je ya €
L,NR,.

Za drugi smjer, pretpostavimo da L, N R, sadrzi idempotent e. Tada je e
lijevi neutralni element u Ry, pa je ey = y. Iz duala Grinove leme onda
slijedi da je p, : Le — L, bijekcija koja ¢uva R-klase. Odatle slijedi da
zy € R, a kako je xy € L,, dobijamo konacno da je xy € R, N L. O

Lema 1.3. ( [43], Tordenje A.1.15) Neka je S polugrupa. Idempotentie, f €
E(S) su D-ekvivalentni ako i samo ako postoji x € S i ' € V(x) takvi da
jee=uxx' i f=ax.
Dokaz. Pretpostavimo da postoje elementi z € S i 2’ € V(x) takvi da je
e = xx' i f = 2/x. Tada je za’x = z i 2’2’ = 2’ pa ocigledno vazi
TRz’ La' 1 o' Ra’zLx. Odatle slijedi xa'RxLx’'x, odnosno eDf, pa je jedan
smjer tvrdenja pokazan.

Neka je sada eDf, tada postoji x € S tako da je eRaxLf. Odatle slijedi
da postoje u,v,a,b € S takvi da je e = zu, x = ea i f = vz, x = bf.
Definisimo 2/ = fue. Tada je

'z = x(fue) f(fue)ea = bfuea = xur =ex = x

rz=0b
v'xx’ = (fue)x(fue) = furue = fuee = fue = 2/,
pa su elementi x i ' medusobno inverzni. Takode vazi
zx' = zfue = x(vr)ue = Tue = €2 = e

/
r'r = fuex = fur = veur = ve = f,
¢ime je pokazan i drugi smjer tvrdenja. O

Neka je T potpolugrupa polugrupe S. Sa LT éemo oznacavati Grinovu
relaciju £ na polugrupi 7', odnosno (z,y) € L7 ako i samo ako je T'z =
T'y. Analogno definisemo RT, HT, J7 i DT. U opstem slucaju, Grinove

21



relacije na T ne moraju da se poklapaju sa restrikcijama Grinovih relacija
na polugrupi S. Oéigledno je uvijek ispunjeno £T C (T x T) N L, i analogno
za ostale Grinove relacije.

Tvrdenje 1.16. Neka je T potpolugrupa polugrupe S i neka su s,t € T
reqularni elementi uT'. Tada je sKCt uT ako i samo ako je sKt u S, gdje je
IC bilo koja od Grinovih relacija L, R i H.

Dokaz. Pokazacemo tvrdenje samo za IC = L, posto ¢e za R tvrdenje vaziti
dualno, a za H Cée slijediti iz tvrdenja za £ i R. Za polugrupu R € {S,T}
neka £ oznac¢ava Grinovu L-relaciju na polugrupi R. Odigledno iz s£Tt
slijedi s£5t. Pretpostavimo sada da je s£%t. Elementi s i t su regularni u T,
pa postoje njihovi inverzi a,b € T. Tada sue = asi f = bt idempotenti u T,
pri ¢emu je eLTs i f£Tt. Odatle slijedi e£%s i f£5t, odakle dobijamo eL°f.
1z poslednje relacije dobijamo ef = e i fe = f posto su e i f idempotenti.
Iz toga konacno slijedi sCTelT fLTt. O

Prema gornjem tvrdenju, ako je T regularna potpolugrupa polugrupe S,
tada vazi

LT =T xT)NLRT =T xT)NR,H = (T xT)NH.

Medutim, za Grinove relacije J i D odgovarajuce tvrdenje nije tacno.
Na kraju definiSimo pojam stabilnosti polugrupe. Neke od klasa polu-
grupa koje su stabilne su konac¢ne polugrupe i komutativne polugrupe.

Definicija 1.14. Polugrupa S je stabilna ako su za sve s,t € S ispunjena
oba sljedeca uslova

(i) sJst ako i samo ako je sRst,
(ii) sJts ako i samo ako je sLts.

Posto ¢emo u ovom radu uglavnom posmatrati konac¢ne polugrupe, ko-
risti¢éemo sljedeéi rezultat.

Teorema 1.3. ( [43], Teorema A.2.4) Sve konacne polugrupe su stabilne.

1.6 Regularne polugrupe

Podsjetimo se, polugrupa S je regularna ako za svaki element = € S
postoji y € S tako da je xyxr = x. Za svako x € S mozemo izabrati jedan
element skupa V (), koji ¢emo oznaciti sa 2’. Vidjeli smo i da su elementi zz’
i 'z idempotenti za sve € S. Pri tome vazi xRxz’ i zLx'x. Odatle slijedi
da svaka R-klasa i svaka L-klasa regularne polugrupe S sadrzi idempotent.
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Definicija 1.15. Unarna operacija * na polugrupi (5,-) je involucija ako
ispunjava sljedeée osobine

(@7)" =z i (zy)" = y'z’ (3)

za sve z,y € S. Uredena trojka (S, -, %) se naziva polugrupa sa involucijom.
Ukoliko polugrupa sa involucijom zadovoljava dodatni uslov

zx*x =z, za sve x € S,

tada je S x-regularna polugrupa.

U #-regularnim polugrupama za predstavnika iz V(x) mozemo izbrati
upravo element x* jer vazi x*za* = (za*z)* = z*.

Teorema 1.4. ( [/0], Teorema 2.1) Neka je S x-reqularna polugrupa, i neka
je x € S. Preslikavanje o : y — y*, y € Ry je bijektivno preslikavanje Ry
na Lyx. Preslikavanje o ocuvava H-relaciju i idempotente.

Dokaz. Neka je z € R,, tada postoje a,b € S takvi da je z = xa i x = zb.
Iz osobina involucije dobijamo

2" = (za)* =a*z" i 2% = (2b)" = b* 2",

odakle dalje slijedi z*Lx*, to jest z* € L,+. Dakle o zaista slika R, u
L,«. Definisimo sada preslikavanje 7 : y — y*, y € L;~. Analogno kao za
o, dobijamo da 7 preslikava Ly« u R(y«)» = R;. Pri tome za proizvoljno
z € Ry vazi (0 o7)(z) = (¢*)" = x, pa je 0 o7 = idg,. Slicno dobijamo
Too =1idy., pasu o iT uzajamno inverzne bijekcije.

Neka je sada e € R, idempotent, tada je (o(e))” = e*e* = (ee)* =
e* = o(e). Dalje, neka su z,t € R, elementi iste H-klase H. Tada je
z=at,t =bziz=tect= zdza neke elemente a,b,c,d € S. Iz toga slijedi
2 =tFa®, t" = 2*" 1 2F = U = dF 2T, to jest 2FHEE. O

2

Idempotenti e € S za koje vazi e* = e se nazivaju projekcije. Skup svih
projekcija #-regularne polugrupe S oznacavamo sa P(.5).

Teorema 1.5. ( [40] Teorema 2.2) Svaka R-klasa *-reqularne polugrupe S
sadrzi tacno jednu projekciju.

Dokaz. Neka je R = R, proizvoljna R-klasa polugrupe S. Tada vazi (aa*)? =
aa*aa* = aa*, kao i (aa*)* = (a*)*a* = aa*, pa je e = aa™ projekcija. Dakle
postoji projekcija koja pripada R,. Pretpostavimo da je f takode projekcija
iz Ry. 1z prethodne teoreme slijedi da je preslikavanje o, : © — x* bijekcija
skupa R, = Rq u Lex = L.. Odatle slijedi da f = f* = o(f) € Le, paei
f pripadaju istoj H-klasi L. N R.. Medutim, H-klasa sadrzi najvise jedan
idempotent, pa vazi e = f, to jest e je jedina projekcija u R. O
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Analogno poslednjoj teoremi, lako mozemo pokazati da svaka L-klasa
x-regularne polugrupe sadrzi ta¢no jednu projekciju. Odatle dobijamo jed-
nakost

[P(S) = [S/R| = [5/L]. (4)

Teorema 1.6. ( [40] Teorema 2.5) U x-regularnoj polugrupi S je ispunjeno
E(S) = P(S)2.

Dokaz. Neka su p,q € P(S5), tada vazi
(pq)* = papq = pa®p*q = pq - qp - pa = pq - ¢P* - pq = pa(pq)*pq = pq.

pa je pg € E(S). S druge strane, ako je e proizvoljan idempotent, tada je
e = ee*e = e(ee)*e = (ee*)(e*e), to jest e se moze predstaviti kao proizvod
dvije projekcije ee* i e*e. O

Neka je a proizvoljan element #-regularne polugrupe S. Tada je (aa*)* =
(a*)*a* = aa*, to jest aa* je projekcija. Analogno pokazujemo da je a*a
projekcija. S druge strane, ako je p € S projekcija, tada je p = pp = pp* =
p*p. Prema tome, skup projekcija u S je jednak

P(S)={aa":aec S} ={a"a:aec S} (5)

Ako #-regularna polugrupa S zadovoljava dodatni uslov zx* = z*z za
sve x € 9, tada je S kompletno regularna polugrupa.

Tvrdenje 1.17. Neka je S polugrupa. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni
(i) S je kompletno regularna polugrupa;
(ii) svaki element polugrupe S je sadrzan u nekoj podgrupi od S;

(iii) svaka H-klasa polugrupe S je podgrupa od S.

Dokaz. Dokazaéemo sljededi niz implikacija: (i)=-(ii), (ii)=-(iii), (iii)=(i),
¢ime ¢emo pokazati ekvivalenciju navedenih uslova.

(i)=-(ii) Neka je S kompletno regularna polugrupa, i neka je x proizvoljan
element polugrupe S. Tada je e = xz* = z*z idempotent, pri ¢emu vazi
ex = xx*x = x i xe = za*x = x. Odatle slijedi da je x € R i € Le.
Dakle, z pripada H-klasi H, koja je podgrupa S jer sadrzi idempotent.

(ii)=-(iii) Pretpostavimo da svaki element polugrupe S lezi u nekoj pod-
grupi S, i neka je H proizvoljna H-klasa. Neka je dalje x € H proizvoljan
element, tada postoji podgrupa G polugrupe S takva da je x € G. Ako je e
neutralni element grupe G, onda vazi ze =z = ex i 27 lo = e = 227!, pa
je e € Hy = H. Dakle H-klasa H sadrzi idempotent e, odakle slijedi da je
H grupa.

(iii)=(i) Konacno, pretpostavimo da svaka H-klasa polugrupe S sadrzi
idempotent. Tada je svaka H-klasa u S podgrupa od S. Neka je x € S
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proizvoljan element, i neka je z~! njegov inverz u grupi H,. Polugrupa S
je kompletno regularna polugrupa jer za sve x € S vazi

1 1 -1

zrlr=zi@ Nt =rize =27 2.

O]

Inverzne polugrupe mozemo definisati i kao kompletno regularne po-
lugrupe koje zadovoljavaju dodatni uslov zz*yy* = yy*zx*™ za sve x,y iz
polugrupe. Sljedeta teorema nam daje opravdanje ove definicije.

Teorema 1.7. Polugrupa S je inverzna ako i samo ako je S regularna po-
lugrupa, i svi idempotenti u S komutiraju.

1.7 Kompletno 0-proste polugrupe

Vidjeli smo da su svi glavni faktori proizvoljne polugrupe ili nula polu-
grupa ili O-prosta polugrupa. Zbog toga je znacajno da navedemo osobine
0-prostih polugrupa.

Neka je S proizvoljna polugrupa sa nulom. U odnosu na prirodni poredak
idempotenata 0 je naravno najmanji element. Kazemo da je idempotent
e € E(S)\ {0} primitivan ako je minimalan element u skupu E(S) \ {0}.
Polugrupa S je kompletno 0-prosta ako je O-prosta i sadrzi bar jedan primi-
tivni idempotent.

Lako uocavamo da je svaka konac¢na O-prosta polugrupa takode kom-
pletno O-prosta. Pokazaéemo nekoliko osnovnih osobina kompletno 0-prostih
polugrupa.

Tvrdenje 1.18. Neka je S kompletno 0-prosta polugrupa. Tada za proizvo-
ljan primitivni idempotent e € S vazi R, = eS \ {0} ¢ L. = Se \ {0}.

Dokaz. Neka je x € R, tada postoje y,z € S takvi da je x = ey i e = zz.
Odatle slijedi da je x € eS, a kako je e # 0, vazi i x # 0. Odatle slijedi
R. CeS\{0}.

Neka je sada = € eS \ {0}, z = ey za neko y € S\ {0}. Odatle je
ex = eey = ey = x. Posto je S O-prosta polugrupa, prema Tvrdenju 1.4 je
ispunjeno S C SxzS, pa je e = axb za neke a,b € S. Definisimo sada element
f = xzbeae. Tada vazi

f? = xbeae - rbeae = zbe(axb)eae = xbeecae = rbeae = f.
odnosno f je idempotent. Takode je ispunjeno

ef = exbeae = xbeae = f

fe = xbeaece = xbeae = f,
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pa je f <e. Kako je e primitivan idempotent, odatle slijedi f = e ili f = 0.
Posto je

afxb = a(xbeae)xb = (axb)ea(ex)b = eecaxb = eee = e,

ne moze biti f = 0, pa je f = e. Konacno, imamo e = f = zbeae, pa je
xRe, ¢ime smo pokazali da je eS \ {0} C R.. Dokaz tvrdenja za L-klase je
dualan izlozenom dokazu. O

Tvrdenje 1.19. Neka je S kompletno 0-prosta polugrupa. Za sve x € S\{0}
je ispunjeno xS\ {0} C Ry ¢ Sx \ {0} C L.

Dokaz. Opet ¢emo pokazati samo tvrdenje za R-klase, tvrdenje za L-klase
e slijediti dualno iz pokazanog. Neka je y € xS \ {0}, y = xs za neko
s € S\ {0}. Kako je S kompletno 0-prosta polugrupa, postoji primitivni
idempotent e € S. Iz Tvrdenja 1.4 slijedi da je S C SeS, pa postoje i
a,b € S tako da je x = aeb. Prema prethodnom tvrdenju je eb, ebs € R,.
Kako je relacije R lijeva kongruencija, slijedi da je aebRaebs, to jest xRy,
pajey € R,. ]

Tvrdenje 1.20. U kompletno 0-prostoj polugrupi S je ispunjeno:
(i) Jedine D-klase su {0} i S\ {0}.
(ii) Polugrupa S je regularna.
(iii) Za sve x € S\ {0} je ispunjeno R, = xS\ {0} ¢ L, = Sz \ {0}.

w) Za svex,y € vazi il xy =0 ili zy € R, , pri cemu je druga
) 7 S\{0 2 ili 0 ili R.NLy, pri ¢ je d
mogucénost ispunjena ako i samo ako L, N Ry sadrZi idempotent.

Dokaz. (i) Neka su z,y € S\ {0}, pokaza¢emo da vazi 2Dy. Ako je Sy =
{0}, tada je
S? = SxSSyS C SxzSyS = S{0}S = {0},

Sto je nemogude, jer je polugrupa S O-prosta. Dakle, postoji z € zSy \ {0}.
Onda vaziiz € S\ {0} i z € Sy \ {0}, pa iz Tvrdenja 1.19 slijedi z € R, i
z € Ly. Prema tome, 2Rz i 2Ly, pa je 2Dy, to jest S\ {0} je jedna D klasa
u S (druga je {0}).

(ii) Polugrupa S je kompletno O-prosta, pa sadrzi primitivni idempotent
e, koji je regularan element. Element 0 je takode regularan. Neka je x €
S\ {0}, tada elementi e i x pripadaju istoj D-klasi, pa postoji y € S tako
da je xRyLe. 1z yLe slijedi da postoje a,b € S tako da je y = ae i e = by,
pa je

y = ae = ae’ = aeby = yby,

to jest element y je regularan. Sada iz xRy slijedi da postoje ¢,d € S tako
da je x =yciy=xd, paje

x = yc = ybyc = xdbx,
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to jest i element z je regularan, pa je S regularna polugrupa.

(iii) Posto je S regularna polugrupa, svaka R-klasa i svaka L-klasa u
S sadrzi idempotent. Pri tome je svaki idempotent sadrzan u R-klasi po-
lugrupe S lijevi neutralni element za tu klasu, i sli¢no, svaki idempotent
sadrzan u L-klasi je desni neutralni element za elemente te klase. Neka je
xz € S\ {0} ineka sue, f € S idempotenti takvi da je Ry = Re i Ly = Ly,.
Tada je ex = x = z f, odakle slijedi da je e, f # 0. Prema tome, vazi

r=ex € Sx\{0}iz=uaf xS\ {0}

Sada, analogno kao u Tvrdenju 1.19 dobijamo da je R, C Sz \ {0} i L, C
xS\ {0}. Iz Tvrdenja 1.20 onda slijede trazene jednakosti.
(iii) Pretpostavimo da su z,y € S\ {0} takvi da je zy # 0. Tada iz dijela
(iii) slijedi
zy € (xS\{0})(Sy \ {0}) = Ro N Ly.
Iz Leme 1.2 znamo da je vy € R, N L, ako i samo ako L, N R, sadrzi
idempotent, ¢ime je dokaz zavrsen. O

Iz posljednjeg tvrdenja slijedi da za sve z,y € S\ {0} vazi ili zy = 0 ili
element xy lezi u ‘H-klasi H = R, N L,. Pri tome je u poslednjem slucaju H
grupa jer sadrzi idempotent. S druge strane, ako je zy = 0, tada je H? = 0.
Naime, ako su z,t € H, tada je xRz i yLt, pa postoje a,b € S takvi da je
z = ax it = yb. Odatle slijedi da je zt = axyb = a0b = 0. Prema tome, sve
H-klase u S su ili grupe ili nula polugrupe.

Za polugrupu S kazemo da zadovoljava min,, odnosno ming uslov, ako
svaki lanac glavnih lijevih, odnosno glavnih desnih ideala u S ima minimalan
element. Kompletno O-proste polugrupe se mogu definisati i kao O-proste
polugrupe koje zadovoljavaju min,s i ming uslove, sto pokazuje sljedeca
teorema.

Teorema 1.8. Neka je polugrupa S 0-prosta. Tada je S kompletno 0-prosta
ako i samo ako zadovoljava ming i ming uslove.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da S zadovoljava min,g i ming uslove, i pret-
postavimo suprotno, da S ne sadrzi primitivni idempotent. Dakle, S sa-
drzi beskonac¢ni strogo opadajuéi lanac idempotenata e; > eo > e3 > ....
Iz definicije poretka na E(S) slijedi da vazi i sljedeéi poredak odgovaraju-
¢ih L-klasa Lo, > L., > L., > ..., kao i poredak odgovarajuc¢ih R-klasa
Re, > Re, > Rey > ... Posto na S vazi ming, postoji minimalni element
L., u lancu lijevih ideala L., > L., > L., > .... Sli¢no, postoji minimalni
element Rej lanca desnih ideala R, > R, > R, > .... Odatle slijedi da je
za sve k > maz{i,j} ispunjeno L, = L, i Re, = R, odakle dalje slijedi
H, =L, NR, =L NRe, =H

e
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Prema tome, e = e, za sve k,l > max{i, j}, Sto je kontradikcija sa prvobit-
nom pretostavkom. Dakle, S sadrzi primitivni idempotent, pa je kompletno
0-prosta polugrupa.

Za drugi smjer dokaza, pretpostavimo da je S kompletno 0-prosta. Po-
kazimo prvo sljede¢u osobinu: za sve x € S postoji n € N tako da je
™ element neke podgrupe od S. Neka je x € S proizvoljan element. Iz
Tvrdenja 1.20(iv) slijedi da ako L, N R, = H, sadrzi idempotent, tada
2?2 € R,NL, = H,, dok je u suprotnom 22 = 0. U oba slu¢aja dobijamo da
je 2% element neke podgrupe polugrupe S.

Pokazacemo sada da skup L-klasa u S u odnosu na definisani poredak
¢ini antilanac. Neka su z,y € S\ {0} takvi da je L, < L,. Slijedi da je
x = ay za neko a € S'. S druge strane, iz Tvrdenja 1.4 slijedi S = SzS pa
je y = bxc za neke b,c € S. Odatle dobijamo

y = bxe = bayc = ba(bayc)c = (ba)?yc.
Kako je y # 0, vazi i ¢ = (ba)? # 0, pa je na osnovu gore pokazanog
(ba)? € Hy,, pri ¢emu je G = H, podgrupa od S. Iz toga dalje slijedi
loy = 1g(ba)*yc® = (ba)?yc® = v,
to jest vazi
y = (ba)~2(ba)?y = (ba) >(ba) (bay) = (ba) ~>(ba) (bx) = ((ba)2bab)z.

Odatle dobijamo L, < L, to jest L, = L,, pa su razlicite L-klase u S
neuporedive. Trivijalno slijedi da S zadovoljava min, uslov. Dualnim ar-
gumentom dobijamo da S zadovoljava ming uslov. O

Sada ¢emo definisati posebnu klasu polugrupa pomocéu kojih mozemo u
potpunosti opisati sve kompletno 0-proste polugrupe. Za matricu P kazemo
da je pravilna ukoliko u svakom redu, odnosno svakoj koloni, sadrzi bar
jedan nenula element.

Definicija 1.16. Neka je (G,-) grupa, I i A skupovi indeksa, P pravilna
matrica ¢iji su redovi indeksirani elementima iz A, dok su kolone indeksirane
elementima iz I, a elementi P uzimaju vrijednosti iz skupa G° = G U {0}.
Defini$emo polugrupu (S,-) sa S = I x G x A i operacijom

(iv €, A)(]v Y, /L) = (Za TPX;Y, M)a
gdje je py; element matrice P na poziciji (A, j).

Lako se provjerava da je ova operacija asocijativna, te je gornja definicija
ispravna. Posmatrajmo sada podskup 7' = I x {0} x A polugrupe S. Za
proizvoljne (i,0,\) € T'i (j,y, ) € S vazi

(4,0, \) (G, ys ) = (4,0, p) € T
4y, 1) (60, A) = (5,0,A) € T
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Dakle T je ideal u polugrupi S, pa ozna¢imo sa MP°[G; I, A; P] koli¢nicku
polugrupu S/T. Polugrupa S/T se moze poistovijetiti sa polugrupom (I x
G x A) U {0} sa operacijom definisanom preko

, , (i, xpxjy, 1), Prj #O
/1/7 :U?A b ) -
(@2, A) (7, y> 1) { 0, g =0

0(i,z,\) = (i,2,A)0 =00 = 0.

Polugrupa M°[G; I, A; P] se naziva I x A Risova matricna polugrupa nad
grupom G i pravilnom matricom P.

Tvrdenje 1.21. Neka je G proizvoljna grupa, I i A skupovi indeksa, © P pra-
vilna A x I matrica. Tada je Risova matricna polugrupa S = M°[G; I, A; P]
kompletno 0-prosta.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljan element (i, 2, \) € S\{0}. Kako je matrica
P pravilna, postoje indeksi k € I i v € A takvi da je pyp # 01 py; # 0. Neka
je sada (j,y, u) proizvoljan element S \ {0}, tada vazi

(7,9, 1) = (s (Pizprn) Pvizpak) Y, 1) = (G Pritpakpre 2 0ty 1)

= (4, Lapvizpakpae” 2 pwi Y, p) = (G, Lo, v) (G apaepae @ o My, 1)
= (.]7 le V)(Z.7 x, )‘)(kap/\k_lx_lpl/i_lf% ,U)
Dakle (j,y, ) € S\{0}(i,z,A)S\ {0}, odakle slijedi S C S(i,z,A)S. Prema

Tvrdenju 1.4 je S 0-prosta polugrupa. Pretpostavimo sada da je (i,z,\) €
S\ {0} idempotent, to jest da vazi

(i,2,\) = (i,a:,)\)z = (i, xpriz, A).

Prema gornjoj jednakosti, (i, z, ) je idempotent ako i samo ako je x = zpy;z,
to jest ako i samo ako je py; # 0 i x = py;~!. Neka su dalje e = (3, pxy; ', )
if=(j,pu; 1 p) idempotenti u S\ {0}, takvi da je e < f. Onda je prema
definiciji prirodnog poretka

(Z.7p)\i_17 )‘) =€= Bf = (i7p)\i_17 A)(j’p,uj_lvﬂ) = (iapki_lp)\jp,uj_lnu)a
(xS A) =e= fe=(j,pu ) (Gpxi™ 5 A) = (P~ Puivni™ ' A)-
Odatle zaklju¢ujemo da je e < f ako i samo ako je ¢ = j,A = pu, to jest
e = f. Dakle, elementi E'(S) ¢ine antilanac u odnosu na prirodno uredenje

<, pa je svaki idempotent primitivan. Time smo pokazali da je S kompletno
0-prosta polugrupa. ]

S druge strane, svaka kompletno O-prosta polugrupa se moze predstaviti
preko neke Risove matri¢ne polugrupe, o ¢emu govori sljedeée tvrdenje.
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Tvrdenje 1.22. Neka je S kompletno 0-prosta polugrupa. Tada postoje
grupa G, skupovi indeksa I i A, i pravilna A x I matrica P sa elementima
iz GO, takvi da je S ~ MC[G; 1, A; P].

Dokaz. Konstruisa¢emo Risovu matriécnu polugrupu koja je izomorfna da-
toj kompletno O-prostoj polugrupi S. Prvo, neka skup I predstavlja skup
indeksa svih nenula R-klasa u S, to jest, skup svih nenula R-klasa u S je
jednak {R; : i € I}. Analogno, neka je A skup kojim je indeksiran skup
svih L-klasa u S. Nenula H-klase u S éemo oznacavati sa H;y = R; N Ly,
za i € I, A € A. Vidjeli smo da je S regularna polugrupa, pa svaka R-klasa
i svaka L-klasa sadrzi idempotent. Prema tome, svaka R, odnosno L-klasa
u S sadrzi bar jednu H-klasu koja je grupa. Posto su sve nenula H-klase u
S sadrzane u istoj D-klasi S\ {0}, iz Teoreme 1.2 slijedi da su sve nenula
‘H-klase koje su grupe medusobno izomorfne.

Fiksirajmo sada jednu nenula H-klasu H; ), koja sadrZi idempotent e.
Zatim za sve ¢ € I i A € A izaberimo na proizvoljan nacin elemente r; € H;),
ig\ € Hiyx. Tada je r;Le i g\Re. Kako je e desni neutralni element L-klase
L), odatle slijedi da je r; = re. Slicno dobijamo da vazi ¢y = eqy. Iz
dobijenih jednakosti i Grinovih lema slijedi da su preslikavanja A\, : R;, —
Ri, x — rijx i pg, : Ly, — Ly, y = yq, bijekcije koje ¢uvaju L-klase i
R-klase, redom. Iz toga dalje slijedi da je restrikcija preslikavanja A, na
HiO/\O bijekcija izmedu H-klasa HiO/\O =R, N L/\O i Hi)\o =R;N L/\O. Dalje,
preslikavanje '0’\|HM0 je bijekcija sa H-klase H;y, = R; N Ly, na H-klasu
H;» = R; N Ly. Odatle dobijamo da je preslikavanje = — 7;xq) bijekcija
iz H;,», na H;y. Dakle, proizvoljan element y € H;) se moze na jedinstven
nacin predstaviti kao r;xqy. Posto H-klase ¢ine jednu particiju polugrupe
S, iz pokazanog slijedi da je preslikavanje

®: (I x HigzoA)U{0} > S= || Hixu{0}
1€, AEN

(i,2,A) — 1), 0 — 0,

dobro definisano i bijekcija.

Ostaje jos da definiSemo strukturnu matricu P da bismo dobili trazenu
Risovu matri¢énu polugrupu. Primijetimo da za proizvoljne i,5 € I, A\, u € A
ia,be H;

oXo Vazl

riaqy - 1ibg, =ri-a-qrj-b-q,.

Zbog toga definiSemo matricu P = [pirlicrrea reda I X A sa pjx = qari,
zai € I, A € A. Prema Tvrdenju 1.20(iv) je gxr; € Ry, N Ly, = Hjj»,
ako i samo ako H-klasa Lg, N R,, = H;) sadrZi idempotent, odnosno ako
i samo ako je H;) grupa. U suprotnom je p;x = ¢qar; = 0. Kao $to smo
veé¢ pomenuli, svaka R-klasa, i svaka L-klasa sadrzi H-klasu koja je grupa,
pa u svakom redu i svakoj koloni matrice P postoji nenula element. Dakle,
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matrica P je pravilna, i njeni elementi pridadaju skupu H;,y, U {0}. Sada
mozemo definisati Risovu matriénu polugrupu T' = MO[H;,5,; I, A; P]. Pre-
slikavanje ® je onda bijekcija sa polugrupe T na polugrupu S. Posto za sve
(i,a,A), (J,b,pn) € T vazi

O((4,a,\)(4,b, 1)) = ©((4, apjab, u)) = 1i - apjrb - gmu =
riagy - ijqlt = Q((Z‘7a7 )\))(p((jv b7 :u’))v

slijedi da je ® izomorfizam polugrupa. O

Time smo dobili teoeremu Ris-Suskjevica.

Teorema 1.9. Polugrupa S je kompletno 0-prosta ako i samo ako postoje
grupa G, skupovi indeksa I i A, i reqularna matrica P reda |A| x |I|, sa
elementima iz GO, takvi da je S ~ MC[G; I, A; P).

Prednost predstavljanja kompletno O-prostih polugrupa preko Risovih
matri¢nih polugrupa je i u jednostavnoj karakterizaciji Grinovih relacija.

Tvrdenje 1.23. Neka je S ~ MP[G; I, A; P] kompletno 0-prosta polugrupa.
Tada je ispunjeno

(i) U polugrupi S relacije D i J se poklapaju;
(ii) L-klase v S su {0} i skupovi oblika I x G x {\}, A € A;
(iii) R-klase u S su {0} ¢ skupovi oblika {i} x G x A, i € I;
(iv) H-klase u S su {0} i skupovi oblika {i} x G x {\}, i €I, A € A.

Dokaz. (i) Prema Tvrdenju 1.20(i) jedine D-klase su {0} i S\ {0}. S druge
strane, kako je polugrupa S 0O-prosta, jedini ideali u S su {0} i S. Ako
je x € S\ {0}, tada je x € S'aS! pa vazi S'xS! = S. S druge strane,
S1{0}S! = {0}, pa slijedi da su jedine J-klase upravo {0} i S\ {0}.

(ii) Iz (i) znamo da je {0} jedna L-klasa. Neka je s = (i,z,A) € S\
{0}, tada je prema Tvrdenju 1.19 L; = S(i,z,A) \ {0}. Lako vidimo da
je S(i,z,A\) \ {0} C I x G x {A}\{0}. S druge strane, neka je (j,y,\) €
I x G x {A}\ {0}. Tada postoji 11 € A tako da je p;, # 0, pa vazi

(ja Y, >‘) = (]7 yx_lp;;pi”ul’, )\)
= Gy "oy, ) (i, 2, ).

Dak(lf oy, A) € S(i, 2, M) \ {0}, pa je S(i,z,\) \ {0} =T x G x {\} \ {0}.

iii) Dokaz je dualan dokazu tvrdenja (ii).
(iv) Iz (i) znamo da je jedna #H klasa upravo {0}. Neka je onda s =
(i,z,\) € S\ {0}, tada je prema (ii) i (iii)

Hi=L,NRs=IxGx{A})N{i} xGxA)={i} xGx{A}.
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Za kraj ¢emo dati par tvrdenja koja pokazuju vezu izmedu kompletno
0-prostih i regularnih polugrupa.

Tvrdenje 1.24. Polugrupa S je kompletno 0-prosta ako i samo ako je re-
gularna © svaki nenula tdempotent u S je primitivan.

Dokaz. Pretopostavimo prvo da je S kompletno 0-prosta polugrupa. Tada
iz Tvrdenja 1.20(ii) znamo da je S regularna polugrupa, a u dokazu Tvr-
denja 1.21 smo vidjeli da nenula idempotenti u S ¢ine antilanac u odnosu
na prirodni poredak u E(S). Prema tome, svi nenula idempotenti u S su
primitivni.

Sada pretpostavimo da je S regularna polugrupa u kojoj su svi nenula
idempotenti primitivni. U regularnoj polugrupi svaka D-klasa sadrzi bar
jedan idempotent. Kako za sve x € S vazi D, C Jg, slijedi i da sve J-klase
u S sadrze bar jedan idempotent. Neka su dalje J, Jy dvije J-klase u S,
takve da je Jy < Je, gdje su e, f nenula idempotenti. Odatle slijedi f = aeb
za neke a,b € S'. Definisimo g = ebfae, tada je

g*> =ebfae - ebfae = ebfaebfae = ebf f fae = ebfae = g,

to jest, g je idempotent. Kako vazi ge = g = eg slijedi da je g < e, pa je
g = e posto je e primitivan idempotent. Prema tome, vazi e = g = ebfae
i f = aeb, pa je J. = Jy. Dakle, svi nenula elementi u S pripadaju istoj
J-klasi, to jest S'zS* = S za sve z € S\ {0}. Time smo pokazali da su
jedini ideali polugrupe S samo {0} i S, pa je S kompletno 0-prosta. O

Osvrnimo se jos jednom na glavne faktore polugrupe. Ukoliko je S ko-
nacna polugrupa, tada su svi njeni glavni faktori J kompletno O-proste
polugrupe ili nula polugrupe. Ako je polugrupa S i regularna, tada su svi
glavni faktori J; kompletno O-proste polugrupe. Naime, za sve x € S tada
vazi 27! € J,, kao i

SteSt = Stexx=tzSt C Stazals?,
Slest = Slpa=test C Ste—1a8t,

paje Jp < Jyp1 i Jp < Jyo1,. Odatle slijedi da je zo— ', 2712 € J,, pa
mnozenje u J(x)/I(x) nije trivijalno.
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2 Rang kompletno 0-prostih polugrupa

Prije nego predemo na izucavanje dijagram monoida i njihovih ideala,
naveséemo jos neke osobine kompletno 0-prostih polugrupa koja se ti¢u nji-
hovog ranga. Ova tvrdenja ¢e nam koristiti u poglavlju 6, pri odredivanju
ranga ideala dijagram monoida. Ovo poglavlje se najvise zasniva na rezul-
tatima iz radova [18], [19], [20] i [44], s tim da su dokazi nekih tvrdenja
dopunjeni ili prilagodeni posebnim slucajevima koje izu¢avamo.

Neka su Jy, ..., Jy, maksimalne J-klase u polugrupi S i neka je X mini-
malan generatorni skup polugrupe S. Znamo da je za sve a,b € S ispunjeno
Jo, Iy > Jap, kao i da proizvod elemenata iz razli¢itih maksimalnih 7-klasa
uvijek mora pripadati nekoj nizoj J-klasi. Odatle slijedi da za 1 < i < m,
svaki element iz .J; mora biti predstavljen kao proizvod elemenata iz X N J;.
Dakle, X N J; generise polugrupu J;. Odatle slijedi da je za proizvoljnu
polugrupu S ispunjeno

rang(S) = |X| > ) rang(J).
=1

U narednim tvrdenjima ¢emo pokazati da, uz dodatne uslove, u gornjoj
nejednakosti vazi jednakost.

Lema 2.1. ( [26], Lema 3.2) Neka je S konacna polugrupa i I ideal u S.
Pretpostavimo da je S generisana skupom U = S\ I. Neka je A minimalan
generatorni skup za S. Tada je A C U i vazi

rang(S) = rang(S/1I).

Takode, S je idempotentno generisana polugrupa ako i samo ako je S/I
idempotennto generisana. Tada vazi i jednakost

idrang(S) = idrang(S/I).
Dokaz. Podsjetimo se da Risovu koli¢nicku polugrupu
S/I={{s}:seS\I}U{I}

mozemo poistovijetiti sa polugrupom (S \ I) U {0}, u kojoj je proizvod dva
elementa s,t nenula ako i samo ako je st € S\ I. Oznacdimo sa QZA)[ S —
S/I Risov prirodni homomorfizam. Ako je A minimalni generatorni skup
polugrupe S, tada skup qg 1(A) generise polugrupu S/I, odakle slijedi

rang(5/1) < |p(A)| < [A] = rang(5).

Pretpostavimo dalje da je B minimalni generatorni skup polugrupe S/I.
Kako je S/I ~ (S\)U{0} polugrupa sa nulom I, slijedi da je B C (S\I)/I.
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S druge strane je (S\1)/I € S/I = (B), paje ((S\1)/I) € (B). Vracanjem
u polugrupu S, dobijamo da je S = (S \ I) C (¢7(B)), odakle slijedi

rang(S) < |B| = rang(S/I).

Time smo pokazali da je rang(S) = rang(S/I). Neka je sada A proizvoljan
minimalan generatorni skup polugrupe S, i pretpostavimo suprotno, da je
ANT # (). Tada se skup A prirodnim Risovim homomorfizmom slika u skup

o1(A) = {{a} :a € A\ T} U{I}

Posto je I nula polugrupe S/I, skup {{a} : a € A\ I} generise polugrupu
S/1, pa je rang(S/I) < |A| = rang(S), sto je kontradikcija sa prethodno
pokazanom jednakos¢u. Prema tome, A C S\ I. Na osnovu izlozenog,
direktno slijedi i drugi dio tvrdenja. O

Iz gore pokazane leme lako dobijamo sljedece tvrdenje.

Lema 2.2. ([9], Lema 3.2) Neka je S konacna polugrupa sa maksimalnom
J-klasom J # S. Ako je S = (J), tada je ispunjeno

rang(S) = rang(J").

Takode, S je idempotentno generisana polugrupa ako i samo ako je J* idem-
potentno generisana, © pri tome vazi

idrang(S) = idrang(J").

Dokaz. Neka je s € Sir € S\ J = I. Iz osobina J relacije znamo da
proizvodi sr i rs leze u nekoj J-klasi razli¢itoj od J, odnosno sr,rs € I.
Dakle, skup I je ideal, i polugrupa S je generisana skupom J = S\ I. Iz
prethodne leme slijedi da je rang(S) = rang(S/I), te da je S idempotentno
generisana ako i samo ako je S/I idempotentno generisana i pri tome vazi i
idrang(S) = idrang(S/I). Znamo da je polugrupa S/I izomorfna polugrupi
(S\I)U{0} = JU{0}, u kojoj je mnozenje definisano sa
{ st ako st € J,
s-t= S
0 inace.
To upravo znaci da je S/I izomorfna sa glavnim faktorom J*, odakle sli-
jedi rang(S) = rang(S/I) = rang(J*). Odatle direktno slijedi i drugi dio
tvrdenja. O

Dakle, problem odredivanja ranga ideala S\ J se moze svesti na odredi-
vanje ranga glavnog faktora J*. Koriste¢i Lemu 2.1 lako mozemo pokazati
i sljedece uopstenje Leme 2.2.
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Lema 2.3. ( [9], Lema 5.9) Neka je S konacna polugrupa generisana ele-
mentima svojih maksimalnih J-klasa Jv, ..., Jn. Tada je ispunjeno

rang(S) = Z: rang(J;").

Specijalno, ako je S idempotentno generisana polugrupa, tada su ¢ svi glavni
faktori Ji, ... J} takode idempotentno generisani i vazi

idrang(9S) = Z idrang(J;").
i=1

Dokaz. Za sve 1 < i < m skup S\ J; je ideal. Prema tome i skup I =
M (S\ i) je ideal, kao presjek m ideala. Ideal I drugacije mozemo zapisati
kao I = S\ (UL, Ji), paje U = S\ I = UL, Ji. Iz Leme 2.1 slijedi da
je rang(S) = rang(S/I), te da je S idempotentno generisana polugrupa
ako i samo ako je S/I idempotentno generisana, pri ¢emu vazi idrang(S) =
idrang(S/I).
Primijetimo dalje da se Risova koli¢ni¢ka polugrupa S/I moze zapisati

kao
m

(s\Dufo} = (J s u{o}=J(u{o}).

i=1 i=1
Posto proizvod dva elementa iz razli¢itih maksimalnih J-klasa uvijek pri-
pada nekoj nizoj J-klasi, operaciju na gornjem skupu mozemo opisati sa

{st ako je sJtiste S\ I
s-t= .
0 inace.

Oznac¢imo K; = J; U{0}, za i = 1,...,m. Iz pokazanih pravila mnozenja u
S/I slijedi da su K, ..., Ky, potpolugrupe S/I, te da je K; N K; = {0} za
sve © # j. Pri tome je proizvod dva elementa s,t iz K; nenula ako i samo
ako je st € J;. Prema tome, K; ~ J, za 1 < ¢ < m, Iz osobina maksimalnih
J-Kklasa slijedi da je K; N Kj = {I} za sve 1 <i < j < m. Odatle slijedi

rang(S) = rang(S/I) = Zrang Zrang (J5).

Iz gornjeg razmatranja direktno slijedi i da je S idempotentno generisana

polugrupa ako i samo ako su svi glavni faktori Jf,...,J} idempotentno
generisane polugrupe, i u tom slucaju je ispunjeno
idrang(S) = idrang(S/I) = Zldrang (J5).
=1
O
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Naredno tvrdenje, izvedeno iz rezultata dobijenih u [15], ée nam pomodi
u dokazivanju osobina glavnih faktora regularnih polugrupa.

Lema 2.4. ( [9], Teorema 3.4) Neka je S polugrupa i e, ..., ey idempotenti
iz S. Ako je element x = ey - ... - ey reqularan, tada postoje (ne nuzno
razlic¢iti) idempotenti gy, ..., gm iz S takvi da je ispunjeno

(i) g;Tx, za sve 1 <i<m,

(i) g1-..." Gm = x.
Dokaz. Element x je regularan, pa postoji y € V(z) tako da je zyx = z i
yry = y. Za 1 < i < m definiSimo elemente v; = e1...e; i w; = €;...enm.
Tada lako vidimo da je z = wv;w;, za sve 1 < ¢ < m. Definisimo dalje
gi = wiyv; za 1 < i < m. Tada je ispunjeno
T=XTYL = €1 ...y Y €1...€6pn = V; WYU; - W; = V;G;W;

gi = WiYv; = WiYyxrYyv;

pa je xJg; za sve 1 < i < m. Takode vazi

g1...9m = W1Yv1 - WaYvg - ... WypYUm =
(e1...em)yer - (ea2...em)y(ere) - ... eny(er...em) =
xy-xy-...rxy-x=(zy)"r=xyr ==z

Dakle, g1,. .., gm su trazeni idempotenti. O

Koristeci poslednje tvrdenje lako dobijamo sljedeéu posljedicu.

Tvrdenje 2.1. ( [9], Posljedica 3.5) Neka je S konacna regularna idempo-
tentno generisana polugrupa. Tada je za svaku J-klasu J u S glavni faktor
J* idempotentno generisana kompletno 0-prosta polugrupa.

Dokaz. Iz regularnosti polugrupe S slijedi da su svi njeni glavni faktori
kompletno O-proste polugrupe. Neka je J proizvoljna J-klasa u S, i neka je
J* odgovarajuci glavni faktor. Neka je x € J*, tada je x = €7 ... e, za neke
e1...e;m € E(S). Iz prethodne leme slijedi da postoje g1,...,9m € E(S)
takvida jexz =g1...9m 1 ©Jg; za sve 1 < i < m. Odatle slijedi da je J*
idempotentno generisana polugrupa. ]

Rezultati o rangu kompletno 0-prostih polugrupa koje ¢emo koristiti se
mogu naéi u radovima R. Gray i N. Ruskuca ( [18], [19] i [20]). Nas zani-
maju glavni faktori specificne klase polugrupa - idempotentno generisanih
x-regularnih polugrupa, posto ideali P,, imaju upravo te osobine. Zbog ¢emo
navesti samo rezultate vezane za ovu klasu polugrupa, a za opstije rezultate
o rangu kompletno O-prostih polugrupa ¢itaoca upucujemo na gore navedenu
literaturu.

Prvo ¢emo navesti par opstih zapazanja, koja lako slijede iz poznatih
osobina kompletno 0-prostih polugrupa.
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Lema 2.5. ( [44/, Lema 3.1) Neka je S = MPO[G; I, A; P] kompletno 0-
prosta polugrupa. Tada je rang(S) > max(|I], |A|).

Dokaz. Pretpostavimo da je A proizvoljan generatorni skup polugrupe S.
Neka je z = (i,9,A) € S\ {0} i neka je z = ajas ... as zapis = kao proizvod
elemenata a; = (j¢, gt, it), 1 <t < s iz A. Dakle, ispunjeno je

(iaga )\) = (jl:glnu'l)(j%g?v MQ) v (jsngnuS)a

odakle zbog pravila mnozenja u polugrupi S slijedi i = j; i A = ps. Iz
Tvrdenja 1.23 slijedi aj Rz i asLx. Prema tome, proizvoljan generatorni
skup polugrupe S mora imati neprazan presjek sa svakom nenula R-klasom
i svakom nenula £-klasom, odakle tvrdenje direktno slijedi. O

U sluc¢aju kada je S idempotento generisana kompletno O-prosta polu-
grupa, pokaza¢emo da u nejednakosti iz gornje leme vazi znak jedakosti. 1z
Grinovih lema lako dobijamo sljedeée tvrdenje.

Lema 2.6. ( [{4], Lema 3.7) Neka je S = MPO[G;I,A; P] kompletno 0-
prosta polugrupa i neka je H-klasa H;y grupa. Ako je A podskup S takav
da je Hix C (A) i Hjy N A # 0 za sve j € I, p € A, tada je polugrupa S
generisana skupom A.

U [18] je pokazano kako se problem odredivanja ranga idempotento
generisane kompletno O-proste polugrupe S = MO[G; I, A; P] moze sve-
sti na odredivanja ranga pridruzene pravougaone O-trake. Pravougaonu 0-
traku pridruzenu polugrupi S definiSemo kao Risovu matri¢nu polugrupu
T = MO[{1}; I, A; Q], gdje je Q pravilna I x A matrica definisana sa

[ 1 akojepin #0,
4ir = { 0 inace.
Prema tome pravougaone 0-trake su Risove matri¢ne polugrupe nad trivijal-
nom grupom {1}. Posto je svaki element T razli¢it od nule oblika (7,1, \) za
neke i € I, A € A, izostavlja¢emo pisanje srednje komponente ovih uredenih
trojki. Dakle, mozemo posmatrati polugrupu 7" kao skup (I x A) U {0} sa

asocijativnom binarnom operacijom definisanom pomocu strukturne matrice
P na sljedeéi nacin

- _ B (i’ M) ako je p;) # 0,
(4, M) (G, 1) = { 0 ako je pjx =0,

(i,A)0 = 0(i, \) = 00 = 0.
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Napomenimo da pravougaone 0-trake nisu trake u opstem slucaju. Na pri-
mjer, posmatrajmo pravougaonu traku 7' sa strukturnom matricom

10
p[ )
U njoj vaz (1,2)(1,2) = 0 # (1,2).

Vratimo se sada posmatranju proizvoljne kompletno 0-proste polugrupe
S. Iz Tvrdenja 1.20 slijedi da je

(4,9, )YH(j, h, ) akko je i = j i A= p.

1z gornje jednacine slijedi da je postoji bijekcija izmedu pridruzene pravou-
gaone O-trake T i skupa svih klasa ekvivalencije relacije H na S. Neka su
T = (iaga )\>H(Ja haM) =yi x = (ilaglaA/)H(.j/7h/7MI) = y/7 tada je i = j,
A=pii =j5"1XN =y Odatle slijedi da je xa'Hyy', posto je
v’ = (i, gpyng’s N) 1wy’ = (G, hpy b 1) = (i, hpaah!, X').

Dakle, u kompletno 0-prostoj polugrupi S Grinova relacija H je kongru-
encija. Prema tome, polugrupa 7' je izomorfna koli¢nic¢koj polugrupi S/H.
Polugrupu S/#, odnosno njenu izomorfnu sliku 7', nazivamo prirodna homo-
morfna slika, odnosno pridruzena traka polugrupe S. Sa ¥ ¢emo oznacavati

homomorfizam koji preslikava S u T, to jest preslikavanje ¢ : (i,g,\) —
(i,A), 0 — 0.

Lema 2.7. ( [18], Lema 2.2) Neka je S = M°[G; I, A; P] konacna, idem-
potentno generisana kompletno 0-prosta polugrupa i T = (S) pridruzena
pravougaona 0-traka. Neka je B C T proizvoljan generatorni skup za T.
Ako je A C S takav da je Y (A) = B, tada je S = (A).

Dokaz. 1z S/H ~ T = (B) = (¢(A)) slijedi da skup A generise bar po
jedan element svake H-klase u S. Specijalno, odatle slijedi da je (A) ima
neprazan presjek sa svakom H-klasom koja je grupa. Neka je H jedna takva
H-klasa i neka je h € H N (A). Kako je H kona¢na grupa, red elementa
h je konacan, to jest h* = 1y za neko k € N. Odatle slijedi 17 € (A).
Kako je svaki idempotent u S jedini¢ni element neke H-klase koja je grupa,
dobijamo E(S) C (A). Posto je S idempotento generisana grupa, slijedi da
je S C (A), odnosno S = (A). O

Rang pravougaone O-trake se lako racuna prema formuli u sljede¢em
tvrdenju. Dokaz ovog tvrdenja izostavljamo zbog duzine, a zasniva se na
induktivnoj konstrukciji generatornog skupa kardinalnosti max(|I], |A]) za
pravougaonu O-traku MO[{1}; I, A; Q).

Teorema 2.1. ( [20], Teorema 2.4) Neka je T = MO[{1};1,A; Q] pravou-
gaona 0-traka, tada je

rang(T) = max(|1|, |A]).
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Rezultate prethodnih lema mozemo objediniti u sljede¢em tvrdenju.

Tvrdenje 2.2. ( [18], Lema 2.3) Neka je S = MO[G;I,A; P] konacna,
idempotentno generisana kompletno 0-prosta polugrupa i T pridruZena pra-
vougaona 0-traka. Tada je ispunjeno

(i) rang(S) = rang(T) = max(|I], |A]),
(ii) idrang(S) = idrang(T).

Dokaz. (i) Neka je Y generatorni skup za T'. Iz prethodne leme slijedi da
skup X = {(¢,1,A) : (i,\) € Y} generise S. Ocigledno je | X| = |Y|, odakle
slijedi rang(S) < rang(7"). S druge strane, 7' ~ S/H je homomorfna slika
polugrupe S, pa je rang(7) < rang(S). Time smo dobili prvi dio jednakosti.
Drugi dio slijedi iz gore navedenog tvrdenja ( [20], Teorema 2.4).

(ii) Neka je X C E(S) generatorni skup za S. Tada je ¢(X) C E(T).
Takode znamo iz (i) da (X)) generise T, pri ¢emu je |[¢(X)| < |X|. Odatle
slijedi da je idrang(7T") < idrang(S). Neka je dalje Y C E(S) generatorni
skup polugrupe S. Tada je X = {(4,pir, A) : (i, A) € Y} podskup E(S)\ {0}
i vazi ¢¥(X) =Y. Iz prethodne leme slijedi da X generise polugrupu S, pa
je idrang(S) < idrang(T"). Time smo pokazali i drugi dio tvrdenja. O

2.1 Grejem-Hautonovi grafovi

U narednom dijelu ovog poglavlja é¢emo, i dalje prateéi rad [18], izvesti
potrebne i dovoljne uslove za postojanje idempotentne baze za neke tipove
Risovih matri¢nih polugrupa. U tom cilju ¢emo svakoj Risovoj matri¢noj
polugrupi pridruziti jedan bipartitan graf, takozvani Grejem-Hautonov graf.
Prije toga, podsjetimo se prvo nekih osnovnih pojmova iz teorije grafova.

Grafom nazivamo uredeni par G = (V, E), gdje je V skup ¢vorova, a E
skup dvoclanih podskupova skupa V. Elemente skupa E nazivamo grane.
Dva ¢vora u,v € V su susjedna ukoliko je {u,v} € E. Setnja u grafu
G = (V,E) je niz {vg,e1,v1,€2,...,en,0,}, gdje je {v;,v;11} grana za sve
0 <i<n-—1. Put je Setnja u kom su svi ¢vorovi (osim eventualno prvog
i poslednjeg) su medusobno razliciti. Ciklus je Setnja u kojoj su svi ¢vorovi
medusobno razli¢iti, osim prvog i poslednjeg. Ciklus je Hamiltonov ako
prolazi kroz svaki ¢vor grafa G. Graf koji sadrzi Hamiltonov ciklus nazivamo
Hamiltonov graf. Put, odnosno ciklus, {vg, e1,v1, €2, ..., €,,v,} ¢emo Cesto
krace zapisivati samo preko njegovih ¢vorova, to jest kao vg—v; —ve—...—vy,.
Duzina puta (ciklusa) je broj grana koje taj put sadrzi. Kazemo da je graf
povezan ukoliko za svaka dva ¢évora u,v € V postoji put kome je u pocetna
i v krajnja tacka.

Graf G = (V,E) je bipartitan ako se skup V' moze napisati kao dis-
junktna unija skupova A i B, pri ¢emu svaka grana iz E ima jedan kraj u A
i jedan kraj u B. Bipartitan graf je balansiran ako je |A| = |B|. Sparivanje u
grafu je skup grana takav da nikoje dvije nemaju zajednicki ¢vor. SavrSeno
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sparivanje je ono koje sadrzi ta¢no \L2| grana. Ukoliko postoji savrseno spari-

vanje u grafu G, tada je on balansiran. Savrseno sparivanje nekad nazivamo
i kompletno sparivanje.

U bipartitnom grafu G = A U B, savrSeno sparivanje iz A u B je spari-
vanje u kome je svaki ¢vor iz A incidentan sa nekom granom iz sparivanja.
Ocigledno, ukoliko postoji savrseno sparivanje iz A u B u bipartitnom grafu
G = AUB tada je |A| < |B|. Primijetimo da savrSenom sparivanju iz A u B
u balansiranom bipartitnom grafu G = A U B odgovara bijekcija 7 : A — B
za koju je {a,m(a)} € E za sve a € A.

Skup svih susjednih ¢vorova ¢vora v € V éemo oznacavati sa N(v).
Sli¢no, skup svih susjednih ¢vorova skupa X C V éemo oznacavati sa N (X).
Stepen ¢vora v € V je broj njegovih susjednih ¢évorova, odnosno d(v) =
|N (v)|. Podsjetimo se poznate Holove teorema koja daje potreban i dovoljan
uslov za postojanje savrsenog sparivanja iz A u B u bipartitnom grafu AU B.

Teorema 2.2. ( [22]) Bipartitni graf G = AUB dopusta savrseno sparivanje
iz A u B ako i samo ako je |[N(X)| > |X| za sve podskupove X C A.

Ukoliko bipartitan graf G = A U B zadovoljava uslov iz gornje teoreme
kazemo da zadovoljava Holov uslov.

Grejem-Hautonovi grafovi su prvi put definisani u radu [16] R. Grejema
iz 1968. godine. Njegov pristup je kasnije prosirio C. H. Hauton, u [23].

Definicija 2.1. Neka je S = M°[G; I, A; P] kompletno 0-prosta polugrupa.
Bipartitni graf A(S) na skupu ¢vorova I U A u kome je {i, \} grana ako i
samo ako je p;» # 0 nazivamo Grejem-Hautonov graf polugrupe S.

Posto su svi idempotetni u S oblika (i, p;,, \), slijedi da je {i, \} grana
u A(S) ako i samo ako H-klasa H;y sadrzi idempotent. Neka je T' = ¢(S) =
MO[{1}; 1, A; Q] pridruZena pravougaona 0-traka polugrupe S. Po definiciji
Grejem-Hautonovog grafa {i, A} je grana u A(.S), odnosno A(T") ako i samo
ako je p;n # 0, odnosno ¢;, = 1. Posto znamo da je p;) # 0 ako i samo ako
je gix = 1, slijedi da je {i, A} grana u A(S) ako i samo ako je {i, A} grana u
A(T). Dakle, Grejem-Hautonovi grafovi A(T") i A(S) izomorfni.

Neka je iy — A\; — ... — i — A\; put iz [ u A u grafu A(T). Tada je

Qiyhy = Qighy = Qighy = Gizhg = - -+ = Qigr, = L.
Odatle slijedi da su (i1, A1), .., (ix, \x) idempotenti u 7', pri ¢emu vazi
(i1, A1) (G2, A2) -+ (g, Ak) = (i1, A2) « - (i, Ak) = - .. = (i1, Ag)-

Dakle, svaki put iz I u A u grafu A(T) ~ A(S) odreduje jedan nenula
proizvod idempotenata iz T. Lako vidimo da vazi i obratno, to jest da
postoji uzajamno jednoznacna veza izmedu nenula proizvoda idempotenata
u T iputeva iz I u A u grafu A(S).
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Lema 2.8. ([18], Lema 2.5) Neka je S = M°[G; I, A; P] kompletno 0-prosta
polugrupa i T = ¢(S) pridruzena pravougaona O-traka. Skup idempotenata
E' C E(T) generise element (i,\) € T ako i samo ako postoji put

1=01— XN —2g—Ag— ...~ — A\ = A
u Grejem-Hautonovom grafu A(S), gdje je (i, \) € E' za sve 1 <1 < k.

Znamo da je S = MO[G; I, A; P] idempotentno generisana ako i samo
ako je odgovarajuéa pravougaona traka T = MO[{1}; I, A; Q] idempotentno
generisana. Prema tome, ako je S idempotentno generisana, iz gornje leme
slijedi da u grafu A(S) postoji put izmedu svaka dva ¢vora i € I'i A € A,
odnosno da je graf A(S) povezan.

U daljem radu ¢emo se ograniciti na posmatranje Risovih matri¢nih po-
lugrupa S = MO[G; I, A; P] u kojima je |I| = |A|. Njih nazivamo kva-
dratne Risove matri¢ne polugrupe. Ocigledno, u tom slucaju je Grejem-
Hautonov graf A(S) balansiran. Ako idempotentno generisana kvadratna
Risova matri¢na polugrupa S = MO[G; 1, A; P] ima idempotetnu bazu E’,
tada skup idempotenata 1 (E') = {(i,\) : (i,p;,,\) € E'} generise pri-
druzenu pravougaonu O-traku 7 = ¢(S). StaviSe, iz Tvrdenja 2.2 slijedi
da je ¥(FE’) upravo idempotentna baza pravougaone O-trake T, pri ¢emu je
|E'| = | (E")| = |I| = |A|. U skupu grana W = {{i, A} : (i,p;,/,\) € E'}
grafa A(T) postoji ta¢no |E’| = |I| = |A| grana. Ako postoji ¢vor j € I koji
nije incidentan ni sa jednom granom iz W, tada iz 2.8 slijedi da elementi
(4, 1), p € A ne mogu biti generisani samo idempotentnima iz ¥ (E’), Sto je
nemoguce. Slicno dobijamo da ne postoji ¢vor p € A koji nije incidentan
ni sa jednom granom iz W. Prema tome, skup grana W upravo ¢ini jedno
savrseno sparivanje u grafu A(T) ~ A(S). Prema tome, A(S) zadovoljava
Holov uslov. Medutim, da bi polugrupa S imala idempotentu bazu nije
dovoljno da je graf A(S) povezan i da zadovoljava Holov uslov.

Pretpostavimo da je Grejem-Hautonov graf A(S) balansiran i Hamilto-
nov, i neka je iy — A\ — ... — i, — A\, — i1 Hamiltonov ciklus u A(S). Iz
Leme 2.8 slijedi da skup idempotenata E' = {(i;, \;) : 1 < i < n} generiSe
pravougaonu O-traku 7". Dalje, iz Tvrdenja 2.2 slijedi da i polugrupa S ima
idempotentu bazu. Medutim, postojanje Hamiltonovog ciklusa u A(S) nije
i potreban uslov za postojanje idempotentne baze u S. U narednom dijelu
¢emo dati dva potrebna i dovoljna uslova za postojanje idempotentne baze
konacne idempotentno generisane kompletno 0-proste polugrupe.

Definicija 2.2. Balansiran bipartitni graf G = Al B zadovoljava jaki Holov
uslov ukoliko je ispunjeno | N (X)| > | X| za sve neprazne podskupove X C A.

Neka je G = AUB povezan balansiran bipartitan graf i pretpostavimo da
zadovoljava jaki Holov uslov, to jest da vazi |[N(X)| > |X| za sve neprazne
podskupove X C A. Iz jakog Holovog uslova trivijalno slijedi Holov uslov,
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pa prema Holovoj teoremi graf G ima savrseno sparivanje iz A u B. Neka
je m : X — Y bijekcija odredena tim savrSenim sparivanjem. Neka je Y
neprazan podskup B i neka je X = 7~1(Y). Tada vazi |[N(Y)| > | X| = |Y],
pa lako vidimo da vazi i sljedeca lema.

Lema 2.9. ([18], Lema 2.9) Neka je G = AL B povezan balansiran bipar-
titan graf. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni:

(i) IN(X)| > |X| za svaki neprazan podskup X C A,
(ii) |IN(Y)| > |Y| za svaki neprazan podskup Y C B.

Definicija 2.3. Skup A C S = M°[G; I, A; P] nazivamo prorijedenim po-
kriva¢em S ako je A = max(|I[,|A|) i A ima neprazan presjek sa svakom
nenula R-klasom i svakom nenula £-klasom u S.

U dokazu Teoreme 2.1 ( [20], Teorema 2.4) je za proizvoljnu pravougaonu
O-traku T konstruisan generatorni skup A kardinalnosti max(|I|,|A|). Takav
generatorni skup naravno ima neprazan presjek sa svakom nenula R-klasom
i svakom nenula L-klasom u 7', pa je A jedan prorijedeni pokriva¢ T. Iz
Leme 2.7 i Tvrdenja 2.2 slijedi da svaka kompletno 0-prosta polugrupa S
ima bar jedan prorijeden pokrivac¢. Sljedeéi rezultat povezuje gore uvedene
pojmove, i daje potrebne i dovoljne uslove za postojanje idempotentne baze
kona¢nih idempotentno generisanih kompletno O-prostih polugrupa.

Teorema 2.3. ( [18], Teorema 2.10) Neka je S = MC[G; 1, A; P] konacna
idempotentno generisana kompletno 0-prosta polugrupa, u kojoj je |I| = |A|.
Sljedeci uslovi su ekvivalentni

(1) rang(S) = idrang(S),
(7i) svaki prorijedeni pokrivac polugrupe S generise S,
(7ii) A(S) zadovoljava strogi Holov uslov.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je dovoljno dokazati tvrdenje u slucaju kada
je S pravougaona O-traka. Neka je T'= MO[{1}; I, A; Q] = ¢(S) pridruzena
pravougaona O-traka polugrupe S, gdje je ¥ prirodni homomorfizam iz S u T
Iz Tvrdenja 2.2 slijedi da je rang(S) = idrang(.S) ako i samo ako je rang(T") =
idrang(T"). Grafovi A(S) i A(T) su izomorfni, pa A(S) zadovoljava jaki
Holov uslov ako i samo ako ga zadovoljava A(T). Dalje, ako je A prorijedeni
pokrivac¢ od S, tada je ocigledno i )(A) prorijedeni pokriva¢ od T'. Obratno,
ako je B prorijeden pokriva¢ pravougaone O-trake T, tada je »~1(B) C S
unija nekih nenula H-klasa u S, od kojih nikoje dvije ne pripadaju istoj
R-klasi, odnosno L-klasi. Proizvoljna transverzala B’ tih H-klasa onda ¢ini
jedan prorijeden pokrivac¢ polugrupe S, i pri tome je )(B’) = B. Iz Tvrdenja
2.2 slijedi da svaki prorijedeni pokriva¢ kompletno 0-proste .S generise S ako
i samo ako svaki prorijeden pokriva¢ pravougaone O-trake T' generise T
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Prema gore pokazanom, mozemo pretpostaviti da je S = (I x A) U
{0} konaé¢na idempotentno generisana pravougaona 0-traka, u kojoj je, bez
umanjenja opstosti I = A = {1,...,n}. Tada je prema 2.1 rang(S) = n.
Uslov (ii) mozemo zapisati i kao:

(ii’) Za svaku permutaciju 8 € S, polugrupa S je generisana skupom
X(B) = {(175(1))7 ) (n76(n))}

(i) — (ii) Neka je skup E’ idempotentna baza pravougaone 0-trake S.
Vidjeli smo da tada skup grana W = {{i,A\} : (i,A\) € E'} ¢ini savr-
seno sparivanje u grafu A(S). Odakle slijedi da skup E’ mozemo zapisati
kao E' = {(1,A1),(2,N\2),-..,(n, \n)}, gdje je {A\1,...,\n} jedna permu-
tacija skupa A. Da bismo pojednostavili notaciju mozemo preimenovati
elemente skupa A na sljedeé¢i nac¢in: 1" = A\, 2/ = X\g,..., ' = \,. Prema
tome, mozemo i bez umanjenja opStosti pretpostaviti da je skup E’ jednak
{(1,1),(2,2),...,(n,n)}.

Neka je X () proizvoljan prorijeden pokrivac¢ S, gdje je § € S,, permu-
tacijareda k, 1 <k <n. Za 1 <i <n je ispunjeno

(i,4) = (i, B(0))(B(), B2(0))(B2(0), B°(2)) . .- (B (0), B (2)),

odakle slijedi (i,7) € (X(/)). Odatle dobijamo da je (X(3)) 2 (E') = S, to
jest pravougaona O-traka S je generisana prorijedenim pokrivacom X (f).

(ii) — (iii) Pretpostavimo suprotno, da je u S ispunjen uslov (ii), ali da
A(S) ne zadovoljava jaki Holov uslov. Neka je J C I neprazan podskup
takav da je |[N(J)| < |J|. Neka je I = {i1,...,in} 1 A = {A1,..., \n},
pri ¢emu je J = {i1,..., 4} i N(J) = {\,..., An}, m < 1. Tvrdimo da
prorijedeni pokriva¢ Y = {(i1,A1),..., (in, An)} polugrupe S ne generise S.
Posmatrajmo proizvoljan put kome je prva grana {in, A}

In — An =g — Agp — -+ — g, — Ag-

Znamo da je N(A\ N(J)) C I\ J, pa posto je A, € A\ N(J) slijedi da
iq, € I'\ J. Odatle dalje dobijamo da A\;, € A\ N(J), pa je ig, € I\ J.
Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo da i,, € I\ J i A, € A\ N(J).
Dakle, nijedan put koji pocinje granom {iy, \,} ne moze zavrsiti u ¢voru
A1. Odatle slijedi da element (i, A1) nije generisan elementima skupa Y,
sto je kontradikcija sa pretpostavkom (ii) da svaki je prorijedeni pokrivac
polugrupe S njen generatorni skup.

(iii) — (i) Pretpostavimo da graf A(S) zadovoljava jaki Holov uslov.
Kao $to smo veé vidjeli, tada postoji savrseno sparivanje u A(S). Neka je
m : I — A bijekcija odredena tim savrSenim sparivanjem. Pokazademo da je

upravo skup
M ={(i,n(z)):i €I}

jedna idempotentna baza S. Neka je (i, \) € S proizvoljni element. Poka-
za¢emo da postoji put od i do A u A(S) ¢ija svaka druga grana (pocevsi od
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prve) predstavlja element iz M. Defini§imo prvo put p = i — w(i). Ako je
A = 7(i), nasli smo trazeni put. U suprotnom, iz jakog Holovog uslova slijedi
da 7 () ima bar jos jedan susjedni ¢vor, razli¢it od i. Dakle, mozemo izabrati
io € N({m(i)})\{i} i produziti put p = i —7(i) —ia—7(i2). Ako je m(iz) = A,
gotovi smo. Inace, iz jakog Holovog uslova slijedi da je | N ({m(7), 7(i2)})| >
2, pa mozemo izabrati i3 € N({m(i),7w(i2)}) \ {7,i2}. Sada opet mozemo
produziti put, to jest dobijamo put p =i — w(i) — ig — w(ig) — i3 — w(i3) ili
p=1i—m(i)—i3—m(i3). Kako je broj ¢vorova u A(S) konacan, nastavljajuéi
ovaj postupak moramo sti¢i do do iy € I takvog da je m(i) = A. Dakle, u
A(S) postoji put

p=1—m(i) =iy, —m(iy,) — ... —iym(iy) —ig —7(ig) = A,

gdje je {t1,...,t;} neki podniz niza indeksa {1,2,..., k}. Radi lakSeg zapisa,
mozemo preimenovati ¢vorove iy, U jp, za 1 < m < [. Odatle slijedi da se
element (i, \) € S moze predstaviti kao proizvod elemenata iz M, to jest

(i, m(@)) (31, 7(51)) (G2, 7 (G2)) - - - (s 7 (G0)) (ig, 7 (ik)) =
(4, m(51)) (d2: 7 (42)) - - - (o, w(Gr)) (ig, (i ))Z

(4, 7(52)) - - - (o, (1)) (i, 7 (i) =

(i, w(51)) (ig, 7 (ig)) = (iﬂf(lk)):(ia)\)-

Time smo pokazali da je S generisana skupom idempotenata M, pa je
idrang(S) = rang(.S). O

L,

2.2 x-Regularne kompletno 0-proste polugrupe

Posto je dijagram monoid P,, kao i njegovi podmonoidi B, i J, *-
regularna polugrupa, razmotri¢emo posljedice prethodnih tvrdenja za ko-
nac¢ne idempotentno generisane potpuno O-proste *x-regularne polugrupe.

Teorema 2.4. ([9], Teorema 5.4) Neka je S konacna, idempotentno gene-
risana kompletno 0-prosta x-reqularna polugrupa, cije su R-klase, odnosno
L-klase, indeksirane redom skupovima I i A. Tada vazi

(i) rang(S5) = idrang(S) = [I| = |A[,

(ii) podskup X C S je minimalan generatorni skup polugrupe S ako i samo
ako je X transverzala kolekcije svih nenula R, odnosno L-klasa.

Dokaz. Kako je S x-regularna polugrupa, iz Teoreme 1.5 slijedi da svaka R-
klasa, kao i svaka L-klasa u S sadrzi tacno po jednu projekciju. Iz toga slijedi
da je |I| = |[A| = |P(S)|. Posto je polugrupa S idempotentno generisana, a
iz Teoreme 1.6 znamo da je E(S) = P(S)?, slijedi da je S generisana sku-
pom P(S). Kako svaki generatorni skup polugrupe S mora imati neprazan
presjek sa svakom nenula R, odnosno £-klasom, dobijamo

1] = |A] < rang(S) < idrang(S) < [P(S)| = [I| = [A].
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Time smo pokazali dio tvrdenja pod (i). Iz Teoreme 2.3 onda slijedi da je
svaki prorijeden pokriva¢ polugrupe S njen generatorni skup, odakle dobi-
jamo i dio (ii). O

U narednom tvrdenju razmatramo polugrupe generisane nekim elemen-
tima iz jedne J-klase polugrupe .S, sto ¢e nam pomo¢i pri dokazu glavnih
tvrdenja ovog odjeljka.

Teorema 2.5. ( [9], Teorema 5.8) Neka je S konacna regularna polugrupa,
J proizvoljna J-klasa u S, X C J iT = (X). Ako je T regularna polugrupa,
tada je JNT = J1U...UJ;, gdje su J, ..., J; maksimalne J-klase polugrupe
T.

Dokaz. Prvo uvedimo sljedeé¢u notaciju. Za polugrupu R € {S,T} neka
JT oznacava Grinovu J-relaciju na polugrupi R, Jf‘ klasu elementa x u
relaciji J7, te analogno za ostale Grinove relacije. Neka je K maksimalna
JT-klasa u T. Neka je k = ...z, zapis nekog elementa k € K kao
proizvoda elemenata iz X. Tada vazi

T%TY =Ty . T C Tl T,

odnosno K < ;r JI za neko x € X. Maksimalnost klase K nam onda daje
K = Jg C J. Prema tome, svaka maksimalna J7-klasa u T je podskup
skupa J.

Obratno, neka je K J'-klasa u T koja ima neprazan presjek sa J. Tada
je K <71 M za neku maksimalnu JT klasu M. Nekasuae KNJibe M
proizvoljni. Iz JI' = K <gr M = Jl;f slijedi da postoje u,v € T takvi da je
a = ubv. Posto su a i b sadrzani u J°-klasi J, ispunjeno je aJ°b. Odatle
dobijamo

S'bst = Stast = StubvSt C StubS* C S'bS!

pa je i element ub u J* relaciji sa a i b. Polugrupa S je konacna, pa je prema
Teoremi 1.3 i stabilna. Zbog toga iz b7 ub i ubJ%a slijedi bL ub i ubR%a.
Kako je T regularna polugrupa, iz Tvrdenja 1.16 slijedi bL"ub i ubR” a, pa je
bDTa. Posto je polugrupa S, a time i T konaéna, vazi D° = 791 DT = J7.
Prema tome, vazi i bJ”a, ¢ime smo pokazali da je K = JI' = JI' = M.
Dakle, J NT je unija maksimalnih J7 klasa polugrupe 7. O

Naredna dva tvrdenja daju nam glavne uslove za odredivanje ranga i mi-
nimalnih generatornih skupova idempotentno generisanih *-regularnih po-
lugrupa.

Teorema 2.6. ([9], Teorema 5.10) Neka je S konacna x-regularna polu-
grupa, J neka J-klasa v S 1 X C J skup projekcija. Tada za polugrupu
T = (X) vazi

rang(T') = idrang(T') = | X|.
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Stavise, podskup Y C T je minimalan generatorni skup polugrupe T ako i
samo ako je Y transverzala skupa svih R-klasa, i skupa svih L-klasa, sadr-
zanih u maksimalnim J-klasama polugrupe T .

Dokaz. Pokaza¢emo prvo da je T idempotentno generisana *-regularna po-
lugrupa. Neka je t € T, tada se t moze zapisati kao proizvod ¢t = t1...%,
projekcija t1,...,t, iz X. Iz osobina operacije * slijedi

=t ty) =t i =t,.. .ty €T,

sto znaci da je polugrupa T zatvorena u odnosu na operaciju .

Neka su Ji ..., J,, maksimalne [J-klase polugrupe T. Iz Teoreme 2.5
slijedida je X C JNT = J1U...UJp,. Dakle, T je idempotentno generisana
x-regularna polugrupa generisana elementima svojih maksimalnih [7-klasa.
1z Leme 2.3 onda slijedi da je

m

rang(T) = Zrang(Ji*) i idrang(7T) = Zidrang(J;‘)
i=1 i=1

Takode slijedi da su J7, ..., J;, kona¢ne idempotentno generisane kompletno
0-proste x-regularne polugrupe. Znamo da proizvodi elemenata iz razli¢itih
maksimalnih J-klasa pripadaju nizim J-klasama. Odatle slijedi da za svako
1 <i <m J-klasa J; je generisana skupom X NJ;. Kako su elementi skupa
X N J; projekcije, slijedi da X N J; ima jednoclan presjek sa svakom R,
odnosno L-klasom polugrupe T sadrzanom u J;. 1z Teoreme 2.4 onda slijedi
da za sve 1 < i < m vazi

rang(J;") = idrang(J;") = |P(J;)| = | X N Jy|.
Odatle konac¢no dobijamo rang(T") = idrang(7") = |X|. Iz Teoreme 2.4 (ii)
slijedi i drugi dio tvrdenja. O

Teorema 2.7. ( [9], Teorema 5.11) Neka je S konacna idempotentno ge-
nerisana x-regularna polugrupa, i pretpostavimo da J-klase u S cine lanac
Jo< i <...<Jg. ZaO<r<mnekajel. =JogUJiU...UJ.. Tada su
svi ideali polugrupe S upravo skupovi I, I, ..., Ip,.

Pretpostavimo da je P(J,) C (Jr41), za sve 0 <r <m — 1. Tada je za sve
0 <r < m ispunjeno

(Z) I = <Jr>;
(ii) I, je idempotentno generisana polugrupa,

(7ii) rang(I,) = idrang(l,) = p,, gdje je p, broj R-klasa polugrupe S sadr-
zanih u I,.
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Dokaz. Posto je za sve a,b € S ispunjeno Jyp, < Jg, Jp, slijedi da su skupovi
Io, I, ..., I, ideali u S. Neka je I # S proizvoljan ideal u S, i neka je a
element iz I takav da je indeks J-klase kojoj a pripada maksimalan. Onda
je I C I, gdje je a € J;. Posto je S'aS! minimalan ideal koji sadrzi a, slijedi
SlaS! C I. 1z osobina J-relacije znamo da je za sve b € JyU J; U... U J;
ispunjeno b € J(a) = S'aS!, pa imamo sljedeéu jednakost S'aS! =1 = I;.

(i) Neka je 0 < r < m — 1, pokaza¢emo prvo da vazi J, C (J,41). Proi-
zvoljan idempotent e € E(.Js) mozemo zapisati kao e = (ee*)(e*e) € P(J,)?,
odakle dobijamo da je E(J;) C (P(J;)) C (Jr+1). Posto je S idempotentno
generisana polugrupa, iz Tvrdenja 2.1 slijedi da je i J;¥ idempotentno gene-
risana polugrupa, odakle dalje dobijamo

Jr S(E(Jr)) € (Jrt1)-

Dalje indukcijom po r € {0,1,...,m} pokazujemo da je I, = (J,.). Zar =0
je In = Jo = (Jo). Pretpostavimo da je za r > 0 ispunjeno I, = (J,). Tada
vazi

Ir+1 =1I.U Jr+1 = (Jr> U Jr+1 c <Jr+1>-
Iz osobina J relacije slijedi da je (J,4+1) C I,+1, pa dobijamo I, 11 = (Jr41).

(ii) Vidjeli smo veé¢ da je J¥ idempotentno generisana polugrupa, pa je
prema Lemi 2.2 I, = (J,) idempotentno generisana polugrupa.

(iii) Kako je J* idempotentno generisana kompletno 0-prosta x-regularna
polugrupa, iz Teoreme 2.4 slijedi da je rang(J;) = idrang(J¥) = p,. S druge
strane, iz Leme 2.2 dobijamo rang(/,) = rang(J)") i idrang(/,) = idrang(J;),
odakle slijedi tvrdenje teoreme. O

Za odredivanje minimalnih idempotentnih generatornih skupova idempo-
tentno generisanih kompletno 0-prostih x-regularnih polugrupa koristi¢emo
takozvane grafove projekcija. Orijentisani graf, ili digraf, je graf G = (V, E)
sa skupom c¢vorova V' i skupom usmjerenih grana E, gdje su elementi F
uredeni parovi razlic¢itih elemenata iz V. Podgraf H digrafa G je balansi-
ran ako je V(G) = V(H) i ako je ulazni i izlazni stepen svakog ¢vora u H
jednak jedan. Lako vidimo da su sve komponente povezanosti balansiranog
podgrafa H ciklusi. Prema tome, svaki balansiran podgraf indukuje jednu
permutaciju na skupu ¢vorova V.

Definicija 2.4. Neka je S idempotentno generisana kompletno O-prosta
«-regularna polugrupa. Graf projekcija I'(S) polugrupe S definiSemo kao
orijentisani graf na skupu ¢vorova P(S) \ {0}, u kome je (p,q) grana ako i
samo ako je pq # 0.

Sljedece tvrdenje nam daje vezu izmedu minimalnih idempotentnih gene-
ratornih skupova idempotentno generisane kompletno O-proste *-regularne
polugrupe S i balansiranih podgrafova grafa I'(S).
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Teorema 2.8. ( [9], Teorema 5.7) Neka je S idempotentno generisana kom-
pletno 0-prosta x-regularna polugrupa. Neka je G podgraf T'(S) i X¢ sljedeci
skup idempotenata

Xe ={pq: (p,q) je grana u G}

Tada je Xg minimalan generatorni skup polugrupe S ako i samo ako je
podgraf G balansiran.

Dokaz. Neka je p € P(S)\{0}. Lako vidimo da je broj izlaznih grana iz p u
podgrafu G jednak | X¢ N R,|, kao i da je broj ulaznih grana u p u podgrafu
G jednak | Xg N Ly|.

Iz Teoreme 2.4 (ii) znamo da je X minimalan generatorni skup polu-
grupe S ako i samo ako X ima jednoclan presjek sa svakom nenula R- i
L-klasom, Sto je prema gore pokazanom ekvivalentno sa tvrdnjom da je G
balansiran podgraf grafa I'(S). O
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3 Dijagram monoidi

U ovom poglavlju ¢emo definisati dijagram monoide i neke od njihovih
podmonoida, te izloziti njihove osnovne osobine. Predstavi¢emo i karakteri-
zaciju Grinovih relacija na dijagram monoidima, oblik odgovarajué¢ih klasa
ekvivalencije i ideala. Definisa¢emo i jednu involuciju na Px, te pokazati da
su dijagram monoidi *-regularne polugrupe. Vec¢ina izlozenih rezultata se
moze naéi u radovima [13], [14], tako da su njihovi dokazi odavno poznati.
Za neke tvrdnje i osobine su predstavljeni dokazi autora.

3.1 Definicija i osnovne osobine

Radi kraceg zapisa ¢emo za n € N skup prirodnih brojeva {1,2,...,n}
oznacavati sa n. Sli¢no, za m,n € N takve da je m < n ¢emo skup prirodnih
brojeva {m,m + 1,...,n} oznacavati sa [m,n].

Neka je X proizvoljan neprazan skup, a X' = {2’ : © € X} kopija
skupa X. Nad grafovima na skupu ¢vorova X U X’ definiSimo relaciju ekvi-
valencije ~ tako da su dva grafa ekvivalentna ako i samo ako imaju iste
komponente povezanosti. Skup svih klasa ekvivalencije ~ oznacavamo sa
Px, i nazivamo skup dijagrama na X. Za predstavnika klase uzimamo
graf sa maksimalnim brojem grana. Ove grafove crtamo na taj nacin da su
¢vorovi rasporedeni u dva reda - u gornjem redu ¢vorovi oznaceni elemen-
tima skupa X, a u donjem redu ¢vorovi oznaceni elementima skupa X’. Na
primjer, dijagram o = :,;% je predstavnik klase grafova na skupu ¢vo-
rova {1,2,3,4,5,6} U{1’,2",3",4')5 6’} sa komponentama povezanosti {1},
{2,4}, {5,6,2'}, {1/,3/,6'} i {3,4,5'}. Primijetimo da svaka klasa ekviva-
lencije na skupu ovih grafova jedinstveno odredena jednom particijom skupa
X UX'. Zbog toga elemente skupa Py Cesto nazivamo particija. 1z ove veze
slijedi i da je broj elemenata skupa Px jednak Bs,, za sve skupove X kar-
dinalnosti n € N. Ovdje sa B,, oznacavamo m-ti Belov broj, to jest broj
particija skupa od m elemenata.

Na skupu Px definiSemo binarnu operaciju na sljedeé¢i nacin. Za ele-
mente o, € Pz, prvo zapiSemo dijagram « iznad dijagrama 3, tako da
identifikujemo ¢vorove z € X iz gornjeg reda (3 sa ¢vorovima 7’ € X' iz
donjeg reda a. Cvorove iz donjeg reda B preimenujemo u z” € X”. Rezul-
tujuéi graf oznacimo sa I'(a, §). Proizvod af definiSemo kao dijagram na
skupu X u kome postoji grana izmedu z i y iz X U X’ ako i samo ako u
grafu I'(«, B) postoji put izmedu ¢vorova = i y. Slika 1 prikazuje primjer
mnozenja dva elementa iz skupa Pg.

Neka su «, 3,7 € P, oznacimo sa I'(a, 3, ) graf dobijen istim postup-
kom nadovezivanja dijagrama kao i graf proizvoda dva elementa. Da se
uvjerimo da je definisana operacija mnozenja na Px asocijativna dovoljno
je uoditi da postoji grana izmedu z iy iz XUX" u grafu I'(«, 3, v) ako i samo
ako postoji grana izmedu x i y iz X U X" u grafu I'(a/3,~), odnosno grafu
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Slika 1: Dva dijagrama «a, 8 € Pg (lijevo), graf proizvoda I'(a, 8) (sredina)
i njihov proizvod af € Pgs (desno).

I'(a, B7y). Odatle slijedi da postoji grana izmedu x i y u (af)7y ako i samo
ako postoji grana izmedu x i y u a(By), za sve z,y € X U X'. Dakle, vazi
(af)y = a(By), za sve a, B,7 € Px. Iz definicije operacije mnozenja lako
vidimo da je jedini¢ni element u Px dijagram 1 = 1p, = {(4,7') : i € X}.

Skup Px sa ovom operacijom mnozenja nazivamo monoid dijagrama, ili
monoid particija. U ovom radu ¢emo izucavati monoide Px u slucajevima
kada je skup X konacan. Ako je kardinalnost skupa X jednaka n € N, tada
mozemo Px poistovijeti sa monoidom dijagrama na skupun = {1,2,...,n},
koji oznac¢avamo sa P,. Definisimo sada neke osnovne osobine i objekte koje
¢emo koristiti u izu¢avanju monoida P,.

Ovom prilikom ¢emo definisati kako se ovo mnozenje dijagrama koristi
za definiciju dijagram algebri. Neka su « i § dijagrami iz P,. Sa m(a, 3)
ozna¢imo broj povezanih komponenti uklonjenih iz srednjeg reda grafa pro-
izvoda I'(a, B) prilikom konstrukeije proizvoda af. Neka je R komutativan
prsten sa jedinicom, i ¢ € R neki fiksiran element. Preslikavanje

¢:PnXPn— R (a,) — ng),

nazivamo uvrtanje iz P, u R. Definisemo algebru R?[P,] kao R-linearno
prosirenje polugrupe Py, pri ¢emu se elementi baze mnoze na sljedeéi nacin

aof=¢(a,B)ap,

za sve «, € Pp. Ova "twisted"algebra polugrupa se naziva dijagram alge-
bra.

Neka je a € P,. Povezane komponente dijagrama « nazivamo blokovi,
te za x € n sa [z], oznacavamo blok kojemu pripada ¢vor x. Blok je tran-
sverzalan ukoliko sadrzi ¢vorove i iz n i iz n’, dok kazemo da je blok netran-
sverzalan ukoliko nije transverzalan. Broj transverzalnih blokova dijagrama
a nazivamo rang dijagrama i oznac¢avamo sa rang(a).

Neka je « dijagram iz P, i neka skupovi A; U B;, gdje je A; C n i
B; C 7/, i € I predstavljaju transverzalne blokove c. Sli¢no, neka su C; C n,
j € J netransverzalni blokovi iz gornjeg reda, a neka su Dy, C 7/, k € K
netransverzalni blokovi iz donjeg reda c¢vorova. Tada dijagram a mozemo
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zapisati na sljede¢i nacin

Bi | Dy iel jeJkek

Ovakav zapis dijagrama ¢emo ubuduée nazivati blok zapis.

Definicija 3.1. Za dijagram « definiSemo domen i kodomen kao sljedece
skupove

Dakle, domen (kodomen) dijagrama « predstavlja skup elementa iz n
koji se nalaze u gornjem (donjem) redu « i pripadaju nekom transverzalnom
bloku.

Definicija 3.2. Kernel i kokernel dijagrama « € P, su relacije ekvivivalen-
cije na skupu n definisane sa

3

X

3

: [Z}a = [] a},
e = [5]a}-

Iz ove definicije vidimo da relacija kernel (kokernel) dijagrama « opisuje
koji elementi gornjeg (donjeg) reda se nalaze u istim blokovima. Definisimo
takode relaciju ekvivalencije Ker(a) C n xn kao tranzitivno zatvaranje unije
ker(a) U coker(a), to jest

3|
3

ker(a) = {(4, 7)
1,] X

coker(a) = {(4,

~—
m m

Ker(a) = ker(a) V coker(a).

Za dijagram o € P, ¢emo reéi da je nesvodljiv, odnosno ireducibilan, ako
je Ker(a) = n x n. Pojmove (ko)domena i (ko)kernela mozemo predstaviti
i graficki. Za dijagram a € P, definiSemo gornji uzorak U(«a), kao graf
na skupu ¢vorova n, tako da su povezane komponente U («) upravo ker(«)-
klase ekvivalencije. Analogno definiSemo donji uzorak D(«). Pri tome su
transverzalne i netransverzalne komponente uzorka U(«) (DT(«)) oznaca-
vamo sa UT(a) i UN(«) (DT () i DN(«)). Svaki od grafova U(a) i D(«)
obojimo sa po dvije boje, na sljede¢i nac¢in. Obojimo transverzalne kom-
ponente uzorka U(«) svijetlocrvenom bojom, a netransverzalne tamnocrve-
nom, i analogno, transverzalne komponente uzorka D(«a) svijetloplavom, a
netrasverzalne tamnoplavom bojom. Tada svjetliji podgrafovi grafova U(a)
i D(a) odreduju redom skupove dom(«) i codom(cv). Definisimo i graf G(«),
kao graf na skupu ¢vorova n, ¢iji je skup grana jednak uniji svih grana iz
U(a) i D(a). Pri tome zadrzavamo bojenje grana, odnosno grane iz U(a) su
crvene, a grane iz D(«a) su plave. Tada su povezane komponente grafa G(a)
upravo Ker(a)-klase ekvivalencije. Primijetimo da je graf G(«) povezan ako
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i samo ako je dijagram « nesvodljiv. Uvedene pojmove mozemo ilustrovati
. 7’ . . o . L4 .
na sljede¢em primjeru. Neka su a = ifg= .\497. elementi

Ps. Tada je G(a) = €2 2 $» dok je G(é) = e 0 50 6> *Posto je graf G(53)
povezan, a G(«a) nije, zakljuéujemo da je S nesvodljiv idempotent, dok «
nije nesvodljiv.

Vazno je primijetiti da skupovi domen i kodomen, te relacije kernel i
kokernel ne odreduju jedinstven dijagram « € P,. Tacnije, ako je r =
rang(«), tada postoji r! dijagrama (8 € P, (uklju¢ujuéi i «), za koje vazi

dom(f3) = dom(«), codom(f) = codom(«),
ker(S) = ker(«a), coker(3) = coker(a),

Naime, mozemo spojiti ker(«)-klase i coker(«)-klase u transverzalne blokove
na tacno r! nacina. Naravno, svi takvi dijagrami su takode ranga jednakog
r.

Posmatrajmo sada proizvod dva dijagrama «,8 € P,. Neka je i €
dom(af), to jest i iz gornjeg reda af pripada nekom transverzalnom bloku.
Slijedi da postoji put u I'(, 8) od i do nekog elementa j” € n”, pa postoji
k' € n/, tako da je i € [k'],. Odatle slijedi

dom(af) C dom(a). (6)
Na slican nacin dobijamo da vaze i sljede¢i odnosi

codom(a3) C codom(f), (7)
ker(a) C ker(af3), (8)
coker(f) C coker(af). 9)

1z poslednje dvije relacije slijedi da je rang(af) < min {rang(«a),rang(3)}.
MozZemo primijetiti i da ukoliko je [i], netransverzalni blok iz gornjeg reda
a, tada ¢e taj skup biti sadrzan u nekom netransverzalnom bloku gornjeg
reda proizvoda «3. Analogno vazi za netransverzalne blokove iz donjeg reda
s.

Polugrupa P,, nije inverzna, a nije ni kompletno regularna polugrupa,
medutim jeste x-regularna polugrupa. Definisimo na P,, unarnu operaciju
*, koja dijagram « slika u dijagram «*, dobijen simetricnom refleksijom u
odnosu na horizontalnu osu dijagrama «. Tacnije, (x,y) je grana u o™ ako
i samo ako je (2/,y') grana u o* (pri tome je a” = ). Koristeéi blok-zapis
dijagrama mozemo definisati operaciju * na sljedeé¢i nacin:

a_lA,» cj] :>a*—lBi Dk]
Bi | D iel,jelkeK Ai | € ieljelkeK

Iz definicije mnozZenja u P, slijedi da je (af)* = f*a*, a ocigledno je i
(a*)* = a, pa je * zaista involucija. Takode lako vidimo da je

dom(a*) = codom(a) i codom(a*) = dom(c)

ker(a™) = coker(a) i coker(a™) = ker(a).
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Pokazaéemo da je P, uz ovu operaciju *-regularna polugrupa, nakon sto
pokazemo sljede¢u lemu.

Lema 3.1. Neka su o, 8 € Py, takvi da je dom(a) = dom(p) i ker(a) =
ker(B). Tada vazi

(i) aa™ i B* su idempotenti i ac* = BP*;
(i) aa*p =03 1ipBa=a.

Dokaz. (i) Neka je ¢ € dom(a), i k € [i]o N dom(«). Tada postoji j €
codom(a) tako da « sadrzi grane (i,7") i (k,j’). Odatle slijedi da se grane
(j,i') 1 (J, k") nalaze u o*. Prema tome, u proizvodu aa* ¢vorovi i, k, ', k’
pripadaju istoj komponenti povezanosti. Dakle, ako je {k1,ko,...,kn} =
dom(a) N [i]q, tada skup

{k?l,kQ,...,k‘m}U{k‘ll,k?é,...,k‘;n} (10)
¢ini jedan blok u aa*. Neka je sada {l,lo,...,ln} netransverzalni blok iz
gornjeg reda «, tada su

{ly, 0oy oo I Y1 {0 0, 1) (11)

netransverzalni blokovi u aa®. Dakle, svi blokovi aa™ su oblika (10) ili
(11), to jest zavise samo od dom(c) i ker(a). Odatle odmah slijedi da je
aa® = 4%, kao i da je aa™ idempotent.

(ii) Dokazacemo da je aa* 5 = 3, druga jednakost se pokazuje analogno.
Ako su i,j € n, tada je (i, ') transverzalna grana u aa* ako i samo ako je
i € dom(a)) = dom(f) i j € codom(3), te ako postoji put od i do j” u grafu
proizvoda I'(aa*, B). Zbog strukture a™ i jednakosti dom(«) = dom(f),
slijedi da je taj put mora biti oblika i —i" — j”. Prema tome, (i,j) je
transverzalna grana u aa™*f ako i samo ako je transverzalna grana u f3.

Dalje dobijamo da vazi (i,j) € ker(aa*(), ako i samo ako je (i,j) €
ker(a) = ker(p), te (i,j) € coker(aa*() ako i samo ako je (i,j) € ker(p).
Odatle slijedi da je (i,7), odnosno (i’,j’), netransverzalna grana u aa*f
ako i samo ako je netransverzalna grana u 8. Time smo pokazali da je
ac*p = (. ]

Pokazane osobine operacije * mozemo zapisati u vidu sljedeceg tvrdenja.
Tvrdenje 3.1. Neka su a, 5 € Py, tada vazi
(1) ()" = a;
(ii) (af)" = fa;

(iti) aa*a = a.
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Da monoid P, nije kompletno regularan monoid mozemo vidjeti iz slje-
deceg primjera.

Primjer 3.1. Neka je a = % dijagram iz Ps. Tada je aa® =

I:éi:: I:I, dok je a*a = :ﬁ% Dakle aa® # a*a, pa monoid P, nije

kompletno regularan u odnosu na unarnu operaciju .

3.2 Potpolugrupe

U prvom poglavlju kao osnovne primjere polugrupa smo naveli neke po-
lugrupe transformacija, kao $to su polugrupa punih transformacija i sime-
tricna inverzna polugrupa. Ovi monoidi se mogu prirodno predstaviti u
obliku dijagrama iz Px. Preslikavanju a € Tx dodijelimo dijagram « € Px
Ciji su transverzalni blokovi oblika

{y}uf{z e X :a(2) =y}

gdje je y € im(a), a netransverzalni blokovi su skupovi {2}, za z € X \im(a).
Sli¢no, parcijalnoj bijekciji p € Zx dodjeljujemo dijagram 7 u kome elementi
x € X iy € X' ¢ine jedan blok ako i samo ako je p(x) = y. Na primjer

L[] [ ]
a = W predstavlja jednu transformaciju iz Tg, dok # = }{:%%
predstavlja jednu parcijalnu bijekciju iz Zg. Ovim smo definisali prirodne
injekcije monoida Tx i Zx u dijagram monoid Px. Lako vidimo da su
ove injekcije takode homomorfizmi polugrupa, odnosno da dijagram monoid
sadrzi podmonoide Tx i Jx izomorfne redom sa Ty i Tx.

U to se mozemo se uvjeriti na primjeru skupa ¥,. Neka su «,f € T,
tada dijagrami « i § nemaju netransverzalnih blokova, pa ni njihov proizvod
a3 nema netransverzalnih blokova. Dalje, posto je dom(a) = dom(8) = n
slijedi da za svako i € n postoji k € n i put od i do k" u grafu I'(«, B3).
Prema tome, dom(af8) = n. Dalje, pretpostavimo da je j' € [i']os za neke
i,7 € n. Odatle slijedi da u grafu I'(«, 3) postoji ¢vor k' koji je povezan sa
7" 1 j”. Medutim, to znaci da je u 8 k povezan sa i’ i j', Sto zbog definicije
%, daje i = j. Prema tome, vazi i coker(af) = A, pa je element af takode
dijagram transformacije iz 7, i skup T, je zatvoren za mnozenje dijagrama.

Podmonoide ¥, i J,, mozemo opisati i na sljede¢i nacin:

Tn ={a € P, : dom(«) = n, coker(a) = A},

J, = {a € P, : ker(a) = coker(a) = A}.
Znamo da je simetriéna grupa .S, podgrupa monoida 7T, i Z,, pa postoji
podgrupa monoida P, koja je izomorfna S,,. Tu podgrupu mozemo opisati

na sljedeé¢i nacin:

S, = {a € P, : dom(a) = codom(a) = n, ker(a) = coker(a) = A}.
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Za proizvoljan podskup A C 7n ¢emo sa id4 oznacavati parcijalnu bijekciju
koja identicki slika skup A, odnosno dijagram

idy = [ . }l] .
Ty €A yeEN\A

Jedinici simetricne grupe, odgovara upravo dijagram 1p, = idz. U buduéem
radu ¢emo poistovjeéivati navedene podmonoide i podgrupe P,, sa njihovim
izomorfnim slikama.

Dual simetri¢nog inverznog monoida Z; je inverzna polugrupa svih bi-
jekcija izmedu particija skupa n. Ovaj monoid se takode mozZe potopiti u
dijagram monoid Py, njegova homomorfna slika je

3, ={a € P, : dom(a) = codom(a) = n}.

Pored navedenih podmonoida P,,, vazno je pomenuti jo§ Brauerov mo-
noid B, i Dzonsov monoid J,, kao i njihove parcijalne oblike, parcijalni
Brauerov monoid PB,, i Mockinov monoid M,. Za proizvoljan skup X
definisemo skupove PBx i Bx na sljedeci nacin

Bx = {a € P, : svaki blok « je veli¢ine 2},
PBy = {a € P, : svaki blok « je veli¢ine najvise 2}.

Skup BB y je tada izomorfan PBx, parcijalnom Brauerovom monoidu. Me-
dutim, skup B x je izomorfan Brauerovom monoidu Bx samo u sluc¢aju kada
je skup X konacan. Na Slici 2 je dat primjer mnozenja dijagrama « i § iz
By, gdje vidimo da proizvod af pripada PBy, ali ne pripada By.

Oz—IUUU L9 9
o 6 6 MRS W
A S ¥ EEENRNS

8= (R RENEENS

(RN RN ENS

Slika 2: Dijagrami «, 8 € By (lijevo), graf proizvoda I'(«, 5) (sredina), i
proizvod af ¢ By.

Kazemo da je dijagram iz Px planaran ako se njegov graf predstavnik
moze nacrtati planarno u okviru pravougaonika odredenog ¢vorovima X U
X'. Mockinov monoid M x i DZonsov monoid Jx definiSemo kao skupove
svih planarnih dijagrama iz PByx, odnosno Bx.

Primijetimo da su podomonoidi Z,, Z), B, i J, zatvoreni u odnosu
na operaciju *, dok monoid 7, nije. Monoidi Z,, i Z} sa operacijom * ¢ine
inverzne polugrupe. Takode, za proizvoljnu permutaciju = € S,, je 7* upravo
grupovni inverz elementa 7.
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3.3 Grinove relacije

Pojmovi domena i kernela dijagrama, te kodomena i kokernela ¢e nam
pomodi da opisemo Grinove relacije na dijagram monoidima P,. Sljedeca te-
orema je dokazana u [13], gdje su umjesto pojmova (ko)domena i (ko)kernela
koristeni odgovarajuéi uzorci.

Teorema 3.1. ( [13], Teorema 3.1) Neka su o i 5 iz Py, tada vaZe sljedeci
uslovi

(i) aRB ako i samo ako je dom(a) = dom(p) @ ker(a) = ker(f);

(it) aLB ako i samo ako je codom(c) = codom(f) 7 coker(a) = coker(f);
(iii) DB ako i samo ako je rang(c) = rang(f);

(iv) D=J;

(v) B € PnaP, ako i samo ako je rang(f) < rang(a);

(vi) aH B ako i samo ako je dom(c) = dom(f3), ker(a) = ker(8) ¢ codom(a) =
codom(f3), coker(a) = coker(f3).

Dokaz.

(i) Neka su «, 8 € P, elementi iz iste R-klase. Tada prema Tvrdenju 1.9
postoje 7,6 € P, takvi da je a« = By i f = ad. 1z osobine (6) slijedi

dom(a) = dom(fv) C dom(p),
dom(f) = dom(ad) C dom(«),

to jest dom(a) = dom(p). Sli¢no, iz (9) slijedi da je ker(a) = ker(f3).
Pretpostavimo sada da je za «, 8 € P, ispunjen uslov dom(«) = dom(/) i
ker(a) = ker(f). Iz leme 3.1 slijedi da je

ad’f=p1ipfa=a,

pa je aPp = Py, to jest aRp.

(ii) Dualno dokazu tvrdenja (i).

(iii) Pretpostavimo da je aDf3, tada postoji v € P, tako da je aR+y i
yLB. 1z (i) i (ii) slijedi da je rang(a) = rang(vy) = rang(f).
S druge strane, neka su «, 5 € P, takvi da je rang(a) = rang(5) = r. Neka
je v € Py tako da je dom(y) = dom(a), ker(y) = ker() i codom(y) =
codom(f3), coker(y) = coker(8) (znamo da postoji r! takvih dijagrama).
Onda je aRYLp, to jest aDS.

(iv) Znamo da je uvijek ispunjeno D C 7, pa pretpostavimo da je aJ 3
za «, 3 € P,. Tada postoje v,9d,¢,¢ € P, tako da je a« = y8 i f = eao.
Odatle slijedi

rang(a) = rang(yf39) < rang(59) < rang(f),
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i sliéno rang(f) < rang(c). Prema tome, rang(a) = rang(f), pa je prema
(iii) ispunjeno aDf. Konac¢no, dobijamo J = D. Posto je polugrupa P,
konacna, a u kona¢nim polugrupa se relacije J i D poklapaju ( [24], Teorema
2.1.4), tvrdenje smo mogli izvesti i direktno.

(v) Neka je 5 € PpaP, za neko o € P,. Tada postoje 7,6 € P, tako
da je f = vad, pa kao u dijelu (iv) dobijamo da je rang(f) < rang(a). Za
0 < k < n oznacimo sa idg, dijagram id 4, gdje je A = {1, ..., k}. Primijetimo
da je idy dijagram koji odgovara parcijalnoj bijekciji idy  xy, te da vazi
idg id; = id;idg, = id; za sve 0 < [ < k < n. Ocigledno je id; idempotent
ranga k. Neka su a, 8 € P, takvi da je | = rang() < rang(a) = k. Tada
je aDidy i fDid;, pa iz (iv) slijedi e idy, i BT id;. Posto je | < k, vazi
idy id; = id; id, = id;, iz cega slijedi P, id; P,, C P, idg P,. Odatle dobijamo

/Pnﬁlpn = Pn idl Pn - Pn idk Pn = Pn&Pn,

pa vazi B € PraPy.
(vi) Slijedi direktno iz definicije relacije H te (i) i (ii). O

Prema poslednjem tvrdenju, J-klase u P, ¢ine lanac
Jo(Pr) < Ji(Pn) < ... < Jn(Pn),

gdje je Ji(Pn) = {a € P, : rang(a) = k}. Koristeéi dobijene rezultate
mozemo sada opisati sve glavne ideale u P,.

Tvrdenje 3.2. Svi glavni ideali u P, su oblika
I(Pn) = {a € Py, : rang(a) < k},
za neko k € {0,1,...,n}.

Dokaz. Primijetimo da je skup oblika It (P,) unija J-klasa Jy, Ji,..., Ji.
Neka je y € Ix(P,) i z € Py, tada je rang(yz) < rang(y) < k, pa yz €
I (Py,). Slicno dobijamo da zy € Ix(Py,), pa I(Py) jeste ideal u P,.

Pretpostavimo sada da je P,aP,, glavni ideal u P, i neka je k = rang(a).
Tada iz prethodnog tvrdenja slijedi da za sve i € {0,1,...,k} isve 8 € J;
vazi 8 € PpaP,. Dakle, ispunjeno je

In(Pp) = JoU J1U...UJ C PraPy.

Posto je P,aP, najmanji ideal koji sadrzi element «, slijedi da I (P,) =
PPy, Sto smo i trebali pokazati. O

Ovime smo zapravo opisali sve ideale monoida Py, to jest svi ideali u P,
su glavni. Zaista, neka je I proizvoljan pravi ideal u P, i neka je o element
najveéeg ranga u I, rang(a) = k. Ocigledno je P,aP, C il C Ix(Py). 1z
gornjeg tvrdenja slijedi da je Ix(P,) = PnaPy, pa je I = I (Py).

57



Okrenimo se sada posmatranju H-klasa ekvivalencij u P,. Neka je o €
P, dijagram ranga r. Vidjeli smo da postoji tacno r! dijagrama 5 € P
takvih da je dom(3) = dom(«), codom(f) = codom(«) i ker(3) = ker(«),
coker(f) = coker(a). Iz Tvrdenja 3.1 slijedi da ti elementi upravo ¢ine H-
klasu elementa . Onda iz Grinovih lema slijedi da su sve H-klasu sadrzane
u J-klasi J,(P,,) kardinalnosti r!.

Za 0 < r < n definiSimo skup

S, = {a € P, : dom(a) = codom(«) = 7, ker(a) = coker(a) = A},

gdje pod 0 podrazumijevamo prazan skup. Prema gore izloZenom, ovaj skup
je jedna H-klasa u P, koja sadrzi idempotent id,.. Lako vidimo da je &,
izomorfna kopija simetricne grupe S,. Iz Teoreme 1.2 slijedi da je za sve
idempotente a € P, ranga jednakog r ispunjeno H, ~ Hiq, ~ &,. Prema
tome, sve maksimalne grupe u P, su izomorfne simetri¢noj grupi S, za neko
0<r<n.

3.4 Rang i generatorni skupovi

U ovom dijelu rada éemo odrediti rang monoida P, te predstaviti neke
(minimalne) generatorne skupove za P,,. Dokazi sljedeéih tvrdenja se mogu
naéi u [6], u kome je predstavljeno nekoliko prezentacija dijagram monoida,
te odreden rang monoida P,,.

Prezentacije izvedene u [6] koriste faktorizaciju polugrupe P, kao proi-
zvoda polugrupa L, Z, i Ry, gdje su L, i R, potpolugrupe 7, koje éemo
definisati u nastavku. Kao i u dosadasnjem radu, ne¢emo praviti razliku
izmedu transformacija iz 7, i dijagrama iz %,, koji im odgovaraju. Za dija-
gram « € T, ranga r oznac¢imo sa Ki,..., K, klase relacije ker(«). Dalje,
definisimo skup Mins(a) = {min(Ky),...,min(K,)}. Za transformaciju «
kazemo da ¢uva poredak blokova ukoliko vazi

i <j= a(i) <a(j), zasve i,j € Mins(a).

Skup svih transformacija o € 7, koje ¢uvaju poredak blokova i ¢iji je ko-
domen jednak k, za neko k € 7, oznacavac¢emo sa L,,. Sliku skupa £, pri in-
voluciji * na polugrupi P,, ¢emo oznaciti sa R, to jest R, = {a* : o € L, }.
Za 1 <1 < j < n definiSemo element \;; € 7T, sa

T z < j,
)\Z](I): 7 CCZj,
z—1 j<z<n,

i element p;; = Aj; € 7. Dijagrame \;; i p;; moZemo prestaviti u blok
zapisu na sljedeéi nacin:

T 1
)\ij = [

J

T y—1

Y

J
i

Y

y—1 ] , Pij = [ T
1<z<j,j+1<y<n

x ]
1<2<j,j+1<y<n
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Na primjer, u Pg je Aoy :I I/I/:/'z, dok je pag = A3, :I I\I\:\:\:

U [10] (Lema 1) je pokazano da je skup £, zaista podmonoid Ty, te da
je generisan skupom A = {\;; : 1 <i < j < n}. Odatle dualno dobijamo da
je Ry, podmonoid monoida 7, = {a* : a € T,}, i da je generisan skupom
P={pj:1<i<j<n}

Sljedeée tvrdenje opisuje pomenutu faktorizaciju monoida P, kao proi-
zvoda monoida L,,, Z,, i Ry.

Tvrdenje 3.3. ( [6], Tvrdenje 9) Neka je o € Py, tada postoje jedinstveni
elementi € L,y € L, 19 € Ry, takvi da je « = 56 idom(y) C codom(f),
codom(y) € dom(9).

Dokaz. Primijetimo da je svaki dijagram iz £, i R, jedinstveno odreden
svojim kernelom, odnosno kokernelom. Prema tome, postoje jedinstveni

B€L,ideR, takvi da je
ker(3) = ker(a) i coker(d) = coker(a).

Neka su kernel klase u a redom Ki, Ks,..., K,, pri ¢emu je min(K;) <
min(K2) < ... < min(K,). Sli¢no, neka su Ly, Lo, ..., L kokernel klase u
a, gdje je min(L;) < min(Lg) < ... < min(Lp). Definisimo dijagram v € Z,
kao

. i akoi€aiK;UL,;jeblokua«a
7(0) :{ ]— inace !

Iz konstrukcije dijagrama f,~, d lako vidimo da je ispunjeno a = 8vd, kao
i da je dom(y) € codom(f) i codom(y) C dom(f3). Pretpostavimo dalje
da je ispunjeno a = f'4'8’, dom(y’) C codom(f’) i codom(y’) C dom(d’)
i za dijagrame 8’ € L,, ¥ € Z,, i ¢’ € R,. Odatle slijedi da je ker(5") C
ker(a) = ker(8) kao i coker(8’) C coker(a) = coker(d). Pokaza¢emo da
je vazi jednakost ker(S’) = ker(). Pretpostavimo suprotno, da je postoji
(i,7) € ker(B) \ ker(p’). Tada je (i,j) € ker(a), pa postoji put od i do
j u grafu proizvoda I'(8,v,0). Neka je k = (i), Il = p'(j), zbog gornje
pretpostavke vazi k # [. Dalje, iz dom(y) C codom(S’) i (i,7) € ker(a) =
ker(8'y'0") slijedi da k,I € dom(y’). Neka je dalje p = ~v(k) i ¢ = (1),
znamo da je p,q € codom(y') C dom(d”). Kako je v € Z,, vazi p # ¢, pa iz
8 € Ry, slijedi (p, q) ¢ coker(d'). 1z toga slijedi da ne postoji put i—j u grafu
proizvoda I'(’,4/,d’), Sto je kontradikcija sa pretpostavkom (i, j) € ker(a).
Sli¢no pokazujemo da je coker(d') = coker(a) = coker(d).

Prema prvoj napomeni, odatle slijedi da je 8’ = 81 ¢’ = 4, pa je ispunjeno

dom(v) C codom(B) = a
codom(y') C dom(d) = b.

Odatle dobijamo da je K; U L; blok u « ako i samo ako je i € dom(v) i
v'(i) = j, to jest v/ = 1. O
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Sa s; ¢emo oznacavati transpoziciju (i,i +1) € Sy, i = 1,2,...,n — 1.
Poznato je ( [39]) da je ¥ = {s; : 1 < i < n — 1} jedan generatorni skup
simetri¢ne grupe S,,. Oznacimo sa €, € Z, parcijalnu bijekciju definisanu sa

e(x) = xr akojel<z<n-1,
] - akojex=n

Za n = 6 dijagram ove parcijalne bijekcije je e = I I I I I : U [41] je
pokazano da je simetri¢ni inverzni monoid Z,, generisan skupom I = XU{e, }.
Iz Tvrdenja 3.3, i navedenih generatornih skupova za monoide L, Z, i Ry,
direktno slijedi sljedece tvrdenje.

Tvrdenje 3.4. Dijagram monoid P, je generisan skupom
I ={Nj:1<i<ji<n}U{s;: 1 <i<n—1}U{e,}U{p;; : 1 <i < j<n}

U [6] (Teorema 17) je izvedena i prezentacija dijagram monoida koja
odgovora ovom generatornom skupu, ali je zbog ograni¢enog prostora za
izlaganje necemo navoditi. Skup IIy sadrzi (5) + (n — 1) + 1+ (5) = n?
generatora, sto je, kao sto ¢emo vidjeti, mnogo vise od ranga monoida P,.
Ovaj generatorni skup je ipak znacajan, jer do njega dolazimo na sasvim
prirodan nac¢in. Takode, pomoc¢u II; mozemo konstruisati jedan minimalan
generatorni skup dijagram monoida. Definisimo dijagram ¢ = A\,—1 npn—1,n
odnosno, u blok zapisu

t:[x
o

Na primjer, u Pg je t = I I I I I:I Pokazacemo da se svi dijagrami iz AU P
mogu izraziti kao proizvodi elemenata skupa IIy = X U {€,, t}.

Uvedimo oznaku c¢; za permutaciju s;...sp—1,za 1 < i <n — 1. Direkt-
nim mnozenjem dobijamo da permutaciji ¢; odgovara blok zapis

Z
C; =
x

Definisimo parcijalnu bijekciju ¢; = cienclfl, za 1 <n — 1. Lako vidimo da
je € = idg\ ;). Dalje, za 1 < i < j < n uvedimo oznaku d;; za permuta-
ciju (sj...5n-1)(8i...Sn—2). Direktnim mnozenjem dobijamo da je sa d;;
definisan dijagram

n—1n—2
n—1,n—2

]1§x<n—2

1
n

Y
y—1

]1§m<i¢<y§n

1
n—1

z
z—2

J Y
n—2y—1

] 1<e<1,i1<y<g,j<z<n

Za 1l <1< j <mnneka je m; = dijtd;jl. Posto permutacija d;; fiksira sve
elemente z € {1,...,i—1}, slijedi da je {z, 2’} blok u 7;; za sve z < i. Dalje,
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za i < y < j permutacija d;; slika y na y—1, pa u grafu proizvoda I‘(dijtd;jl)
postoji put y— (y—1)' — (y—1)" —y". Odatle slijedi da je {y,y’'} jedan blok
u 7. Sli¢no dobijamo da je {z, 2’} blok u m;; za sve j < z < n. Konacno,
lako vidimo da ¢vorovi 4, j,7", 5" i (n —1)',n/, (n — 1)”,n” pripadaju jednoj
komponenti povezanosti u grafu proizvoda F(dijtd;jl), odakle slijedi da je
{i,7,7,7'} jedan blok u m;;. Dakle, blok zapis dijagrama 7;; je sljedeéi

X
Tij = "

Dalje, dijagram 7;;€¢; je dobijen od m;; podjelom bloka {1, j,4’, 7’} u blokove
{1,7,} i {j'}. Tvrdimo da je \;j = mjeje;. Ocigledno je za sve x €
{1,...,5 — 1}, © # i skup {z, 2’} blok dijagrama L;; = m;je;c;. Slicno, za
Jj <y <mnje{y, (y—1)} blok u L;;. Konacno, vidimo da ¢vorovi i, j,7', 7"
pripadaju jednoj komponenti povezanosti grafa proizvoda I'(m;je;,¢;j), pa
je {i,7,7'} jedan blok u L;;. Time smo pokazali da je L;; = \;;, odnosno
Xij € (Ilz). Posto je skup Iy zatvoren u odnosu na involuciju *, odatle
slijedi p;; € (Il), za sve 1 <7 < j < n. Iz Teoreme 3.4 slijedi da je

i\ j ]
Y L em i)

Prn = (XU {en,t}).

Podsjetimo se da se simetri¢na grupa S, moze generisati sa samo dva
generatora, S,_1 1 Sp_1Sp—2...51. Odatle direktno slijedi sljedece tvrdenje.

Tvrdenje 3.5. Dijagram monoid P, je generisan skupom

IT= {Snfla Sp—18n—2...51, Enat}'

U [6] (Teorema 41) je navedena i odgovarajuca prezentacija koja sadrzi
samo | 5] + 5 relacija. Takode je pokazano da ne postoji generatorni skup
monoida P, sa manjim brojem generatora.

Tvrdenje 3.6. ( [6] Propozicija 39)

1 n=1,
rang(Pp) =4¢ 3 n=2,
4 n>3

Dokaz. Zan =1 je P, = {:,I} = {e1,1} = (e1), pa je rang P; ocfigledno
jednak 1. Dalje, zan = 2 je s,—1 = s1, pa su generatori s,_1 1 Sp—1Sp—2 ... 51
jednaki. Dakle, Py je generisan sa tri elementa €, t i s1, pa je rang(Ps2) <
3. Neka je sada n > 3, tada su svi generatori iz skupa II razlic¢iti, pa je
rang(Pp) < 4.

Ostaje da pokazemo da u obje nejednakosti zapravo vrijedi znak jednakosti.
Neka je n > 2, i pretpostavimo da je P, generisan skupom (). Posto je
Pr \ Sy ideal u P, skup Q sadrzi neprazan podskup X’ koji generiSe grupu
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Sp. Znamo da je [X'| > 1, to jest |¥'| > 2 za sve n > 3. Neka je €, =
w1 ... wg jedno predstavljanje dijagrama €, preko generatora iz 2. Kako je
dom(e,,) = codom(e,) = n — 1, postoje 4,5 € k takvi da je dom(w;) # 7
i codom(w;) # n. Ako je w; # wj, tada zasigurno vazi |2 > 3, odnosno
|2] > 4 za n > 3. Neka je onda w; = w;. Primijetimo da monoid generisan
sa X' U {w;} sadrzi samo permutacije i dijagrame ¢iji je domen i kodomen
pravi podskup 7. Prema tome, P, # (X' U {w;}), pa 2\ ¥’ sadrzi bar dva
razlicita elementa. O
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4 Idempotenti dijagram monoida

Podsjetimo se da je dijagram « € P, nesvodljiv ako je Ker(a) = n X n.
Pokazaé¢emo da se pomocéu nesvodljivih dijagrama mogu opisati svi idem-
potenti monoida P,. Koristeéi tu karakterizaciju idempotenata P,, éemo
izvesti rekurentne veze za rac¢unanje ukupnog broja idempotenata u P,,.
Naredno poglavlje uglavnom prati rezulate dobijene u radu [5].

Lema 4.1. ( [5] Lema 2) Neka su o, € P, proizvoljni dijagrami, neka
sui,j elementi skupa n. Tada je (i,7) € coker(a) V ker(3) ako i samo ako
postoji put koji spaja i’ i j u grafu proizvoda T'(a, ).

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je (i,7) € coker(a) V ker(3). Tada postoje
Z1,...,o¢ € n tako da je (i,x1) € coker(a), (z1,22) € ker(p), (x2,x3) €
coker(a), i dalje analogno. Ovaj niz nam daje upravo put ' —x; —xg—...—
xy — j' izmedu ¢’ i j’ u grafu I'(a, B).

Sada pretpostavimo da postoji put g = ¢/ —x1 —x2—...— 2y = j' u grafu
I'(«, B). Pokaza¢emo da (i, j) € coker(a)Vker(f) indukcijom po duzini puta,
to jest pot € Ng. Za t = 0 je i = j, pa tvrdenje trivijalno slijedi. Ako je
t = 1, tada postoji grana i’ — j' u grafu I'(a, 8). Opet trivijalno slijedi da je
(,7) € coker(a)Vker(f). Dalje, neka je t > 2, i pretpostavimo da je tvrdenje
ispunjeno za sve i, j € n povezane putem duzine s, za sve 1 < s <t—1. Ako
su i,j € n povezani putem zg =i —x1 —x2 — ... — x; = j' u grafu I'(e, B)
razmatramo dvije moguénosti. Prvo, ako postoji indeks s € {1,...,t — 1}
za koji je x = 3 za neko y € n, tada iz induktivne pretpostavke slijedi
da je (i,y) € coker(a) V ker(p5) i (y,j) € coker(a) V ker(f). Sada direktno
dobijamo da je (i,j) € coker(a) V ker(f). S druge strane, ako ne postoji

takav indeks s, onda za sve s € {1,...,¢t—1} ispunjeno ili z; € n ili z; € n”.
Pretpostavimo da je z; € n za sve s € {1,...,t — 1}, drugi slucaj se rjesava
analogno. Tada su x1,...,z;_1 i ; = j' elementi transverzalnog bloka [i],.

Odatle dobijamo (i,7) € coker(a), pa vazi i (i,7) € coker(a) Vker(8). O

Lema 4.2. (/5] Lema 3) Neka su «, 8 € P, proizvoljni dijagrami, i neka
je AU B’ transverzalni blok dijagrama of. Tada je za sve a € A, b € B
1Spunjeno

d €lala Nd € [V]pg= (c,d) € coker(a) V ker(3).

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljne ¢ € [a]o i d € [b/]z. Posto su a,b u istom
bloku a3, postoji put a = g —x1 — ... — ¢ = b” u grafu proizvoda I'(af3).
Neka je r najmanji indeks iz {0,1,...,t} za koji je z, ¢ n, a neka je s
najveéi indeks za koji je x5 ¢ n”. Tada je x, =y’ i x5 = 2’ za neke y,z € n,
pri ¢emu vazi y' € [a]o = []a 1 2z € [V]g = [d]g. Zbog toga po definiciji
slijedi (c,y) € coker(a) i (z,d) € ker(B). Posto postoji put izmedu ¢/, 2z’ u
I'(«, B), iz prethodne leme slijedi da je (y,z) € coker(«) V ker(8). Sada iz
tranzitivnosti slijedi da (c, d) € coker(a) V ker(f3). O
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Tvrdenje 4.1. ( [5] Lema 4) Neka je a € Py, nesvodljiv dijagram. Tada je
a idempotent ako i samo ako je rang(a) < 1.

Dokaz. Ako je rang(a) = 0 tada je a ocigledno idempotent. Pretpostavimo
onda da je rang(a) = 1, i neka je AU B’, gdjesu A C ni B’ Cn/, jedini
transverzalni blok a. Pokaza¢emo da je tada o? = a. Znamo da su svi
netransverzalni blokovi a sadrzani u netransverzalnim blokovima o?. Zato
je dovoljno da pokazemo da je AU B’ jedini transverzalni blok i u dijagramu
a?. Nekasui € A, j/ € B, tada u grafu proizvoda I'(a, @) postoje grane
1— 75 i1 — j”. Kako je a nesvodljiv dijagram, vazi

(1,7) € n x n = Ker(a) = coker(a) V ker(a).

Iz Leme 4.1 slijedi da postoji put od ¢ do j u grafu proizvoda I'(c, ).
Slijedi da postoji put od i do j” u I'(o, ), pa i i j' pripadaju istom bloku
dijagrama o?. Time smo pokazali da je AU B’ netransverzalni blok o2, pa
je a = 2.

Pretpostavimo sada je rang(a) > 2, i pokazimo da « ne moze biti idem-
potent. Neka su AU B’ i C'U D' razli¢iti transverzalni blokovi u «, i neka
su a, b, ¢, d elementi skupova A, B,C, D redom. Prema Lemi 4.1, iz nesvo-
dljivosti « slijedi da postoji put od b do d' u grafu I'(a, ). Zbog izbora
elemenata a, b, ¢, d postoje i putevi od a do ¥’ i od ¢ do d’ u I'(«, ). Spaja-
njem ovih puteva dobijamo da a i ¢ pripadaju istom bloku o?. Tac¢nije, AUC
je podskup jednog bloka dijagrama «, tako da ne moze biti a? = a. ]

Sada ¢emo pokazati da proizvoljan idempotent mozemo predstaviti kao
direktnu sumu nesvodljivih idempotenata. Da bismo definisali ove direktne
sume dijagrama prvo trebamo definisati sljedeé¢e pojmove. Neka je {X;}icr
particija skupa n. Za ovu particiju definisemo skup dijagrama

@Pxi = {a € P,, : svaki blok « je sadrzan u X; U X/ za neko i € I}.
i€l
Lako vidimo da je ovaj skup potpolugrupa P,. Za dijagram o € @,c; Px;
definiSemo dijagrame o; € Px,, za ¢ € I na sljedeéi nacin

a=aly,={A€a: AC X;UX]}

Dijagram «; nazivamo restrikcija dijagrama « na skup X;. Sada lako uoca-
vamo da je polugrupa ,; Px, izomorfna sa [[,c; Px;, pri ¢emu je izomor-
fizam upravo preslikavanje koje dijagramu « dodjeljuje (o;);er. Zbog toga
a zapisujemo i kao direktnu sumu dijagrama «, i € I, to jest a = @, .

Sada mozemo dati potpunu karakterizaciju idempotenata dijagram mo-
noida P,.

Teorema 4.1. ( [5], Teorema 5) Neka je dijagram o € Py, ¢ije su klase
ekvivalencije relacije Ker(a) skupovi X;,1 € 1. Tada je v idempotent ako i
samo ako vaze sljedeci uslovi
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(i) o € Dicr Pxi
(it) sve restrikcije a|x, imaju rang 1.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je o idempotent, i pretpostavimo suprotno,
tacnije da prvi uslov nije ispunjen. Tada postoji blok A U B’ u a za koji
ne postoji ¢ € I tako da je AU B’ C X; U X/. Kako su skupovi X;, i € T
upravo klase ekvivalencije relacije ker(a) V coker(«) slijedi da je A C X;
i B C Xj, za neke razlicite indekse 7 i j iz I. Neka sua € A, b € B
proizvoljni elementi. Posto je o = a, slijedi da je A U B’ takode blok
dijagrama o?. Odatle dobijamo da b € [a], i a € [V]o. Prema Lemi 4.2
slijedi da je (a,b) € coker(a) V ker(«). Dakle, elementi a i b pripadaju istoj
Ker(a)-klasi ekvivalencije, pa vazi X; = X}, §to je kontradikcija sa pocetnom
pretpostavkom. Time smo dobili da uslov (i) mora biti ispunjen kad god

je a idempotent. Odatle dalje slijedi da je o = ,c; ax,;. Sada iz a? =a

slijedi

@ai =a=a’ :@a?.

el el
Iz poslednje jednakosti dobijamo «; = a? za sve i € I. Prema tome, «;
je nesvodljiv idempotent iz Px,. Iz Tvrdenja 4.1 konac¢no dobijamo da je
ispunjen i uslov (ii).

Sada pretpostavimo da su uslovi (i) i (ii) zadovoljeni, tada je o =

@Dicr i, o € Px, zai € I. Prema 4.1, iz (ii) slijedi da je o; idempotent, za
sve ¢ € I. Odatle je dalje

2 2
o? = @o? = Pai=a,

icl icl
to jest a je idempotent. ]

Vidjeli smo da je P, *-regularna polugrupa, pa iz Teorema 1.5 i 1.6
dobijamo sljedeé¢e osobine monoida P,,.

Tvrdenje 4.2. U dijagram monoidu P, je ispunjeno
(i) P(Pn) ={aa*:a € P,},
(it) E(Pn) ={af:a,B € P(Py)},

(iii) B(Pn) := (E(Pp)) = (P(Pn)) =: P(Pn).

Dakle, skup svih idempotenata monoida P, mozemo generisati preko
skupa svih projekcija iz P,. Ovu osobinu ¢emo cesto koristiti, jer projekcije
u P, mozemo opisati na jednostavan nacin.

Lema 4.3. ( [8], Lema 4) Dijagram o € Py, je projekcija ako i samo ako je

oblika
o A | Cj
A4 C;
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Dokaz. Po definiciji unarne operacije *, znamo da je a € P, projekcija ako
i samo ako je o € E(P,,) i vazi

Bi[De | 7% 7| Alc

Odatle slijedi da je A; = B; zasvei € I, tedaje J = K iCj = Dj za sve
jeJ. O

4.1 Prebrojavanje idempotenata u P,

Za racunanja broja idempotenata ¢emo koristiti karakterizaciju idem-
potenata datu u Teoremi 4.1. Uvedimo prvo sljedeée oznake. Za 3 C P,
neka C(X) oznacava skup svih nesvodljivih idempotenata u ¥, i neka je
¢(¥) = |C(X2)]. Broj idempotenata u nekom podskupu 3 C P, ¢emo ozna-
Cavati sa e(X).

Podsjetimo se da je particija broja n € N k-torka pu = (mq,...,my)
prirodnih brojeva takvih da je mi > ... > myg imi+...+my = n. Oznaka
1 F n oznacavace da je p particija broja n. Za u F n, koristi¢emo i zapis
p= (1M .. nkn), gdje je u; = |{j € k: m; =i}|. Prema dogovoru, u = ()
je jedinstvena particija broja 0.

Za skup X particija je kolekcija A = {X; : i € I} po parovima disjunkt-
nih nepraznih podskupova X, ¢ija je unija jednaka skupu X. Particiju A
skupa X ¢emo oznacavati sa A F X. Neka je X konacan skup kardinalnosti
n. Pretpostavimo da je A = {X1,..., X;} F 7. Za i € 7 definiSimo skup

pi(z) =4{j € k: | X;| =i}
Tada je p(A) = (1A p#elA) particija broja n. Za p b n, p =

(1F2, ..., n#n), neka je () broj particija A skupa 7 takvih da je u(A) = p.
Tada je

ﬂm):(g‘).(";l) _,,.(n—qu) | <n—2m>
(e )

non—1 n—m+1l (n—m)n—pm-1)

11 1 2!
(n—pm—2)(n—pm—3)
21
(n—p1 —2p2+2)(n —py —2p2 + 1)
2!
(n —p1 —2pu2)(n — p1 —2p2 — 1)(n — 1 — 22 — 2)
)
n!

AT,
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Za dijagram « € P, ¢ije su Ker-klase Xi,..., X pisa¢emo pu(a) = u(A),
gdje je A ={X1,..., X}

Teorema 4.2. ( [5], Teorema 7) U dijagram monoidu Py, broj idempotenata

je jednak
iy [P

pbni=1 ’U’Z

Takode, vazi sljedeca rekurentna veza

zan > 1.

Dokaz. Fiksirajmo particiju p = (my,...,mg) = (1#1,...,n") broja n.
Odredi¢emo broj svih idempotentnih dijagrama « € P, za koje je u(a) = p.
Prvo odaberimo Ker-klase X1, ..., X}, tako da je | X;| = m; za sve i € k. To
mozemo uraditi na 7(up) nac¢ina. Prema Teoremi 4.1 znamo da se a moze
zapisati kao a = @le alx,, pri cemu su ax, € Px, nesvodljivi idempotenti.
Za 1 < i < k postoji ¢(Px,;) = ¢(Pm,) takvih elemenata. Prema tome,
postoji
c(Pm,;) - c(Pm,,) = c(P1)!* ... c(Pp)t

idempotenata « ¢ije su Ker-klase X1,..., X;. Time dobijamo trazenu for-
mulu

e(Pa) = " ()P ... c(Pa) —

puEn
n

Z HZ 1”2 Z' I’ 1;[16(731)1%

ukn

[T AP

pbni= 1“@

Za dokaz rekurentne veze, prvo primijetimo da je E(Py) = Py = {0}, odakle
slijedi e(Py) = 1. Neka je dalje n > 1 i m € mn. Prebroja¢emo idempotente
a € P, takve da je Ker-klasa « koja sadrzi 1 kardinalnosti m. Preostalih
m — 1 elemenata klase A mozemo izabrati na (;;__11) nacina. Restrikcija
ala je nesvodljiv idempotent iz P4, a takvih ima ¢(Pa) = ¢(Py,). Takode
znamo da je restrikcija ol 4 idempotent iz Py, a takvih postoji e(Pr—m)-
Odatle dobijamo rekurentnu formulu

Py =Y (;__Dc(m)e(mm)

m=1

za sve n > 1. O
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Ovim smo problem odredivanja broja idempotenata u monoidu P, sveli
na odredivanje broja nesvodljivih idempotenata u P,,, m € n. Iz Tvrdenja
4.1 znamo da je rang svakog nesvodljivog idempotenta jednak 0 ili 1. Za
Y. C P, uvedimo oznake ¢o(X) i ¢;1(X) za broj nesvodljivih idempotenata
ranga 0, odnosno ranga 1, sadrzanih u skupu 3. Ocigledno je ispunjeno
c(X) = ¢o(X) + c1(2). U sljedeéim tvrdenjima dacemo rekurente veze za
odredivanje ¢(kCp,), co(Ky) 1 c1(Ky).

Neka E(n) oznacava skup svih relacija ekvivalencije na skupu m. Za
o € E(n) neka je /o particija skupa @ odredena ekvivencijom 0. Zar,s € T
definisimo skupove

E(n,r)={e€ E(n): |nje| =r}
E(n,r,s) ={(e,n) € E(n,r) x E(n,s) :eVn=n X7},

i uvedimo oznaku e(n,r,s) = |E(n,r,s)|.

Tvrdenje 4.3. ( [5], Turdenje 18) Za sve n > 1 je ispunjeno

co(Pn) = Z e(n,r,s),c1(Pn) = Z rs-e(n,r,s),

r,8€EN T,8€EN

c(Pp) = Z (1+rs)e(n,r,s).

r,8€N

Dokaz. Neka su r,s € @, i neka je (e,n) € E(n,r,s). Odredimo broj nesvo-
dljivih idempotenata a € P, za koje je ker(a) = € i coker(ar) = 7. Prvo
pretpostavimo da je rang(a) = 0, tada je dijagram « jedinstveno odreden
svojim kernelom i kokernelom. Odatle slijedi da je co(Pn) = >, seme(n, 7, 8).
Pretpostavimo dalje da je rang(a) = 1, tada je dijagram « odreden
sa ker(a) = € i coker(a) = 7, te po jednom klasom relacija € i n, ¢ija
unija ¢ini jedinstven transverzalni blok. Postoji rs takvih dijagrama, pa je
c1(Pn) = X, sen s - €(n, 7, 8). Sabiranjem izvedenih rezultata dobijamo

c(Pp) = Z (1 +rs)e(n,r,s).

r,s€EN
O

U narednom tvrdenju ¢emo dati rekurentne formule za racunanje e(n, r, s).
Prije navodenja tih rezultata podsjetimo se definicije Stirlingovih brojeva
druge vrste. Neka je X skup kardinalnosti n € N, i £k € m. Sa S(n,k)
oznac¢avamo broj nacina da podijelimo skup X u k medusobno disjunktnih
nepraznih skupova. Primijetimo da vazi S(n,r) = |E(n,r)]|.
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Tvrdenje 4.4. ( [5], Tvrdenje 15) Niz brojeva e(n,r,s) = |E(n,r,s)| zado-
voljava rekurentnu vezu

e(”? ]" S) = S( 78 )
e(n,r,s)=s-e(n—1,r—1,s)+r-e(ln—1,r,s—1)+rs-e(n—1,r,s)+
n—2 n—2 r—1s—1

( ZZ(a(s—b)+b(r—a))e(m,a,b)e(n—m—1,7“—a,s—b)
m=1 \ M ) a=1p=1

za sver,s > 2.

Dokaz. Neka je r = 1, tada je E(n,r) = E(n,1) = {e € E(n) : [n/e| =
1} = {m x m}, paje |[E(n,1,s)| = |(E(n,s)] = S(n,s). Analogno dobijamo
da je e(n,r,1) = S(n,r). Pretpostavimo dalje da je r,s > 2. U nastavku
dokaza oznacavacemo sa €;; € E(n) relaciju ekvivalencije AU {(4, j), (4,7)}.
Primijetimo da ako je € € E(n,r) tada eVe;; ima bar r—1 klasa ekvivalencije.
Neka je (e,m) € E(n,r,s). Posmatra¢emo nekoliko slucajeva.

(i) Pretpostavimo prvo da je {n} jedna klasa relacije e. DefiniSimo

€=enn—Ixn—-1)in=npN(n—1xn-1),

tada je € € E(n — 1,7 —1). Ako pretpostavimo da je {n} jedna n-klasa,
tada je {n} i klasa relacije € V 7, sto je nemoguée posto je e V1 = To X 7.
Slijedi da je ' € E(n — 1, s).

Dokaza¢emo da je € V' = n—1 x n— 1. Pretpostavimo suprotno,
da ¢ vV ima k > 2 klasa ekivalencije. Definisimo 7" € E(n) takvu da je
n/n" =n—1/9U{{n}}. Onda eVn” ima k+1 klasu ekvivalencije. Medutim,
n=n"V €n za neko i € n — 1, odakle slijedi da e V1 = (e V7n") V €, ima
bar k£ 4+ 1 —1 =k > 2 klasa ekvivalencije, sto je kontradikcija sa pocetnom
pretpostavkom. Dakle eVr =n —1xn — 1, tojest (¢,1) € E(n—1,r—1,s5).
Od ovog para mozemo dobiti par (e,n) € E(n,r, s) tako $to relaciji € dodamo
klasu {n}, a relaciji ' dodamo n u neku njenu postojeéu klasu. To mozemo
izr§iti na s nacina, pa slijedi da postoji s-e(n — 1,7 — 1, s) ovakvih parova
(e,m).

(ii) Ako pretpostavimo da je {n} jedna klasa ekvivalencije 1, analogno
kao u prvom slucaju dobijamo da postoji r - e(n — 1,7, s — 1) takvih parova
(e,m) € E(n,r,s).

(iii) Sada pretpostavimo da {n} nije ni e-klasa ni n-klasa. Neka je kao
u prvom slucaju

d=enn—Ixn—-1)ing=npNn(n—1xn-1).
Prvo pretpostavimo da je € V' =n—1 x n — 1. Tada se od para ekviva-

lencija (¢/,1) € E(n—1,r,s) moZe konstruisati (¢,7) na rs nacina, $to znaci
da postoji rs - e(n — 1,7, s) ovakvih parova (e, 7).
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Dalje, pretpostavimo da €’ V7' ima k > 2 klasa ekvivalencije. DefiniSimo
relacije €, n"" € F(n) na sljedeéi nacin:

n/' =n—1/d U{{n}}in/n" =n—1/1 U{{n}}.

Pretpostavimo da je k > 3, tada ekvivalencija €’ V 7" ima k + 1 > 4 klasa
ekvivalencije. Takode vazi € = ¢’ V €y, i n =1n"V €, za neke i,j € n—1.
Odatle slijedi da evVnima k+1—1—1=Fk —1 > 2 klase ekvivalencije, sto
je nemoguce. Dakle, k = 2. Neka je B; klasa ekvivalencije ¢ V7' koja sadrzi
1, a By druga njena klasa. Tada vazi 1 < |By],|Ba| < n — 2, pa se B; moze
izabrati na Y72 (" %) nacina.

Definisimo sada ekvivalencije ¢; = (B; x B;)Nein; = (B; x B;)Nn,i=1,2.
Ako je a = |Bi/e1] i b = |By/ml, tadaje 1 <a <r—1il1l < b <
s — 1. Prema tome, postoji e(m,a,b) - e(n —m — 1,r — a,s — b) takvih
parova ((€1,m1), (€2,m2)). Od para (¢,7') mozemo konstruisati par (e,n)
dodavanjem n u neki od postojeéih blokova B; i By. Da bismo osigurali
uslov € V1 =71 x @, ako dodamo n u blok B; ekvivalencije € tada moramo
dodati n u blok By ekvivalencije 1/, i obratno. To moZemo uraditi na

a-(s—b)+(r—a)-b

nacina. Dakle, postoji ukupno

n—2 r—1s—1
Z( )ZZ (s —b)+b(r—a))e(m,a,ble(n—m—1,r —a,s —b)
b=1

m=1 a=1

takvih parova (e,7). Sabiranjem vrijednosti dobijenih za slucajeve (i)-(iii)
dobijamo trazenu formulu. O

Poslednja tri tvrdenja nam daju rekurentni algoritam za ra¢unanje broja
idempotenata u monoidu P,,. Zbog slozenosti algoritma, za ove operacije je
neophodna pomo¢ racunara. U [5] su izmedu ostalog navedene vrijednosti
co(Pr), c1(Pn), c(Pn) te e(Py) za 1 < n < 10. U istom radu su izvedene
rekurentne formule za odredivanje broja idempotenata e(D,.(P,)) monoida
P, ranga jednakog r € {0,1,...,n}. Za potrebe poglavlja 6 navodimo u
Tabeli 1 broj idempotenata ranga n — 1 u monoidu P,,, za 1 < n < 10. Broj
idempotenata ranga manjeg od n — 1 raste dosta brze sa rastom n, pa i niz
e(Py) veoma brzo raste.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
e(Dp_1(Py)) |1 7 18 34 55 81 112 148 189 235

Tabela 1: Broj idempotenata ranga n — 1 u monoidu P,.
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5 Singularni dio dijagram monoida

Vidjeli smo u Tvrdenju 3.2 da je skup {a € P, : rang(a) < n —1} =
Pn \ Sp ideal u P,,. U ovome poglavlju ¢emo predstaviti dvije prezentacije
ovog ideala, te pokazati njegovu vezu sa polugrupom (FE(P,,)), generisanim
skupom svih idempotenata iz P,. Naves¢emo dvije prezentacije polugrupe
Ppn \ Sn, od kojih jedna sadrzi minimalan broj generatora, te ¢emo izvesti
formulu za rang ove polugrupe. Rezultati koje ¢emo ovdje predstaviti su
kombinacija rezultata dobijenih u radovima [7] i [8].

Prvo navedimo sljede¢u jednostavnu posljedicu Tvrdenja 3.3.

Posljedica 5.1. ( [7], Posljedica 2) Neka je o € Pp \ S, Tada postoje
jedinstveni 8 € Ly, v € L, \ Sp © § € R, takvi da je a = 9, dom(y) C
codom() ¢ codom(y) C dom(d).

Dokaz. Iz Tvrdenja 3.3 znamo da postoje jedinstveni 5 € L,, v € I, i
0 € R, takvi da je ispunjeno o = 579, te

dom(y) € codom(f3) i codom(vy) C dom(d). (12)
Pretpostavimo suprotno, da je v € S, tada je
n = dom(y) = codom(7).

Iz uslova (12) slijedi da je dom(d) = n = codom(f), pa mora biti 5 € S, i
0 € S,. Medutim, odatle dobijamo da je a = 8vd € S, $to je kontradikcija
sa pocCetnom pretpostavkom. O]

Ovu faktorizaciju polugrupe P, \ S, mozemo iskoristiti za konstrukciju
jedne njene prezentacije, spajajuéi poznate prezentacije polugrupa L,, R, i
T\ Sn.

Za 1 < i < n definisimo dijagrame l;,r; € Z,, \ S,, sa

T Y 1
li= xly—1|n ’
Yy 1<e<ii<y<n
—1
r Yy L 1<z<i,i<y<n

Lako je uociti da je r; = IJ za sve 1 < i < n. DefinisSimo dalje za
1 <1< n—2dijagram t; = s;e,. Blok zapis ovog dijagrama je sljedeéi

l zli—1,i|n ]
t; = 1 .
Tyt ARG zen\{i—1,i,n}
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U monoidu T su na primjer Iy = 1177 0m =111\ dok je
ts=]X11.

Uvedimo sljedeé¢e oznake za skupove generatora L = {l; : 1 < i < n},
R={r;:1<i<n}iT={t;:1<i<n-—2}. U]J[ll] je pokazano da skup
L UT U R generise polugrupu Z,, \ S,. U istom radu je data i odgovarajuca
prezentacija polugrupe Z,\S,,. 1z Posljedice 5.1 onda direktno slijedi sljedece
tvrdenje.

Tvrdenje 5.1. Singularni dio Py, \ S, dijagram monoida P, je generisan
skupom
U1 =AULUTURUP.

Generatorni skup ¥y sadrzi 2(3) +2n+ (n—2) = n?+n—2 generatora, §to
ga ne ¢ini minimalnim generatornim skupom. Naime, u [7] je pokazano da
je rang(P, \ Sp) = (";1), te je data jedna prezentacija koja koristi upravo
minimalan broj generatora. Naveséemo pomenuti minimalni generatorni
skup, i dokazati tvrdenje o rangu Py, \ Sp.

Za 1 < i < n definiSemo dijagram ¢; = [;7;, aza 1 < i < j < n definiSemo
dijagram m;; = A;;pi;. MnoZenjem dobijamo da se navedeni dijagrami mogu
zapisati u sljede¢em obliku:

=[] e[
T Ljeniy

Primijetimo da su to upravo dijagrami ¢; i m;; definisani u poglavlju 3, zbog

cega i koristimo istu notaciju. Lako vidimo da su dijagrami ¢; i m;; projekcije.
L]

Dijagrami e; = I . I I I I imgs = I I m I su primjeri ovakvih elemenata

iz Pg.

i\j ]
Y L en\{i g}

Tvrdenje 5.2. ( [7] Propozicija 16) Polugrupa P, \S,, je generisana skupom
\If:{qlglgn}U{TFU1§Z<j§n}

Dokaz. Kako su dijagrami €; i m;; definisani preko dijagrama iz L, R, Ai P,
polugrupa generisana skupom ¥ je sadrzana u P, \ S,. Dovoljno je onda
pokazati da se svi generatori iz ¥; mogu napisati kao proizvodi elemenata
iz W. Ocigledno je l,, = €,. Primijetimo da je l; = €m;iy1li+1, za sve
1 <i < n—1, sto lako provjeravamo direktnim mnozenjem. Odatle slijedi
da je za sve 1 < ¢ < n — 1 ispunjeno

li = €miiv1liv1 = €M it1€6i1Tit1i+2lit2 =

= s =T+ 1641+ 1,i42 - - - €n—1Tn—1n€n,
pa je l; € (¥) za sve 1 < i < n. Kako je r; = [}, a ¢ 1 m; su projekcije,
slijedi da je r; € (¥) za sve 1 < i < n. Direktnom provjerom mnozenjem
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dobijamo i da je

Aij = Tijlj,
pij = TiTij,

t, = ErTrn€rTrr4+1€r4+1Tr+1,n€n,
odakle konacno slijedi da je P, \ S, = (¥). O

Ovime smo pokazali da je polugrupa P, \ S, idempotentno generisana,
te da je idrang(P, \ Sn) < (";1)

Teorema 5.1. ( [7], Teorema 19) Polugrupa Py, \ Sy, je idempotento gene-
risana 1 vazi jednakost

rang(Py \ Sp) = idrang(P \ Sp) = (” s 1).

Dokaz. Znamo da je rang(P, \ S,) < idrang(P, \ S,) < ("4'). Neka je I
proizvoljan generatorni skup P, \ S,. Pokaza¢emo da I' sadrzi bar (”;1)
elemenata. Za 1 < ¢ < n, neka je ¢, = ¥ ...7, zapis elementa ¢; kao
proizvoda generatora i,...,7; iz I', pri ¢emu je k£ minimalno. Znamo da
vazi

n\ {i} = dom(e;) = dom(vy ...7v) C dom(71),

pa je dom(7y;) = n ili dom(vy;) = n \ {i}. S druge strane, znamo i da vazi
A = ker(e;) = ker(yy ... v) 2 ker(y1),

odakle slijedi A = ker(v1). Prema tome, ne moze biti dom(v;) = n jer je
v € Pn \ Sn, pa je dom(v1) = n \ {i}. Dakle, u I' postoji bar n razli¢itih
dijagrama, ¢iji je domen pravi podskup skupa 7.

Neka je sada m;; = m1...m jedan zapis m;; kao proizvoda generatora
N, ...,m iz I'. Tada vazi

n = dom(m;;) = dom(n; ... m) € dom(m),
odakle slijedi dom(n;) = n. Takode vazi
AUA{(E,)(),0)} = ker(miy) = ker(n1 ... m) 2 ker(m),
pa jeili ker(n;) = Aili ker(n) = AU{(7,7)(4,7)}. Poston ¢ S, slijedi da je

ker(m) = AU{(4,7)(j,7)}. Time smo pokazali da I" sadrzi bar (}) razlicitih

dijagrama, ¢iji je domen jednak n. Dakle, T' sadrzi bar n + (3) = ("JQFI)

dijagrama, odakle slijedi tvrdenje. O
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Iz pokazanog tvrdenja slijedi da je polugrupa P, \ S,, sadrzana u E(P,,),
polugrupi generisanoj skupom svih idempotenata u P,,. Za ove dvije polu-
grupe vazi i vise, naime E(P,) = (P, \ S,) U {1}. Da bi smo pokazali ovu
jednakost, potrebne su nam dodatne osobine elemenata polugrupe E(P,,).

Neka je a € E(Z,), i neka je A = dom(a), B = codom(«). Kako je

|A| = |B| = rang(a) = rang(a®) = | codom(e) N dom(a)| = |A N B

slijedi da je A = B. Dalje, za sve y € B = A postoji x € A tako da
je a(z) = y, odakle slijedi da je a(y) = a?(y) = a(x) = y. Dakle, a je
parcijalna bijekcija id 4. S druge strane, oc¢igledno su sve parcijalne bijekcije
oblika id4, A C n idempotenti, pa je

E(T,) = {ids : A C 7.

Neka je A proizvoljna particija skupa n, tada definiSemo id4 € Z; kao iden-
ticko preslikavanje skupa A. Sliéno kao u gornjem dokazu, lako dobijamo
da je

E(Z}) = {ida : AF n}.

Posmatrajmo sada idempotente polugrupe transformacija 7,. Znamo
da je preslikavanje o € 7T, idempotent ako i samo ako je a/in(,) identicko
preslikavanje skupa im(a). Neka je a € E(T,), i neka je B = codom(a).
Oznacimo sa Ay ker-klasu dijagrama « koja sadrzi element b € B. Posto je
a(b) = b, slijedi da je a(x) = b za sve x € Ap. Prema tome, skup B je jedna
transverzala particije n/ker(«) i dijagram « mozemo zapisati u sljede¢em

obliku
l B ]
o = .
b | x ~
beB,xen\B

Za proizvolju particiju A skupa 72, i njenu transverzalu B oznac¢imo dijagram
gornjeg oblika sa €4 p. Lako vidimo da je svaki takav dijagram idempotent.
Prema tome, ispunjeno je

E(T,) = {ean : AE n, B je transverzala A}.

Kao i ranije, sa 7," oznacavamo sliku monoida 7, pri involuciji *. Tada je
ispunjeno
E(T,)) ={nB.a : AE n,B je transverzala A}.
gdje je np.4 = GZ’B.
Naveli smo karakterizacije idempotenata podmonoida Z,, i Z;, odnosno

Tn 1T, jer pomocu njih mozemo generisati sve ostale elemente polugrupe
E(Pr), sto pokazuje sljedec¢a lema.

Lema 5.1. ( [§], Turdenje 6) E(P,) = (E(I,) UE(ZL})) = (E(T.) UE(T,)).
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Dokaz. Neka je a € P(P,) proizvoljna projekcija. Iz Leme 4.3 znamo da je

« oblika
A | G ieljed

gdjesu A;,i € 11Cj,j € J ker(coker-klase dijagrama a. Definisimo particiju
A={A;:ieI}U{C;:j € J} skupa n, te skup B = dom(a) = U;c; 4.
Lako vidimo da vazi

a=idqidgida € (B(T,) U E(L)).

Kako je prema Tvrdenju 4.2 E(P,) = P(P,)?, iz pokazanog slijedi prvi
dio jednakosti jednakost. Za drugi dio jednakosti, primijetimo da je idp =
nB.A€ap 1ida = €apnp 4. Iz ovih jednakosti slijedi da je o € (E(7,) U
E(T7)), pa ponovo iz Tvrdenja 4.2 slijedi trazena jednakost. O

Koristec¢i ovo tvrdenje, dobijamo sljede¢u znacajnu osobinu polugrupe
E(Pn).

Tvrdenje 5.3. ( [8], Lema 7) S,, NE(P,) = {1}.

Dokaz. Neka jew € S,,NE(P,,), tada postoje p1,...,pr € E(Z,)UE(Z}) tako
da je m = p1 ... pg. Pretpostavimo da su py,..., pi takvi da je k najmanje
moguée. Iz osobina relacije kernel znamo da je

A = ker(m) = ker(py ... pr) 2 ker(p1),

odakle slijedi ker(p;) = A. Iz toga dalje dobijamo p; € E(Z,). S druge
strane, znamo da je

n = dom(mw) = dom(py ... px) € dom(p;),

odakle slijedi dom(p;) = n. Medutim, iz toga dobijamo da je p; € E(Z}), a
jedini element koji istovremeno pripada i E(Z,) i E(Z}) je 1. Prema tome,
p1=1. Akoje k > 1, tada vazi m = p1pa...px = 1p2...pr = p2...pk, Sto
je u kontradikciji sa izborom k. Dakle, mora biti k =117 = 1. O

Ranije smo vidjeli da je P, \ S, € E(P,), a iz poslednjeg tvrdenja slijedi
da je E(P,) C (P, \ Sn) U {1}, ¢ime je dokazana sljedeca teorema.

Teorema 5.2. ( [8], Teorema 9) E(Py) = (Pn \ Sn) U {1}.

Posljednji rezultat je analogan sljede¢em Hauvijevom rezultatu za polu-
grupu transformacija 7,.

Teorema 5.3. ( [25], Teorema 1) Neka je X konacan skup. Tada je ispu-
njeno E(Tx) = {1} U (Tx \ Sx).

75



Teoremu 5.2 mozemo dokazati i direktno, bez konstruisanja idempotent-
nog skupa generatora za polugrupu P, \ S,,. Dokaz koji ¢éemo navesti je dat
u [8] (dokaz Teoreme 9).

Dokaz. Neka je a € P, \ Sp, 1 neka je

Ao Aar L
Bi ... Bi[Di ... D

zapis « u obliku blokova. Neka je kao i prethodnim poglavljima id; =
idgy,. 43 Definisimo jos dijagrame

A Ao G
“_[ L i i+l . it €T
1 o Qi+l . itk .
72_[31 .. B/| Dy ... D ]ET”

Ocigledno je a = 11id; 2. Ako je ker(a) # A i coker(a) # A, tada je
71 € Tn\Snim €T\ S, Iz Teoreme 5.3 onda slijedi da je 1 € E(7,) i
7o € E(T,}), pa iz Leme 5.1 dobijamo o € E(P,,). U slucaju da je ker(a) # A
i coker(a) = A, onda je 5 € S,. Odatle slijedi da je 772 € T, \ S € E(Ty)
i 7'2_1 idjme € I, \ Sp, pa je a = 7'17'2(72_1 id; 7o) € E(P,). Analogno, iz
ker(a) = d i coker(a) # 9 slijedi da je o € E(P,,). Konacno, pretpostavimo
da je ker(a) = A = coker(w), tada je a € Z,, \ S,,. Mozemo onda zapisati «
kao
o = (T1 idi 7'1_1)(7'17'2),

pri ¢emu n = 11 id; Tfl € E(Z,)iT™=mnm €S, Ako je n = idy, tada je
ia=idy € E(Py). Inace, postoje x € n \ dom(n) i y € dom(n). Neka je
o € E(T,) tako da je

U(z):{ z akojez#uzx

Yy zaz=2a

Tada je n = no, i o1 € T, \ Sn C E(7,) pa je a = not € E(P,), ¢ime je
dokaz zavrsen. O

U ovom poglavlju smo vidjeli da je singularni dio monoida P,, idempo-
tentno generisan ideal. Stavise, vidjeli smo da je E(7,) najmanji monoid
koji sadrzi P, \ Sp,. Prema Tvrdenju 3.1 znamo da je P, \ S, upravo je-
dinstven maksimalni ideal u P,. U narednom poglavljima ¢emo odrediti
rang ostalih ideala u P,, kao i broj minimalnih generatornih skupova ideala

Pr\ Sp.
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6 Rang i generatorni skupovi ideala monoida P,

Koristeé¢i rezultate izvedene u prethodnim poglavljima, izra¢unac¢emo
opstu formulu za rang ideala dijagram monoida. Prvo se podsjetimo da
J-Kklase u P, ¢ine lanac Jo(Py) < J1(Pn) < ... < Jo(Pn), gdje je Jp(Pr) =
{a € P, : rang(a) = k}. Takode smo vidjeli da su svi ideali u P, oblika
Ix(Pn) = {a € P, : rang(a) < k}, za k = 0,1,...,n. U ovom pogla-
vlju éemo pratiti rezultate dobijene u radu [9], gdje su pored ranga ideala
dijagram monoida izvedene i rekurentne formule za odredivanje broja mini-
malnih idempotentnih generatornih skupova ideala P, \ S,.

6.1 Rang i idempotentni rang ideala monoida P,
Lema 6.1. ( /9], Lema 7.4) Za sve 0 <1 <mn —2 je ispunjeno

Jr(Prn) C (Jrs1(Prn)).

Dokaz. Neka je a € J.(Py), 1 pretpostavimo prvo da je « projekcija. Iz
Leme 4.3 slijedi da je « oblika

A | G ieljed

gdje je |I| = r = rang(a), |J| = k. Neka je bez umanjenja opstosti I = 7 i
J = k. Razmatrac¢emo dva slucaja.
Slucaj 1: Neka je k > 1. Definisimo dijagrame 3 i ~y

g | 4| G cj]
tr+l]z i€l,je[2,k],x€[r+2,n]

_ ) n | x
T 4o C

~

ie[:je [Z,k} »TE [T"”l:n* 1]

Ocigledno je rang(f) = rang(y) = r + 1. Lako uocavamo i da je o = (7,
odakle slijedi a € (Jp41(Pp))-
Slucaj 2: Neka je sada k = 0, onda je projekcija a oblika

gdje je |I| = r = rang(a). Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je
|A;| > 2, i posmatrajmo particiju skupa A, na dva neprazna skupa A, i A/.
Tada dijagram « mozemo zapisati kao proizvod 7, gdje su

o[t f
U i€[l,r—1],z€[r+3,n]

i
77

!/
A’V’
r




r,r+1
Ay

= [ i r+2 ’i]
= ) " .
AZ Ar 0 i€[l,r—1]),z€[r+3,n]
Ocigledno su dijagrami 8 i v ranga r + 1, pa je « € (J,4+1(Pp)).
Pokazali smo da je P(J.(Pn)) C (Jr4+1(Prn)). Iz dokaza Teoreme 2.7

znamo da odatle slijedi J,(Py) C (Jr+1(Pn)), pa je tvrdenje dokazano. [

U narednoj teoremi S(n, k) oznacava Stirlingov broj druge vrste. Sa B,
¢emo oznacavati n-ti Belov broj, odnosno broj svih razli¢itih particija skupa
od n elemenata.

Teorema 6.1. ( [9], Teorema 7.5) Za 0 < r < n —1 ideal I,(Py) u Py je
idempotentno generisan, a njegov rang je jednak

rang(1,(P,)) = idrang (L, (P)) = 3 S(n, ) <3> -y (;’) S(j,7)Bu_;.

; r ;
j=r j=r

Stavise, podskup A C I,.(P,) kardinalnosti rang(I.(P,,)), je generatorni skup
ideala I,(Py) ako i samo ako su ispunjena sljedeca tri uslova

(i) rang(a) =71 za sve a € A,
(ii) za sve a, f € A, a # 3, vazi ili ker(a) # ker(p) ili dom () # dom(5),

(1ii) za sve o, B € A, o # 3, vaZi ili coker(a) # coker(f) ili codom(ar) #
codom(f3).

Dokaz. 1z Leme 6.1 i Teoreme 2.7 slijedi da je I.(P,) = (J(Py)) idempo-
tentno generisana polugrupa, te da je

rang([r(Pn)) = idrang(Ir(Pn)) = Pnr

gdje je pn, broj razli¢itih R-klasa u J-klasi J,(Py). Znamo da su R-klase
u P, odredene domenom i kernelom. Da bismo odredili jednu R-klasu u
Jr(Py), prvo biramo j kernel klasa, za neko j € [r,n]. Time je jedinstveno
odredena jedna particija skupa 7 na j podskupova, Sto mozemo uciniti na
S(n, j) nacina. Zatim, od tih j kernel klasa, biramo k klasa koje ¢e sacinja-
vati transverzalne blokove, ¢ime odredujemo domen elemenata R-klase. To
moZemo uraditi na (i ) nac¢ina. Slijedi da je

R-klase sadrzane u J,.(P,) mozemo prebrojati i na sljede¢i nac¢in. Prvo oda-
berimo j elemenata iz n koji odreduju domen elemenata R-klase. Zatim
napravimo particiju tog skupa od j elemenata na r kernel klasa koje ulaze
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u transverzalne komponente, za Sto imamo S(j,7) moguénosti. Za preo-
stale kernel klase mozemo uzeti proizvoljnu particiju skupa preostalih n — j
elemenata, Sto mozemo uraditi na B;,_; nacina. Odatle dobijamo

Pnr = EH: (?) S(j, T)Bn—j-

j=r

Dalje, neka je A podskup ideala I,.(P,) kardinalnosti p,,. Prema Lemi
2.2 skup A generise ideal I, ako i samo ako generise glavni faktor J¥. Iz
Teoreme 2.4 znamo da je A generatorni skup kompletno O-proste polugrupe
J¥ ako i samo ako je A transverzala svih nenula R-, odnosno L-klasa u J,.
Prema Teoremi 3.1 to je upravo ekvivalentno sa sljede¢im uslovima:

(i) svi elementi A pripadaju J-klasi J,, odnosno rang svih elementa iz A
je upravo jednak r;

(ii) svaka dva razlic¢ita elementa «, 8 iz A pripadaju razlic¢itim R-klasama,
odnosno vazi ker(a) # ker(p) ili dom(ar) # dom(p);

(iii) svaka dva razli¢ita elementa «, § iz A pripadaju razli¢itim £-klasama,
odnosno vazi coker(a)) # coker(f) ili codom(a) # codom(f).

O]

U [9], Tabela 3 su navedene neke vrijednosti izrac¢unatih rangova ideala
monoida P, za 1 < n < 10. Tu mozemo vidjeti da vrijednosti ranga brzo
rastu, u skladu sa veli¢cinom polugrupe P, i njenih ideala. Primijetimo da
zar =n—1,iz 6.1 dobijamo da je rang ideala I,,_1 = P, \ S,, jednak

rang(I,) = idrang(I,) = S(n,n — 1) <n — 1) L S(n) <n i 1)

(e

Dobijeni rezultat se naravno poklapa sa rezultatom dobijenim u poglavlju 3
(Teorema 5.1). Za r = 0 imamo

rang(ly) = idrang(Ip) = Z S(n,j) = By.
=0

6.2 Minimalni idempotentni generatorni skupovi ideala I,,_;(P,)

Pored problema odredivanja (idempotentnog) ranga ideala dijagram mo-
noida, znacajano je pitanje i odredivanje broja minimalnih idempotentnih
generatornih skupova tih ideala. Teorema 2.8 nam govori da je skup svih
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minimalnih idempotentnih generatornih skupova glavnog faktora J; u uza-
jamno jednoznac¢noj korespondenciji sa skupom svih balansiranih podgrafova
grafa projekcija I'(J¥). Za razumijevanje strukture ovih grafova, neophodno
je da prvo eksplicitno opisemo skup idempotenata sadrzanih u J-klasi J,.

U [5] su pored rekurentnih formula za odredivanje broja idempotenata
dijagram monoida P,, izvedene i rekurentne formule za racunanje broja
idempotenata fiksiranog ranga. Tamo mozemo vidjeti (Tabela 8) te vrijed-
nosti za 1 < n < 10, gdje uo¢avamo da sa smanjenjem ranga, broj idempote-
nata brzo raste. Zbog toga ¢emo izloziti samo rezultate o broju minimalnih
idempotentnih generatornih skupova ideala I,,_1, koji su dobijeni u [9].

Prvo ¢emo opisati skup svih projekcija u J,—1(Py). U prethodnom po-
glavlju smo naveli jedan idempotentni generatorni skup ¥ ideala I,,—1(Py,),
gdje je

U={e:1<i<n}U{m;:1<i<j<n}

Pokazaéemo da pored gore navedenih, skup J,—1(P,) ne sadrzi viSe nijednu
projekciju.

Lema 6.2. ( [9], Lema 7.7) Skup projekcija u J—1(Py) je jednak
{ei:1<i<n}U{m;:1<i<j<n}

Dokaz. Neka je a € J,,—1(Py) projekcija, tada je a* = . Iz Leme 4.3 znamo

da je « sljedeceg oblika
Ai | G iel jeJ

Posto je rang(a) = n — 1, slijedi da je |I| =n — 1, dok je |J| = 1, pri ¢emu
su moguca dva sljedeca slucaja

Slucaj 1: Svi transverzalni blokovi dijagrama « su kardinalnosti 2, i
« ima dva netransverzalna bloka kardinalnosti 1. Prema tome, dijagram «

ima oblik
o [ j H |
T Ljen\(i)

za neko fiksirano ¢ € n, odnosno a = ¢;.

Slucaj 2: Dijagram « nema netransverzalnih blokova, te ima n—2 trans-
verzalnih blokova kardinalnosti 2, i jedan transverzalni blok kardinalnosti 4.
Tada je « sljedeceg oblika

el
k]
' Tken\pig)
za neke fiksirane ,j € n, odnosno a = 7;;. Prema tome, sve projekcije u
Jn—1(Py) pripadaju skupu V. O
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Iz Tvrdenja 4.2, te iz osobina J-klasa, slijedi da se svi idempotenti iz
Jn—1(Py) mogu napisati kao proizvod dvije projekcije iz J-klasa J,(Py,) i
Jn—1(Ppn). Medutim, jedina projekcija u J,,(P,) = S, je jediniéni element,
tako da samo trebamo odrediti sve proizvode od po dva elementa skupa W.
Direktnom provjerom svih sluc¢ajeva, dobijamo sljedeée rezultate mnozenja

I ako je i = j,
C ¢ Jn—l(Pn) inace 4 7&‘7

Bi; ako je k =1,
€L - 7Tij = ,Bji ako je k= j,
¢ Jp—1(P,) inace

Qi ako je k =1,
T5 €k = 77 ako je k= j,
¢ Jp—1(P,) inace

e — i akojei=kij=I,
GITRET ¢ g, 1 (Pn)  inade

gdje sa a;j, ajs, Bij, Bji, 1 <4 < j < n oznacavamo sljedece idempotente

oy = | @] ﬂ R p} ’
LTt 1T e gigy G I Laean(igy

Cal | L al i |
Bij = S ,Bji = . #] .
I REAL v I LEAL v
Na primjer, u P \ S¢ imamo idempotente agq = I I;I; I I, Qg0 =

I 1l =] L s =1 1] '

Ovime smo pokazali sljedece tvrdenje.

Tvrdenje 6.1. ( [9], Lema 7.7) Skup idempotenata u Jn—1(Pyp) je jednak

{e 1 1 < <n}U{mj, i, i, Bij, Bji}-

Prema tome, u J,_1(Py) postoji n+ (5) = % projekcija, te ukupno

n+5(,) = n6n=3) jdempotenata. Dakle, graf projekcija I'), = [(Jn-1(Py))

2
n(n+1) n(5n—3)
2 2

ima ¢vorova, te grana. Zbog kraceg zapisa, ¢vorove u I'),
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¢emo oznacavati sa i za €, 1 <1 < n, te ij za m;, 1 <@ < j < n. Svaka
grana u I[';, odreduje jedan idempotent na sljedeéi nacin:

(4,15) = Bij (4, i4) = Bji-

Da bismo odredili broj svih minimalnih idempotentnih generatorneih
skupova ideala I,,_1(P,), prema Teoremi 2.8, trebamo prebrojati sve ba-
lansirane podgrafe orijentisanog grafa I',,. Primijetimo da orijentisani graf
I';, mozemo konstruisati na sljede¢i nac¢in. U kompletnom grafu K,,, svaku
granu {7, j} zamijenimo orijentisanim grafom prikazanim na Slici 3.

N0 S—0) 02

Slika 3: Graf koji zamjenjuje granu {i,j}.

Ubuduée u oznaci ¢vora ij ne¢emo podrazumijevati da je ¢ < j. Na Slici
4 je predstavljen graf projekcija I'y, za n = 3.

et

Slika 4: Graf projekcija I's.

Oznacimo sa G, skup svih balansiranih podgrafova orijentisanog grafa
I'. Neka je G € G, tada je, kao Sto smo vidjeli ranije, graf G disjunktna
unija ciklusa. Poznavajuéi strukturu grafa I',, zakljucujemo da ti ciklusi
mogu biti jednog od 4 oblika:

(1) (il,ilig,ig, igig, .. .ik, ikil,il), gdje je k Z 3i il, e ik su medusobno
razliciti;

(2) (ij,14);
(3) (29);



(4) (z,i5,4).

U grafu G3 postoje samo dva balansirana podgrafa koji sadrze cikluse
oblika (1). To su upravo ciklusi (1,12,2,23,3,31,1) i (1,13,3,32,21,1).
Preostali balansirani podgrafovi se sastoje od ciklusa oblika (2),(3) i (4),
pa ih mozemo podijeliti u 4 tipa, odnosno balansirane podgrafove koji se
sastoje od

(ii) tri ciklusa tipa (4);

(iii) dva ciklusa tipa (4), te po jednog ciklusa tipa (2) i (3);
(iv) jednog ciklusa tipa (4), te po 2 ciklusa tipa (2) i (3);
(v) po 3 ciklusa tipa (2) i (3).

Postoji ta¢no jedan baalansiran podgraf tipa (v), kome odgovara minimalni
generatorni skup W. Na Slici 5, se nalazi po jedan predstavnik tipova (ii) i
(iii), dok su na Slici 6 predstavnici tipova (i) i (iv).

Q=0 O==ORNO=
o) O ONNO=

Slika 5: Balansiran podgraf tipa (ii) (lijevo) i (iii) (desno).

?”\@”\@@::@@a
& @ <® Om

Slika 6: Balansiran podgraf tipa (i) (lijevo) i (iv) (desno).

Pokazacemo da je proizvoljan graf G € G, jedinstveno odreden parom
preslikavanja (g, 7¢), koja definiSemo na sljedeéi na¢in. Za G € G,, ozna-
¢imo sa Ag skup svih ¢vorova iz V(I'),) koji se nalaze u ciklusima oblika
(1). Primijetimo da je |Ag| = 0 ili |Ag| € [3,n]. DefiniSemo sada permuta-
ciju mg : Ag = Ag, takvu da njena dekompozicija na cikluse sadrzi ciklus
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(i1,12,...,1k), k > 2 za svaki odgovarajudi ciklus tog tipa u G. Zbog defini-
cije skupa Ag ova permutacija je dobro definisana, te ne sadrzi fiksne tacke
ni cikluse duzine 2.

Zatim definiSimo preslikavanje 7¢ : n\ Ag — 71 sa

rali) = i ako G sadrzi ciklus (4,1),
G\ j  ako G sadrii ciklus (i, 7, i).

Primijetimo da preslikavanje 75 takode ne sadrzi cikluse duzine 2. Naime,
ako pretpostavimo da postoje i, j € n\ Ag takvi da je 7¢(i) = j i 7¢(j) = 1,
tada GG sadrzi podgraf prikazan na slici 6.2.

Slika 7: Nemogu¢ podgraf u G € G,.

Medutim, to se kosi sa pretpostavkom da je podgraf G balansiran. Dakle,
podgraf G € G, odreduje jedinstveno par preslikavanja (7g,7g). Pokaza-
¢emo da vazi i obratno, to jest da par preslikavanja (7, 7) za koji vazi

(A) 7 je permutacija nekog podskupa A C n koja nema fiksnih tacaka ni
2-ciklusa,

(B) 7:n\ A — n je preslikavanje koje nema 2-ciklusa,

jedinstveno odreduje balansiran podgraf orijentisanog grafa I',,. Ovakvom
paru preslikavanja (7, 7) dodjeljujemo orijentisan graf G na skupu ¢vorova
V(T},) na sljedeéi nac¢in. Za svaki ciklus (iy,1is9,...,1x) iz ciklusne dekompo-
zicije permutacije m, graf G sadrzi ciklus (1,149, 12, ..., iki1,41). Dalje, za
sve i € n \ A graf G sadrzi ciklus

{ (i, 1) ako je (i)

=4,
(i,i7,1) ako je m(i) = j.

Ocigledno je ovime jedinstveno odreden jedan graf G iz G,. Za0 < k <mn
definisimo sljedeé¢e skupove preslikavanja

A = {m € Sk : m nema 2 — ciklusa ni fiksnih tacaka},

Bur = {7 :k — 7 : 7 nema 2 — ciklusa},

te nizove ar = |Ag| i bur = |Bnk|- Za proizvoljan podskup B C n kar-
dinalnosti I, skup {7 : B — 7 : 7 nema 2 — ciklusa} je kardinalnosti b,;.
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E |0
1

3 4 5 6 7 8 9 10
ag 2 6

24 160 1140 8088 80864 809856

1 2
0 0

Tabela 2: Vrijednosti niza a,, za 0 < n < 10.

Prema tome, za podskup A C n, |A| = k, postoji tacno agb, ,—i parova
preslikavanja (7, 7) koja zadovoljavaju uslove (A) i (B). Odatle slijedi da je

|gﬂ| = Zn: (Z) akbn,n—k (13)

k=0

Niz {ag }ren, je niz A038205 u [1], gdje je dat rekurentnom formulom

k
k—1
ag = 1,&1 = a2 :0,0,3 :2,ak :Z (,_1>(i—1)!ak_1,
=3

dok se niz {bpi }nen ken ne nalazi u [1]. Pokaza¢emo jo$ jednu rekurentnu
formulu za niz ay, koja se lako izvodi iz njegove gornje definicije.

Lema 6.3. ([9], Lema 7.10) Niz {a}ren, zadovoljava sljedecu rekurentnu
vezu
ap =1,a1 = ag = 0,a; = kag, + k(k — 1)ag—2, za k > 2.

Dokaz. Ocigledno vazi ag = 1, te a1 = ag = 0. Neka je onda & > 2 i
m € Agy1. Tada se k+ 1 nalazi u nekom ciklusu duzine [ > 3. Ako je [ = 3,
preostala dva elementa tog ciklusa mozemo izabrati na (g) nacina, pri ¢emu
ta tri elementa odreduju jedan od dva ciklusa. Slijedi da postoji

2. <I;> ak—o9 = k(k —1)ag_o

elemenata Ajyq1 takvog oblika. Ako je [ > 4, tada izbacivanjem k + 1 iz
odgovarajuéeg ciklusa dobijamo permutaciju 7’ € Ag. S druge strane, od
permutacije 7’ € A mozemo dobiti permutaciju € Ay na k nacina. Odatle
slijedi da je
ak+1 = k(k — Dag_o + kay.
O

Vrijednosti niza ap za 0 < k < 7 su date u Tabeli 2. Vrijednosti niza za
k > 7, kao i ostale osobine niza se mogu naéi u [1].
Zal<r<s<k,0<k<n definiSimo skup

Chi(r,s) ={7: k—n: (r,s) je 2 — ciklus u 7}.
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Tada skup B,; mozemo izraziti preko skupova Ck(r, s) na sljedeéi nacin
Buk = ﬁk \ ( U Chk (T, S)) (14)
1<r<s<k
Koristeéi gornju jednakost izves¢emo sljedeé¢u rekurentnu formulu za niz b,,.

Lema 6.4. ( [9], Lema 7.11) Za sve 0 < k < n vazi rekurentna formula

TR |
bk = > _(—1)’ <21> (20 — 1)Ink=2

i=0
gdje uzimamo da je (—1)!1 = 1.

Dokaz. Neka je 1 < i < LgJ, ineka jel <r; <s; <k, zaj=1,...,i
Pretpostavimo da su ciklusi (71, 1), - . ., (73, $;) po parovima medusobno dis-

junktni. Tada je
|Cie(r1,51) N ... N Cr(ri, 83)| = n*=2,

posto preostalih k£ — 2¢ elemenata mozemo rasporediti na proizvoljan nacin.
1z formule ukljucenja-iskljucenja onda slijedi da je

J
U Culr,s) = (—1)i+1<2k;>(22~_1)”nk2i’

1<r<s<k =1

,_
NI

posto postoji (le) (2i — 1)!! nacina da izaberemo i disjunktnih ciklusa iz k. Iz

jednakosti (14) kona¢no dobijamo da je

\.EJ
2 . k .
k i+ . k—21
bpk =n" — E (—1)¢+t <2z> (20 — 1)!InF=20 =

O]

U [9], Tabela 5, su navedene vrijednosti niza b, za 0 < n < 10. U Tabeli
3 smo naveli te izracunate vrijednosti.

Iz Lema 6.3 i 6.4 slijedi da je niz |G, |, dat rekurentnom formulom (13)
u potpunosti odreden, te smo time dokazali narednu teoremu.

Teorema 6.2. ( [9], Teorema 7.13) Broj minimalnih idempotentnih gene-
ratornih skupova ideala I,—1 = Py \ Sy je jednak

n
|gn| = Z akbn,nfka
k=0
gdje su ay, i by nizovi dati rekurentnim vezama u Lemama 6.3 1 6.4.
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n/k|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1

1 1 1

2 1 2 3

3 1 3 8 18

4 1 4 15 52 163

5 1 5 24 110 478 1950

6 1 6 35 198 1083 5706 28821

7 1 7 48 322 2110 13482 83824 505876

8 1 8 63 483 3715 27768 203569 1461944 10270569

9 1 9 80 702 6078 51894 436656 3618540 29510268 236644092

Tabela 3: Vrijednosti niza b, za 0 <n < 9.

Primjer 6.1. Posmatrajmo opet balansirane podgrafove grafa projekcija
I's. Neka je G € G, odredimo odgovarajuéi par transformacija (7¢g, 7).
Opet ¢emo posmatrati pet razlic¢itih slucajeva, odnosno tipova:

Slucaj 1: Podgraf G je jedan od ciklusa

(1,12,2,23,3,13,1) ili (1,13,3,23,2,12,1).

Tada je Ag = {1,2,3}, a mg je permutacija (123), odnosno permutacija
(132). Kako je 3\ A = 0, vaZi 7¢ = (. Posto je ovo jedini tip podgrafova
koji sadrzi cikluse tipa (1), slijedi da je u svim ostalim sluc¢ajevima Ag = ()
img =0, dok je 7¢ : 3 — 3.

Sluéaj 2: Podgraf G se sastoji od tri ciklusa oblika (i,ij,j), pa trans-
formacija 7 nema fiksnih tacaka (ni 2-ciklusa). Dakle, 7¢ = (1,2,3) ili
e = (1,3,2).

Slucaj 3: Posto se podgraf G sastoji od dva ciklusa oblika (i,ij,7), te
po jednog ciklusa oblika (i,4) i (ij,7j), transformacija 7 ima jednu fiksnu
tacku, i nema 2-ciklusa. Postoji tacno 9 takvih transformacija.

Slucaj 4: Kada se podgraf G sastoji od jednog ciklusa oblika (i,i7, j),
te po dva ciklusa oblika (i,4) i (ij,4j), transformacija 7¢ ima dvije fiksne
tacke. Postoji tacno 6 takvih transformacija.

Slucaj 5: Ve¢ ranije smo vidjeli da postoji samo jedan podgraf G tipa
(v), njemu odgovara tranformacija 7 koja ima tri fiksne tacke, odnosno
Tq = ids.

Sabiranjem gore dobijenih rezultata imamo |G3| =2+2+9+6+1 = 20.
S druge strane, uvrstavanjem u formulu iz poslednje teoreme dobijamo

’g3| = agb33 + aibs 2 +axbz1 +agbzo=1-184+0+0+2-1=20.
U Tabeli 4 dajemo jos neke izra¢unate vrijednosti ( [9], Tabela 6) broja

minimalnih idempotentnih generatornih skupova ideala I,,—1(Py,).
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n [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Gl |1 1 3 20 201 2604 40915 754368 15960945 381141008

Tabela 4: Broj minimalnih idempotentnih generatornih skupova polugrupe
Pn\Sn,za0<n<09.

7 Brauerov monoid

Definisali smo Brauerov monoid B, kao podmonoid P, koji se sastoji
od dijagrama ¢iji su svi blokovi veliéine 2. Medutim, Brauerov monoid je
dosta stariji pojam od dijagram monoida, prvi put uveden u radu R. Brauera
( [2]), u cilju izu¢avanja teorije reprezentacija nekih klasa grupa. Brauerove
polugrupe predstavljaju bazu Brauerovih algebri, koje su znacajan predmet
izucavanja u teoriji reprezentacija.

Jednako zanimljiv predmet izucavanja je struktura Brauerovih monoida,
te njihove kombinatorne osobine. Osnovne osobine Brauerovog i parcijalnog
Brauerovog monoida su detaljno izu¢avane u [36]. Daljni razvoj istrazivanja
ovih polugrupa mozemo pratiti u radovima [36], [33], [29] i [31]. U ovom
poglavlju naveséemo osnovne osobine izvedene u [36] i [31], a zatim ¢emo
se posvetiti kombinatornim osobinama Brauerovog monoida koje se mogu
izvesti iz dobijenih rezultata za dijagram monoide. Specijalno, naves¢emo
karakterizaciju i prebrojavanje idempotenata Brauerovog monoida izvedenu
u [5], te primijeniti rezultate poglavlja 2 na ra¢unanje ranga ideala monoida
B,,, opet prateéi rad [9].

7.1 Osnovne osobine

Nije tesko vidjeti da Brauerov monoid B,, sadrzi ta¢no (2n — 1)!! eleme-
nata - to je upravo broj particija skupa n U7’ u blokove veli¢ine 2. Zaista,
mozemo podijeliti skup 7 U7’ u dvoclane podskupove na

£ 0

nacina. Pri tome, redoslijed odabira skupova nije bitan za odredivanje di-
jagrama iz By, pa imamo n! ponavljanja u gornjem prebrojavanju. Odatle
dobijamo

Bl = 20N g 1y

n!.2n

Neka je a proizvoljan dijagram iz B,. Tada je blok zapis dijagrama «

oblika
Bi | Dy ieljedkeK
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gdje je |A;| = |Bi| =1zasvei€ I, i|Cj|=|Dy|=2zasvejeJ, kelkK.
Pri tome mora biti ispunjeno i |J| = |K]|, te |I| = n — 2|J|. Prema tome,
rang elemenata iz B, uzima samo vrijednosti iz skupa

{n,n—2,n—4,...,n0}

gdje je ng = 0 ako je n parno, odnosno ng = 1 ako je n neparno. Elementi
Brauerovog monoida ranga n su upravo jedini invertiblini elemenati monoida
By. Grupa invertibilnih elementa B, je izomorfna simetri¢noj grupo S,.
Jedinica monoida B, je upravo identicko preslikavanje id,, = 1p, .

Za dijagrame iz Brauerovog monoida ¢emo takode posmatrati skupove
domen i kodomen, te relacije kernel i kokernel. Neka je a € B,, proizvoljno.
Primijetimo prvo da su klase ekvivlencije relacija ker(a) i coker(a) jedno-
¢lane ili dvoclane. Pri tome jednoélane klase ekvivalencije ker(«) i coker(a)
odreduju upravo skupove dom(«) i codom(«) redom, odnosno

dom(a) = {i € n : {i} je klasa ekvivalencije ker(a)}

codom(a) = {i € n: {i} je klasa ekvivalencije coker(a)}

Takode vazi |dom(a)| = |codom(«)| = rang(«). Dakle, domen i kodomen
dijagrama « € B, su u potpunosti odredeni kernelom i kokernelom. Me-
dutim, dijagram « nije jedinstveno odreden svojim kernelom i kokernelom.
Naime, u B,, postoji postoji tacno r! razli¢itih dijagrama koji imaju isti kernel
i kokernel kao «, gdje je r = rang(«) = |dom(«)|. Za « € B,, transverzalni
dijelovi UT'(cv) i DT () pridruzenih uzoraka su diskretni grafovi (nemaju
¢vorova). U netransverzalnim dijelovima UN(«) i DN («) svaka kompo-
nenta je kardinalnosti 2. Pri tome, u grafu G(«) postoji jednak broj crvenih
i plavih grana. Na primjer, za dijagram o = g Ije Ga) =¢swe e»e

Lako vidimo da je monoid B, zatvoren u odnosu na involuciju * na
monoidu P,,, odnosno da je (B,, -, *) *-regularna polugrupa. Iz Teoreme 1.16
slijedi da su Grinove relacije R, £ i H na polugrupi B,, upravo restrikcije
odgovorajuéih relacija na Py,. Sljedeéi rezultat mozemo naéi u [36] (Teorema
7) i [13] (Posljedica 3.2).

Tvrdenje 7.1. Neka su «, 8 € By, tada je
(i) aRB ako i samo ako je ker(a)) = ker(8);
(i) aLB ako i samo ako je coker(a) = coker(f);
(iii) aDf ako i samo ako je rang(a) = rang(5);
(iv) J =D;
(v) B € BhaB, ako i samo ako je rang(f) < rang(«);

(vi) aH B ako i samo ako je ker(a) = ker(f3) i coker(a) = coker(f3).
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Dokaz. (i) Iz Tvrdenja 3.1 slijedi da je aRf ako i samo ako je ker(a) =
ker() i dom(a) = dom(f). Kako je domen Brauerovog dijagrama jedin-
stveno odreden njegovim kernelom, slijedi da je aRf ako i samo ako je
ker(a) = ker ().

(ii) Analogno dokazu (i).

(iii) Ako je aDf, tada je aRy i 7L za neko v € B,. Iz (i) i (ii)
slijedi da je ker(a) = ker(y) i coker(y) = coker(5). Odatle dalje slijedi da
je rang(a) = rang(y) = rang(f). Dalje, neka su «, 3 € B, takvi da je
rang(a) = rang(f) =r. Za 1 <r =n — 2k < n definisSimo dijagram

x‘r+(2y—1),r+2y

Jr= T |r+2y—1),r+2y

1<z<r1<y<k

Neka je v € B, takav da je ker(y) = ker(a) i coker(y) = coker(f,). Iz (i) i
(ii) onda slijedi &R~y i 7L f, pa je aDf,. Slicno dobijamo da postoji € B,
takav da je coker(d) = coker(8) i ker(d) = ker(f,). Odatle slijedi da je BLd
i 0Rf., pa je BDf.. Dakle, vazi aDg.

(iv) Analogno dokazu dijela (iv) Teoreme 3.1.

(v) Pretpostavimo da je 8 € B,al3,, tada je 8 = yad za neke 7,6 € B,.
Odatle slijedi rang(f) = rang(yad) < rang(va) < rang(a). Za drugi smjer,
pretpostavimo da su a, 3 € B, takvi da je s = rang(f) < rang(a) = r.
Znamo da postoji dijagram v € B, takav da je ker(y) = ker(3) i coker(y) =
coker(fs) (postoji tacno s! takvih dijagrama ~y). Iz (i) i (ii) onda slijedi SR~y
i vLfs, odakle je fDfs. Slicno, neka je 6 € B,, takav da je ker(d) = ker(f,) i
coker(d) = coker(w). Tada iz (i) i (ii) slijedi dR f, i aLd, pa je aDf,. Posto
je ispunjeno fs = fifs = fsfr, vazi J(fs) = BunfsBn C BnfrBn = J(fr).
Iz (iv) slijedi da je J(fs) = J(B) i J(fr) = J(«), pa kona¢no dobijamo
B,.5B, C B,aB,, odakle slijedi 8 € B,aB,,.

(vi) Slijedi direktno iz (i) i (ii). O

Za 0 < r =n — 2k < n definisimo relaciju ekvivalencije w, na skupu n
tako da su {1},...,{r} jednoclane klase, a {r + 1,7 +2}, ..., {n — 1,n}

dvoclane klase ekvivalencije w,. Lako vidimo da je w, = ker(f,) = coker(f,).
Posmatrajmo zatim skupove

S, = {a € B, : ker(a) = coker(a) = w, }.

Elementi skupa S, predstavljaju upravo H-klasu H .- Ocigledno je skup
S, izomorfan simetri¢noj grupi S,. Iz Tvrdenja 1.2 i 7.1 slijedi da su sve
maksimalne podgrupe Brauerovog monoida izomorfne simetri¢noj grupi S,
zaneko 0 <r=n—2k <n.

Iz Tvrdenja 7.1 dobijamo i da J-klase u B,, ¢ine lanac

Ino(Br) < Jngt2(Br) < ... < Jpn—2(Bn) < Jn(Bn),
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gdje je Jn2i(Bn) = {a € B, : rang(a) = n —2i}, za 0 < i < |5]. Iz
Teoreme 2.7 slijedi da su ideali u B,, upravo skupovi

In—Zi(Bn) = {Oé € Bn : rang(a) <n-— 27’} = n—2i(7>n) N Bn

Singularni dio B, je prema tome ideal B, \ S, = I,—2(B,).

7.2 Idempotenti Brauerovog monoida

Metode klasifikacije i prebrojavanja idempotenata primijenjena na dija-
gram monoid u [5] se mogu primijeniti i na Brauerov monoid. Stavise, u
istom radu su izvedene formule i za broj idempotenata parcijalnog Brauero-
vog monoida PB,, i monoida transformacija 7,. Prije samog prebrojavanja
idempotenata u B,, opisa¢emo jedan poseban tip idempotenata.

Iz Leme 4.3 slijedi da « € B, projekcija ako i samo ako je oblika

i L | Yj, 25
i — )
Ti | Yj» 2 i€l,jeJ

gdje je [I] =n —2|J]. Za 1 <i < j < n defini§imo dijagram 7;; kao

T,,_lk u]
iy = P .
10T ienvgin

Ocigledno su ovako definisani dijagrami projekcije. Na primjer za i = 2,j =
5 imamo sljede¢i dijagram 795 = I u Bg. Direktnim mnozenjem
lako uocavamo da je 77 = 7T kada je @ # k,1ij # k,l. Dijagrame
7i; nazivaCemo atomima, a opravdanje za takav naziv slijedi iz narednog
tvrdenja.

Tvrdenje 7.2. ( [36], Posljedica 1) Svaki neinvertibilan idempotent Brau-
erovog monoida se moze napisati kao proizvod atoma.

Primijetimo da je jedini invertibilan idempotent u B, upravo jedinica
monoida 1g, = id;. Prema tome, iz Tvrdenja 7.2 slijedi

EB)\{1} € ({ry:1<i<j<n))

Podsjetimo se da je idempotent o € P, nesvodljiv ako i samo ako je
Ker(a) = n x n. Iz Tvrdenja 4.1 slijedi da je rang nesvodljivog idempotenta
jednak 0 ili 1. Prema tome, za proizvoljan nesvodljiv idempotent o € B, je
ispunjeno

rang(a) = 1 ako je n neparno,
871 0 ako je m parno.
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Odatle slijedi da je nesvodljiv dijagram iz B,, jedinstveno odreden svojim
kernelom i kokernelom, odnosno pridruzenim grafom G(«).

Posmatrajuéi dokaz Teoreme 4.2 lako je vidjeti da svi argumenti vrijede
i u slucaju idempotenata Brauerovog monoida. Prema tome, ako e(B;)
oznacava broj idempotenata Brauerovog monoida, a ¢(B,,) broj nesvodljivih
idempotenata B, tada vrijedi sljedece tvrdenje.

Teorema 7.1. ( [5], Teorema 7) U Brauerovom monoidu By, vazi sljedeca

formula
|

pEni= 1’u2

Takode, niz brojeva e(By,) zadovoljava rekurentnu vezu

e(By) = 1,e(B,) = Z <:;__11> c(B)e(Bn—m), zan > 1.

m=1

Da bismo izveli rekurentnu formulu za broj nesvodljivih idempotenata u
Brauerovom monoidu iskoristi¢emo jednostavnu osobinu grafova G(a).

Lema 7.1. ( [5], Lema 16) Neka je o € By, nesvodljiv idempotent. Tada je
G(a) ili ciklus ili put.

Dokaz. Za n = 1 tvrdenje trivijalno vazi. Neka je n > 2, i a € C(B,).
Tada iz svakog ¢vora grafa G(«) polazi najvise jedna crvena i najvise jedna
plava grana. Prema tome, stepen svakog ¢vora je najvise 2. Odatle slijedi
da je G(«) unija ciklusa i puteva. Posto je a nesvodljiv idempotent vazi
Ker(a) = n x n, pa je graf G(«) povezan. Iz toga konac¢no dobijamo da je
G () ciklus ili put, u kome su crvene i plave grane alternirajuce. ]

U narednom tvrdenju su date rekurentne formule za odredivanje niza
brojeva ¢(B,,). Kao i za dijagram monoida, co(By,) i c1(B,,) oznacavaju broj
nesvodljivih idempotenata ranga 0, odnosno 1 u B,.

Tvrdenje 7.3. ( [5], Turdenje 17) Ako je n > 1 tada je

_Jo ako je n neparan,
co(Bn) = { (n—1)! ako jen paran,

n!  ako je n meparan
B,) = : '
co(Bn) { 0  ako jen paran,

ot ako je n neparan,
co(Bn) = { (n — 1)! ako je n paran.
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Dokaz. Neka je a € B, nesvodljiv idempotent. Iz Leme 7.1 slijedi da je
G(«) ciklus ili put. Dijagram « je jedinstveno odreden svojim grafom G(«), i
obratno, svaki ciklus/put na n ¢vorova odreduje jedan nesvodljiv idempotent
a.

Ako je n neparan broj, tada rang(a) mora biti jednak 1. Neka je {i,5'}
jedini transverzalni blok «. Tada ne postoji grana {i,j} u grafu G(a), pa
G(«) mora biti put. Postoji n! takvih puteva, pa slijedi ¢(B,,) = ¢1(B,) = nl.
Sliéno, ako je n paran broj, tada je rang(a) = 0 i graf G(«) je ciklus.
Posto postoji (n — 1)! ciklusa na n ¢vorova, slijedi da je ¢(B,) = co(By) =
(n—1) O

Uvrstavanjem gornjih rezultata u Teoremu 7.1 dobijamo eksplicitnu for-
mulu za broj idempotenata u B,.

Teorema 7.2. ( [5/, Teorema 18) Neka jen € N i k = 3], tada je

n!
e(By,) = o
,% i1 il H?:l@])””

Dokaz. 1z Teoreme 7.1 i Tvrdenja 7.3 imamo

I

pukn i=1 MI
Ly (1!)#1(1!)#2(3!)#3(3!)#4 . B
T U (L (202 (3l (Al

ukn
1
=nl- )
%,ul!...,un!-w‘%“‘i...
¢ime je pokazano tvrdenje. ]

Iz Tvrdenja 7.3 i Teoreme 4.2 slijedi i sljede¢a rekurentna formula za niz
brojeva e(B,,).

Teorema 7.3. ( [5], Teorema 20) Brojevi e(B,,) zadovoljavaju sljedecu re-
kurentu vezu

e(Bp) =1,
5] Bl
n—1 . n—1 .
G(Bn) = 2 (21 B 1) (22 — 1)!6(1/)’”,21) + ; ( 9 )(21 + 1)!6(8,1,21‘,1),
zan>1
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Dokaz. 1z Tvrdenja 7.3 i Teoreme 4.2 slijedi e(By) =11

(B.) = 3 (”_ 1>C(Bm)e(l3n_m) .

m—1
125+]

= Z (;__11> C(BQi)e(Bn—Qi) + Z <n2—z 1) C(BQH'l)e(BTL—Qi—l) —
=0

1
J n—1 S n—1
— ( )(21— Dle(Bp—2i) + > ( )(2i+1)!e(6n_2i_1),

= 2i—1 = 24
za sve n > 1. OJ

7.3 Rang Brauerovog monoida

U [36] je pokazano da je Brauerov monoida generisan skupom svih per-
mutacija i proizvoljnim atomom. Koristeéi poznat minimalan generatorni
skup grupe permutacija S, i pomenuto tvrdenje odredi¢emo rang Brauero-
vog monoida.

Tvrdenje 7.4. ( [36], Lema 10) Brauerov monoid By, je generisan sa Sy i
proizvoljnim atomom.

Dokaz. Neka je 75, 1 < i < j < n proizvoljan atom. Oznacimo sa S
polugrupu generisanu skupom S, U {7;;}. Neka je 7y, 1 <k <1 <n atom,
tada je 7y = (ik)(j1)7i;(jl)(ik), pa je i 7y € S. Iz Tvrdenja 7.2 slijedi da
je skup svih idempotenata F(B,,) sadrzan u S. Neka je sada « proizvoljan
dijagram iz B,, i neka je njegov blok zapis

o= Ty Zj,tj
Yi | Uj> Yy iel,jeJ

pri ¢emu je z; < tj i u; < vj za sve j € J. DefiniSimo permutaciju ¢ € S,

)

sa
o= Yi | Uj | V5 .
Vil 2 1 ierjes
Tada je proizvod dijagrama « i o jednak
5 o Ti | Zj, tj
Ti | 250 Lier e

odakle lako vidimo da je = ao idempotent. Odatle slijedi o = o~ ! € S.
Time smo pokazali da je B, =S = (S, U{m;}). O
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Vidjeli smo da se simetri¢na grupa S,, moze generisati sa dva elementa
Sp—11 Sn—18n—2...81. 1z gornjeg tvrdenja slijedi da je

By = ({8n—1,5n-15n—2 ... 51, T12})-
Pokaza¢emo da je navedeni generatorni skup minimalan.

Teorema 7.4. Rang Brauerovog monoida je jednak

1 n=1,
rang(B,) =< 2 n=2,
3 n>3.

Dokaz. Prvo, zan =1 je B, = {I}, pa je ocigledno rang(B,) = 1. Neka
je n > 2, tada znamo da je {sp—1,Sp—15n—2...51, 712} jedan generatorni
skup za B,, pa je rang(B,) < 3. Pri tome je za n = 2 ispunjeno s,_; =
Sn—18n—2-..81 = s1, odakle slijedi rang(B2) < 2. Pretpostavimo da je 2
generatorni skup monoida B,,. Posto je B, \ S, ideal, Q mora da sadrzi
podskup ¥/ koji generiSe simetriénu grupu S,. Pri tome vazi |¥/| > 2 za
n > 3, odnosno |X'| > 1 za n = 2. Pored elemenata ', Q) mora da sadrzi
bar jos jedan generator, pa je || > 3 za n > 3, odnosno Q2] > 2 za n = 2,
¢ime je tvrdenje pokazano. O

7.4 Ideali Brauerovog monoida

Pokazaéemo da se za odredivanje ranga ideala Brauerovog monoida mogu
koristiti rezultati Teoreme 2.7. Iz [33] znamo da je singularni dio Brauerovog
monoida, odnosno maksimalni ideal I,,_2(B,,), idempotentno generisan.

Teorema 7.5. ( [33], Tordenje 2) Singularni dio B, \ S, Brauerovog mo-
noida je idempotentno generisan. Skup {r;; : 1 < i < j < n} je jedan
minimalni generatorni skup za By, \ Sp.

Iz gornje teoreme slijedi da je rang(B, \ Sp) = (3). Vidjeli smo da se

svi neinvertibilni idempotenti mogu napisati kao proizvodi nekih elemenata
skupa {7;; : 1 <i < j <n}. Odatle slijedi
EBu) \ {1} € ({mj : 1 <i<j<nj).
Kako je B, \ S, = ({73 : 1 <i < j < n}), iz gornje relacije dalje slijedi
E(Bn) = (Bn \ Sn) U {1}.

Sada ¢emo pokazati da se svi elementi manjeg ranga iz B, mogu izraziti
preko elemenata vecéeg ranga.

Lema 7.2. ([9], Lema 8.3) Za sve 0 < r < n—4 vazi J.(By,) C (Jr42(By)).
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Dokaz. Prema Teoremi 2.7 znamo da je dovoljno da pokazemo tvrdenje za
projekcije ranga r. Neka je a € J,.(B,) projekcija. Tada je

3l
Ai | G ieljet

Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da je J = k, gdje je r = n — 2k. Za
J € J neka je C; = {aj,b;}, gdje je a; < b;. Tada je o = Tq.p, - .- Tayb,-
Posto su dijagrami 74,5, medusobno komutativni, i idempotenti, slijedi da
dijagram o mozemo zapisati kao

2 2
O = Tayby (Ta2b2> <o (Tak,lbkfl) Tapby, —
- (TalblTang e Tak,lbk,l)(Tagbg ce Tak,lbk,l'rakbk)

gdje su elementi 7o,4, Tagby - - - Taj_1bp_1 1 Tagbs - - - Tag_1bp_1 Tagh, Tanga r -+ 2.
Prema tome « € (J,12(B,)). O

Teorema 7.6. ( [9], Teorema 8.4) Za sve 0 < r =mn — 2k <n — 2 je ideal
I.(B,,) idempotentno generisan, pri cemu je
vang (L (B,)) = idrang(L(B,)) = [ ™ ) 2k — 1)1 = "

Takode, podskup A C I,.(By,) kardinalnosti rang(I.(B,)) je minimalan gene-
ratorni skup za I.(By) ako i samo ako su ispunjena sljedeca tri uslova:

(i) rang(a) =1 za sve a € A;
(ii) za sve o, B € A vazi ker(a) # ker(5) ako je oo # B;
(iii) za sve o, B € A vaZi coker(a) # coker(f3) ako je o # .

Dokaz. 1z Teoreme 7.5 znamo da je polugrupa I,,_2(B,) = B, \ S, idem-
potentno generisana. Onda iz Teoreme 2.7 i Leme 7.2 slijedi da su za sve
0 <r <n-—4ideali I,(B,) idempotentno generisane polugrupe, za koje vazi

rang([,(By,)) = idrang(f;(B,)) = pnr,

gdje je ppr broj R-klasa ekvivlencije sadrzanih u J.(B,). Iz Teoreme 7.1
slijedi da je pn, jednak broju relacija ekvivalencije na n koje imaju tac¢no k
dvoclanih klasa ekvivalencije, i r jednoclanih klasa ekvivalencije. Elemente
koji pripadaju dvoclanim klasama ekvivalencije mozemo izabrati na (272)
nacina, a te elemente zatim mozemo rasporediti u klase na (2k — 1)!! nacina.
Time su jedinstveno odredene i jednoclane klase, pa je

n n! n!
= I = —— I\ =
P <2k> 2k = D = 2k = D = g

Drugi dio teoreme slijedi iz Teoreme 2.4 analogno kao u dokazu Teoreme
6.1. O
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Za r =n—2, odnosno k = 1, dobijamo rang(I,,—2) = (3), Sto se naravno
slaze sa rezultatom dobijenim u Teoremi 7.5.

Kao i za singularni dio dijagram monoida Py, \ S, problem odredivanja
svih minimalnih idempotentnih generatornih skupova polugrupe B, \ S,, se
svodi na problem pronalazenja svih balansiranih podgrafova grafa projek-
cija I'(B, \ Sn) = I'(Jn—2(B,)*). U tom cilju éemo prvo opisati skup svih
idempotenata sadrzanih u J-klasi J,_2(B,,) Brauerovog monoida B,,.

Za trojke medusobno razli¢itih brojeva i, j, k € n definiSemo dijagram
Oijk kao

k|ij

X
T Lk [k

T

‘|x€ﬁ\{i,j,k}

Naveséemo nekoliko primjera ovakvih dijagrama iz Pg. Za i < j < k je

09245 = I% I, dok za k < ] < ¢ imamo o540 = I% I Odatle
vidimo da je oij, = oy; za sve trojke 4,7, k, takve da je k < j <. Slicno
zakljucujemo da je o = o};ji, za sve i, j, k takve da je k < ¢ < j, odnosno
J<k<u.

Direktnim mnozenjem lako provjeravamo da su svi dijagrami ovog oblika
idempotenti ranga n — 2. Prethodno smo posmatrali i skup projekcija {7;; :
1 <i < j < n} ranga n— 2 koje generisu singularni dio B, \ S,, monoida B5,,.
Pokacéemo da pored navedenih, ne postoji vise idempotenata u J,_2(B,,).

Lema 7.3. ( /9], Lema 8.6) Skup projekcija sadrzanih u J,—2(B,,) je jednak
{rij :1<i<yj<n}
Skup idempotenata sadrzanih u Jp_o(By) je jednak
{rij : 1 <i<j<n}U{oyi : 4,7,k € n medusobno razliciti}.

Dokaz. Znamo da su idempotenti u J,_o(B,) generisani projekcijama iz
visih J-klasa. Kako je jedina projekcija u J,(B,) upravo idy slijedi da je
E(Jn—2(Bp)) € P(Jn—2(Bn))?. Neka je a € J,,_2(B,,) projekcija, tada je

il Y% lierjer
gdje je |I| = rang(a) = n — 2. Odatle slijedi da je |J| = 1, pa je a = 7.
Prema tome, skup projekcija u J,—2(By) je jednak {r; : 1 < i < j < n}.

Dalje, mnozenjem dobijamo da su jedini parovi projekcija iz J,—o(B,) ¢iji
proizvod lezi u J,_2(B,) sljedeéi

. . . . 2 _
(i) 75 1 745, gdje je T = Tijs
(ii) Tij i Tik, gdje je TijTjk = Oijk-
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Odatle slijedi i drugi dio tvrdenja. O

Iz prethodne leme slijedi da je u glavnom faktoru J,_o(5,)* mnozenje
definisano sa

Tij zai=k,j=1
Tij - Tht = Ok za {4,510 {k 1} =1
0 inace.

Prema tome, u grafu ©,, = I'(B, \ S,) je (7ij, Tk1) grana ako i samo ako je
{i,7}N{k,1} # 0. Podsjetimo se da je Dzonsonov graf J(n, k) graf definisan
na skupu ¢évorova {A C n : |A| = k}, sa skupom grana

{{A,B} :|ANB|=k -1}

Lako vidimo da je neusmjerena verzija grafa ©,, bez petlji izomorfna upravo
Dzonsonovom J(n,2) grafu. Za proizvoljan graf G = (V, E) definisemo

e 1-faktor je dekompozicija grafa G u grane, tako da svaki ¢vor pripada
tacno jednoj grani;

e 2-faktor je dekompozicija grafa G u cikluse, tako da svaki ¢vor pripada
tacno jednom ciklusu;

e (0,1,2)-faktor je dekompozicija grafa G u ¢vorove, grane i cikluse, tako
da svaki ¢vor pripada tacno jednom od tih elemenata.

Orijentisan (0, 1, 2)-faktor je (0, 1,2)-faktor kod koga je svim ciklusima do-
dijeljena orijentacija (u pozitivnom ili negativnom smjeru). Primijetimo da
svaki orijentisan (0, 1, 2)-faktor F Dzonsonovog grafa J(n,2) odreduje jedan
balansirani podgraf G grafa ©,, na sljedeé¢i nacin. Svakom ¢voru ¢j iz F
odgovara ciklus oblika ij —ij u G, dok svakoj grani (ij, kl) odgovara ciklus
ij — kl —ij u G. Ciklusima iz F samo dodijelimo odgovarajuce cikluse u G.
Vazi i obratna veza, svaki balansiran podgraf G grafa ©, odreduje jedin-
stven orijentisan (0, 1, 2)-faktor Dzonsonovog grafa J(n,2). Iz uspostavljene
veze izmedu grafa projekcija ©,, i DZzonsonovog grafa J(n,2) slijedi sljedece
tvrdenje.

Tvrdenje 7.5. ( [9], Tvrdenje 8.7) Postoji jednoznacno uzajamna kore-
spondencija izmedu skupa minimalnih idempotentnih generatornih skupova
polugrupe By, \ Sy, i skupa orijentisanih (0, 1,2)-faktora DZonsonovog grafa
J(n,2).

Nazalost, formula ili rekurentna veza za odredivanje broja orijentisa-
nih (0, 1, 2)-faktora Dzonsonovog grafa J(n,2) nije poznata. Medutim, lako
mozemo vidjeti da taj niz brojeva veoma brzo raste. Oznacimo sa d,, broj
orijentisanih (0, 1, 2)-faktora Dzonsonovog grafa J(n,2). U grafu J(n+1,2)

98



¢vorovi {i,n+1}, za 1 < ¢ < n indukuju izomorfnu kopiju kompletnog grafa
K,,, dok preostali ¢vorovi inudukuju kopiju grafa J(n,2). U kompletnom
grafu K, broj (0, 1,2) -faktora je n!, odakle slijedi d,,+1 > nld,, i dalje

n—1 n—1
do > [Tt =]
i=1 i=1

Primjer 7.1. (i) Za n = 3 skup projekcija ranga n — 2 = 1 je jednak
{712, T23,T13}. Prema tome, graf projekcija ©3 je upravo kompletan ori-
jentisan graf sa tri ¢vora (ukljuc¢ujuéi i petlju na svakom ¢voru) (Slika 8).
Balansirani podgraf G grafa ©3 moze biti jednog od tri tipa:

(i) Hamiltonov ciklus 12 — 23 — 13 iili 12 — 13 — 23;

(ii) unija jednog ciklusa ij — ik — ij i jednog ciklusa jk — jk (postoje tri
ovakva podgrafa);

(iii) unija ciklusa 12 — 12, 23 — 231 13 — 13.

Prema tome, postoji d3 = 6 balansiranih podgrafova tog grafa, pa postoji
tacno 6 minimalnih idempotentnih generatornih skupova ideala I;(Bs). Pri-
mijetimo i da su ovi balansirani podgrafovi grafa ©3, odnosno orijentisani
(0,1, 2)-faktori grafa J(3,2) u uzajamno jednoznac¢noj vezi sa permutacijama
skupa od tri elementa.

Slika 8: Graf projekcija O3 = I'(Bs \ S3)

(ii) Veé za n = 4 graf ©4 poprima dosta komplikovaniji oblik, pa ¢emo
u crtanju izostaviti petlje, te parove orijentisanih grana (ij,ik), (ik,ij) za-
mijeniti jednom granom {ij,ik}. Pojednostavljena verzija grafa ©4 je pred-
stavljena na slici ispod. Predstavljeni graf je upravo izomorfan sa J(4, 2).

Oznacimo ¢vorove grafa J(4,2) slovima a, b, ci A, B, C, tako da je presjek
skupova koje odreduju ¢vorovi x i X prazan. Na primjer, neka jea = 12, b =
23, c=13,a A=34, B=141i C = 24. Tada su orijentisani (0, 1, 2)-faktori
grafa J(4,2) u uzajamno jednoznacnoj korespondenciji sa permutacijama
skupa {a,b,c, A, B,C} koje nikad ne slikaju x na X, i obratno, za sve z €
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Slika 9: Graf projekcija ©4 (u pojednostavljenoj formi).

n|2 3 4 ) 6
dp |1 6 265 126140 855966411

Tabela 5: Broj minimalnih idempotentnih generatornih skupova polugrupe
By \Sp,za2<n<6

{a,b,c}. Takve permutacije se mogu interpretirati na jedinstven nacin kao
permutacije skupa 6 = {1,2,3,4,5, 6} koje nemaju fiksnih tacaka. Ocigledno
vazi i obratno, svaka permutacija iz Sg koja nema fiksnih tacaka jedinstveno
odreduje jednu opisanu permutaciju skupa {a,b,c, A, B,C}. Znamo da je
se broj permutacija bez fiksnih tacaka skupa od n elemenata (u oznaci ¢,
moze racunati po rekurentnoj formuli

co=1,c1=0,¢, = (n—1)(cp—1+cn-2), zan >2.

Odatle lako dobijamo da je broj orijentisanih (0, 1, 2)-faktora grafa J(4,2)
jednak dy = 265. Dakle, postoji 265 razli¢itih minimalnih idempotentnih
generatornih skupova ideala I,, _o(B;,).

Primijetimo da je za n > 4 niz d,, ogranic¢en odozgo brojem permutacija
bez fiksnih tacaka skupa veli¢ine (). Vrijednosti dy, za n = 5,6 su izracu-
nate koristenjem programskog paketa GAP (vise detalja u [12] i [38]). Te
vrijednosti su predstavljene u Tabeli 5.
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8 DzZonsov monoid

Kao i Brauerov monoid, dijagrami Dzonsovog monoida su povezani sa
jednom familijom algebri, takozvanih Temperli-Lieb algebri. Motivacija za
izuc¢avanje particionih (ili dijagram) algebri je bila upravo u prosirenju defi-
nicije Tempreli-Lieb algebri ( [34] i [35]). Baza Temperli-Lieb algebre T L,
je takozvani Kaufmanov monoid ( [30]). Kaufmanov monoid &, je generisan

skupom generatora {c, hi,...,h,} koji zadovoljavaju definicione relacije
hz2 = Chi = hic,
hihj = hjhl zZa |’L — j| > 2,
hihjhi = hZ’ zZa ’Z — j’ =1.

Koli¢nicku polugrupu Kaufmanovog monoida, dobijenu postavljanjem ¢ =
1 u gornjim relacijama, nazivamo DzZonsov monoid 7,. Kao i u slucaju
Brauerove algebre, odredivanje osobina Dzonsovog monoida daje korisne
informacije za izucavanje teorije reprezentacija odgovarajucéih algebri.

8.1 Osnovne osobine

Dzonsov monoid 7, mozemo posmatrati i kao skup svih planarinih di-

jagrama iz B,. Dakle, 7, je presjek Brauerovog monoida B,, i monoida svih

. . . ! e ’ . . .
planarnih dijagrama PPp. Dijagram o = = % I je primjer elementa Js.
Elemente J,, mozemo zapisati tako da svi ¢vorovi leze na jednoj pravoj, u
poretku 1,2,...,n,n/,...,2,1’. Tada vidimo da su dijagrami iz 7, u jedno-
znacnoj korespondenciji sa pravilnim rasporedima n parova zagrada. Prema
tome, broj elemenata monoida 7, je upravo jednak C, = %H(Q;), gdje Cyp,
n-ti Katalanov broj.

Posto je J, podmonoid Brauerovog monoida, relacije kernel i kokernel ta-
kode imaju samo dvoclane i jednoclane klase, te vazi rang(a) = | dom(«)| =
| codom ()| za sve a € J,,. Medutim, zbog uslova planarnosti, relacije ker(«a)
i coker(a) zadovoljavaju i neke dodatne uslove. Da bismo lakse opisali te
uslove posmatrajmo gornje i donje uzorke dijagrama iz J,. Graf X na skupu
¢vorova n je dopustiv uzorak za Dzonsov monoid 7, ako je jednak gornjem
ili donjem uzorku nekog dijagrama iz J,,, odnosno ako zadovoljava sljedece
uslove:

(i) Stepen svakog ¢vora u X je najvise 1. Pri tome ¢emo sa X T oznacavati
podgraf G sastavljen od svih ¢vorova stepena 0, a sa XN podgraf
X\ XT.

(ii) Ako je {i,7} grana u X, i < j, tada je deg(k) =1 zasve i < k < j.

(iii) Ako su {7,j5} i {k,l} grane u X takve da jei < j, k <lii <k, tada
jeilij < kilil<j.
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Ako su X i Y dopustivi uzorci za DZonsov monoid, tada postoji tac¢no jedan
dijagram « takav da je U(a) = X i D(«) = Y. Dakle, dijagram iz 7, je
jedinstveno odreden svojim kernelom i kokernelom.

Ocigledno je J, *regularan podmonoid monoida By, pa iz Teoreme 1.16
slijedi da su Grinove relacije R, £ i H u J, odredene restrikcijama odgova-
rajucih relacija na B,.

Tvrdenje 8.1. ( [13], Posljedica 3.2) Neka su a, 8 € Ty, tada je
(i) aRB ako i samo ako je ker(a)) = ker(3);
(ii) oL ako i samo ako je coker(a) = coker(f);
(iii) oD ako i samo ako je rang(a) = rang(f);
(iv) J =D;
(v) B € TnaT, ako i samo ako je rang(f) < rang(«);
(vi) aHB ako i samo ako je ker(a) = ker(8) ¢ coker(a) = coker(f3).

Dokaz. Primijetimo da dijagrami f,., 1 < r < n, definisani u dokazu Teo-
reme 7.1 pripadaju monoidu J,,. Prema tome, dokaz se moze izvesti sasvim
analogno dokazu pomenute teoreme. O

Posto dopustiv gornji i donji uzorak, odnosno odgovarajuce relacije ker-
nel i kokernel, odreduju jedinstven dijagram iz J,, iz gornje teoreme slijedi
da su sve H-klase u 7, jednoc¢lane. Dakle, maksimalne podgrupe monoida
Jn su izomorfne groupi S1. Iz Tvrdenja 8.1 takode slijedi i da J-klase u J,
¢ine lanac

Jno(jn) <...< Jn—?(jn) < Jn(jn)a

gdje je ng = 0, ako je n paran broj, a ng = 1 ako je n neparan broj. Iz
Teoreme 2.7 onda slijedi da su svi ideali u 7, skupovi

I.(Jn) ={a € Ty s rang(a) < r}

za neko 0 < r = n — 2k < n, koji takode ¢ine jedan lanac. Jedini element
ranga n u Jyn, i jedini invertibilan element je upravo je jedini¢ni element idy.
Odatle slijedi da je singularni dio Dzonsovog monoida upravo polugrupa
Ju \ {1}

Pristup za racunanje broja idempotenata koji smo koristili za monoide
Pn i B, ne daje rezultate u slucaju Dzonsovog monoida. Naime, iako vazi
ekvivalent tvrdenja 4.2:

SRARIID o) |

pukni= IHZ
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ostaje nerijesen problem prebrojavanje nesvodljivih idempotenata iz 7,,. Vri-
jednosti e(J,) za n < 19 su izracunate koristenjem matematickog softvera
GAP, i mogu se naé¢i kao niz A225798 u [1] (autor Dz. Micel).

Medutim, za neke vrijednosti r, jednostavno je izracunati broj svih idem-
potenata u J, ranga jednakog r. Ako je n neparan broj, tada ne postoje
elemnti ranga 0 u J,, dok su za n parno svi elementi ranga 0 iz 7,, idempo-
tenti. Prema tome, broj idempotenata ranga 0 u 7, je jednak

] ako je n neparan,
e(Do(Tn)) = { C)-Cy ako je n = 2k paran,

gdje sa Cj opet oznacavamo k-ti Katalnov broj.

8.2 Ideali DzZonsovog monoida

Odredi¢emo rang ideala monoida 7, koristedéi isti postupak kao za dija-
gram monoid P, i Brauerov monoid B,,. Za 1 <1i < n — 1 uvedimo oznaku
Ti = Tii+1. Na primjer, 73 = I I x I Ije jedan takav dijagram u Js.

Teorema 8.1. ( [30]) Singularni dio T, \ {1} monoida T, je idempotentno
generisan. Skup {1, : 1 < i < n — 1} je jedan minimalan idempotentni
generatorni skup.

Iz gornje teoreme slijedi da je

rang(J, \ {1}) = idrang(J, \ {1}) = n — 1.

Takode slijedi da se Dzonsov monoid 7, moze generisati skupom {7; :
1 < i< n-1}U{l}. Kako je 1 idempotentan element, slijedi da je
rang(J,) < idrang(7,) < n. Pokaza¢emo da u ovom nizu jednakosti svuda
vazi jednakost.

Teorema 8.2. DzZonsov monoid je idempotentno generisan i vazi

rang(Jy) = idrang(J,) = n.

Dokaz. Neka je ) proizvoljan generatorni skup monoida 7,. Kako jedini
element ranga n, jedinica 1 = idp, ne moze biti generisan elementima nizeg
ranga, mora biti 1 € . Singularni dio 7, \ {1} je ideal u J,,, pa iz Teoreme
8.1 slijedi da je se on moze generisati sa najmanje n — 1 elemenata razli¢itih
od 1. Prema tome, vazi |Q)| > n, ¢ime je tvrdenje pokazano. O

Lema 8.1. ( [9], Lema 9.3) Za sve 0 <r =n —2k <n —4 vazi

Jr(Tn) C (Jrg2(Tn))-
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da je skup P(J,(J,)) sadrzan u (Jr42(Jn))-
Neka je a € J,.(J,) projekcija. Kazemo da je blok {l,m} okruzen blokom
{u,v} ako je u <1 < m < v. Razlikova¢emo dva slucaja:

Slucaj 1: « ima dva bloka {7,741} i {4, j+1} koji nisu okruzeni drugim
blokovima. Tada je « sljedeé¢eg oblika

Y,z
Y,z

_[xi,iﬂj,jﬂ?
a= — —
z‘z,z—kl‘],]—l—l,

zeX,yeY,zeZ

gdje je |Y| =1|Z| i |X| =n —2|Y| —4. U tom slucaju se dijagram « moze
zapisati kao proizvod (v, gdje je

2K i—i—l‘j,j—i—l, Y,z ]
i+1]55+1 vz |

x|

zeX,yeY,zeZ

L] j|j+1 ii+1, |y 2 |
zlglit+llii+1 y’Z-xeXerzeZ

Kako je rang(3) = rang(y) = r + 2, slijedi da je o = 8y € (Jr12(Tn))-
Sluéaj 2: « ima bar jedan blok {7, j} takav da je j > ¢+ 31 {i,5} nije
okruzen drugim blokovima. U ovom sluc¢aju je blok zapis dijagrama «

)

a:lxi,jk,ly,z
x

[i,5 [ k0] Y,z Lex,keK,leL,er,zeZ

pri ¢emu je K,L C {i+1,...,j — 1}, |K| = |L|, i naravno, blokovi {k, [}
odreduju jedan pravilan raspored s = 2+ zagrada. Tada se a moze zapisati
kao 7, gdje je dijagram [ jednak

B

dok je dijagram - jednak

-

Da bi se uvjerili da je zaista o = [~ potrebno je samo provjeriti kojim
blokovima pripadaju i,5 i #,7" u By. U grafu proizvoda I'(3,7) imamo
puteve i —i' — (i+1) —jii" — (j — 1) — 5/ — j”, odakle slijedi da su {7, j}
i {i",j"} blokovi 8, pa je a = 3. O

1| g ‘ k,l ‘y,z

i1+ (2 —1)+2,i+2t+2]y,2

I

i ‘|
1<t<s—1

J

j}j—1i+(2t—1),z’+2ty,z

‘ ‘ k1 ‘y,z ]1§t§sl

Teorema 8.3. ( [9], Teorema 9.5) Za 0 <r =n—2k <n—2 ideal I,(Jy)

je idempotentno generisana polugrupa, ¢iji je rang jednak

rang (I (Jp)) = idrang(I. (7)) = ;ii (n Z 1>.
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Stavise, podskup J.(J,) kardinalnosti rang(I,.(J,)) je minimalan genera-
torni skup za I.(J,) ako i samo ako su ispunjena sljedeca tri uslova:

(i) rang(a) =7 za sve a € A;
(ii) za sve o, B € A vazi ker(a) # ker(53) ako je o # 3;
(7ii) za sve a, B € A vaZi coker(a) # coker(f3) ako je o # .

Dokaz. Kako je maksimalni ideal I,,_2(7,) = Jn \ {1} idempotentno gene-
risan iz Teoreme 2.7 slijedi da su svi ideali u J,, idempotentno generisani,
te da je

rang(Ir(jn)) = idrang(lr(\jn)) = Pnr,

gdje je pn,r broj R-klasa sadrzanih u J-klasi J,.(7,). Prosirimo definiciju
Prr S pnr = 0 za r > n. Neka su o, € J, proizvoljni. Iz Teoreme 8.1
slijedi da je aRf ako i samo ako je U(a) = U(3). Prema tome, py, je broj
grafova G' na skupu ¢vorova n koji zadovoljavaju sljedece uslove:

(1) stepen svakog ¢vora u G je najvise 1,

(2) tacno r ¢vorova u G je stepena 0,

(3) ako je {i,j} grana u G ii < j, tada je deg(k) =1 za sve i < k < j,
(4) akosu{i,j} i{k,l} grane u G takve da jei < j, k <lii <k, tada je

ilij<kilil<j.

Oznacimo sa X, skup svih grafova koji zadovoljavaju uslove (1)-(4), tada
je pnr = | Xnrl- Za n — r neparno je ocigledno p,, = 0. Ako je r =0, i
n paran broj, tada je broj grafova koji zadovovljavaju uslove (1)-(4) jednak
broju pravilnih rasporeda § zagrada. Prema tome,

_J 0 ako je m neparno,
Pn0 = Cz  ako je n parno.

Kao $to smo veé vidjeli, postoji samo jedan dijagram u J,, ranga n, pa je
pnn = 1. Neka je 1 < r < n — 1, tada skup X,, mozemo posmatrati kao
disjunktnu uniju X%, U X! gdje je

X: ={G e X, :deg(n) =du G}, zad=0,1.

Ocigledno je |XU.| = |Xn—1,-1| = pn-1,r—1. Konstrui§imo preslikavanje
¢: XL, — Xn_1,41 tako §to grafu G € X,, dodijelimo graf ¢(G) dobijen
uklanjanjem ¢vora n i grane {i,n} sa kojom je on incidentan. Dobijeni graf
¢(G) odgovara dijagramu ranga r + 1, pa je ovo preslikavanje dobro defini-
sano. Zbog uslova (3) slijedi da je ¢ najveéi indeks od svih ¢vorova u ¢(G)
¢iji je stepen jednak 0. Definigimo onda preslikavanje v : X,—1,11 — X},

105



sa (F) = FU{j,n}, gdje je j najveéi indeks ¢vora u F' ¢iji je stepen jednak
0. Dakle, graf ¢)(F) je dobijen dodavanjem ¢vora n i grane {j,n} grafu F.
Preslikavanje 1 je ocigledno dobro definisano, i inverzno preslikavanju ¢.
Tacnije, preslikavanja ¢ i ¥ su uzajamno inverzna, odakle slijedi da su ¢ i
1 bijekcije. Odatle dobijamo | X}, | = | Xn—1r+1] = pn—1,41. Ovime smo
pokazali da niz p,, zadovoljava rekurentnu vezu

Pnr = Pn—1r—1 + Pn—1r++1

za sve 1 <r < n—1. Niz opisan ovom rekurentnom vezom i poc¢etnim uslo-
vima je niz A053121 u [1], i pojavljuje se u brojnim primjerima. Rjesavanjem
date rekurentne jednacine, dobijamo da je

0 ako je n — r neparno ili r > n,
Prr = 77;:11 (nzl) ako je n — r = 2k parno.

O

Za r = n — 2, rang ideala I,,_5(J,) je prema gornjoj teoremi jednak
Z—H(Zf}) = n — 1, sto se slaze sa rezultatima iz Teoreme 8.1. Da bismo
odredili ukupan broj minimalnih idempotetnih generatornih skupova singu-
larnog dijela 7, \ {1} DZonsovog monoida 7,, posmatra¢emo odgovarajuéi
graf projekeija Z, = I(In-a(Jn)) = I'(Jn-2(Jn)").

U Lemi 7.3 smo pokazali da je skup svih idempotentnih dijagrama u
Jn—2(By) jednak

{rij : 1 <i<j<n}U{oyk: 14,7,k € n razliciti}.

Lako vidimo da su jedini planarni dijagrami u navedenom skupu 7; = 7; 41,
za 1 S ) S n—11 0; = 044i4+1,i+2; o' = O0i42,i+1,i, 22 1 S 7 S n — 2. Na

primjer, u Js imamo idempotente o3 = I I % I io3 :I I X I
Lema 8.2. ( [9], Lema 9.7) Skup idempotenata u J,—2(TJy,) je jednak

{r;:1<i<n—-1}U{o50":1<i<n—2},
pri cemu je skup projekcija u Jn—o(Jy) jednak
{ri:1<i<n-1}

Direktnom provjerom mnozenjem dobijamo sljede¢a pravila mnozenja
projekcija iz J,—o(Tp):

T ako je j =1
o; akojej=1i+1
: akojej=1i—1

T * Tj = o
¢ Jn—2(Jn) inace.
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Odatle slijedi da su u glavnom faktoru J,—2(J,)* jedini nenula proizvodi
parova projekcija ‘
TP = Ty TiTip1 = 04, TipaTi = 0.

Prema tome, graf projekcija =, ima skup ¢vorova {r; : 1 < i < n — 1},
sa granama (74,7;) ako i samo ako je |i — j| < 1. Radi kraceg zapisa, u
primjerima ¢emo oznacavati ¢vorove grafa =, sa ¢ umjesto 7, 1 <i <n—1.
Na slici 8.2 je predstavljen graf projekcija =¢.

Slika 10: Graf projekcija Z¢ = I'(Js \ {1})

Balansirani podgrafovi Zg su disjunktne unije ciklusa oblika (74, 7;41) i
(7, 7). Prema tome, balansiran podgraf grafa projekcija Z¢ moze biti jednak
uniji:

(1) dva ciklusa oblika (74, 7;4+1) i jednog ciklusa oblika (7;, 7;);
(2) jednog ciklusa oblika (7, 7;4+1) i tri ciklusa oblika (7;, 7;);
(3) pet ciklusa oblika (7;,7;).
Na slikama 8.2 i 8.2 su primjeri balansiranih podgrafova Z¢ tipa (1) i
2). Odatle dobijamo da postoji tacno 344+ 1 = 8 balansiranih podgrafova

—
—
—

6-

=0 =0 O

Slika 11: Balansiran pograf =g tipa (1)
Slika 12: Balansirani pograf =g tipa (2)

Teorema 8.4. ( [9], Teorema 9.8) Broj minimalnih idempotentnih genera-
tornih skupova singularnog dijela J, \ {1} DZonsovog monoida J, je jednak
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fn, n-tom Fibonacijevom broju, gdje je fi = fo =114 fr, = fan—1 + fn_2 za
n > 2.

Dokaz. Za n € N oznacimo sa x, broj balansiranih podgrafova grafa pro-
jekcija 2, = I'(J, \ {1}). Pokazatemo da ovaj niz brojeva zadovoljava
rekurentnu vezu i pocetne uslove Fibonacijevog niza. Ocigledno je zo = 1.
Zan=1je 71\ {1} =0, pa postoji ta¢no jedan generatorni skup, (). Neka
je n > 3 1ineka je H balansirani podgraf grafa =,,. Tada H sadrzi ili ciklus
(Tn—2, Tn—1) ili petlju (7,—1, Tn—1). U prvom slucaju ostatak grafa H je jedan
balansiran podgraf =, 2, a u drugom je balansiran podgraf =, ;. Odatle
slijedi rekurentna veza x, = x,—1 + x,—2, ¢ime je dokaz zavrsen. ]
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Zakljucak

U ovom radu smo predstavili brojne osobine dijagram monoida, i njiho-
vih podmonoida. Znacajna karakteristika dijagram monoida je upravo sto se
mnoge osobine prenose na njegove potpolugrupe B, i J,. Grinove relacije se
mogu opisati na veoma jednostavan nacin, svi ideali tih monoida su glavni,
i ¢ine lanac, i takode su idempotentno generisani. Medutim, ne mozemo
odrediti sve osobine Brauerovih monoida i Dzonsovnih monoida poznavajuci
dijagram monoide. Na primjer, pitanje broja minimalnih idempotentnih ge-
neratornih skupova singularnog dijela Brauerovog monoida ostaje otvoreno,
kao i broj i povoljnija karakterizacija idempotenata Dzonsovog monoida.

Veéina potpolugrupa dijagram monoida je ve¢ dobro izucena, kao po-
lugrupa tranformacija ili simetri¢na inverzna polugrupa. Medutim, "twi-
sted"verzije tih polugrupa i dalje postavljaju brojna zanimljiva pitanja. Drugi
smjer istrazivanja moze biti i uopsStavanje rezultata i metoda koristenih za
izucavanje dijagram monoida na druge polugrupe. Na kraju, mozemo razma-
trati primjenu dobijenih rezultat na odgovarajuce algebre, i njihovu struk-
turu i teoriju reprezentacija.
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posvecéeno odredivanju ranga ostalih ideala dijagram monoida, kao i prebro-
javanju minimalnih idempotentnih generatornih skupova singularnog dijela
dijagram monoida. Poslednja dva poglavlja predstavljaju primjenu rezultata
dobijenih za dijagram monoide na Brauerovoe i Dzonsove monoide. IZ
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Abstract: This thesis explores diagram monoids and its submonoids. In
the first two chapters we give the basic notions and results from semigroup
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